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Vorwort.

Zur Einfüllnmg in das vorliegende Werk erscheint es mir an-

gebracht, einige Bemerkungen allgemeinerer Natur vorauszuschicken.

Im Laufe der Zeit hat die Stellung der Analysis zur Geometrie

und zu den verschiedenen Zweigen der angewandten Mathematik viele

und beträchtliche Wandlungen durchgemacht. Während der vergangenen

Jahrhunderte hat die gegenseitige Anregung die Einzeldisciplinen er-

heblich gefördert. Dabei herrschte bald die eine, bald die andere

Disciplin vor. Dies letztere liegt in der Natur der Sache und ist an

sich nicht zu bedauern. Aber in unserem Jahrhundert hat eine Zer-

splitterung der Mathematik in viele und dabei sehr umfangreiche ein-

zelne Fächer stattgefunden, und diese Zerteilung hat oft dazu geführt,

dass die Vertreter des einen Faches die Wichtigkeit der übrigen Fächer

verkannten, sodass sie infolge dessen den von den anderen Fächern

ausgehenden befruchtenden Ideen zum Schaden der Entwickelung ihrer

eignen Disciplin gleichgültig oder gar abweisend gegenüberstanden.

Es sei gestattet, zur Erläuterung dieser Bemerkungen in knappen

Worten an einige Entwickelungsphasen der Mathematik zu erinnern.

Bei den alten Griechen war die Geometrie die fast ausschliesslich

herrschende Disciplin der Mathematik. Eine abstracte Analysis gab es

noch nicht, und selbst die Astronomie und die Mechanik ordneten sich

der Geometrie unter. Nach beachtenswerten Ansätzen bei Diophant

und bei den Indern entwickelte sich erst in der Benalssance^eit eine

Algebra, ein Formelapparat, dessen Fehlen bei den so scharfsinnigen

Griechen stark fühlbar ist.

Alsdann wurde durch die Einführung des Coordinatenbegriffes und

durch die Schöpfung der analytischen Geometrie durch Descartes

eine epochemachende Verknüpfung zwischen Geometrie und Analysis

zustande gebracht, die bald zu dem wahren Fundamentalbegriff der

Mathematik, zum Begriff der Function, führen sollte. Die im Keime

schon in Archimedes' geometrischen Untersuchungen auftretenden

Begriffe: Integral und Differentialquotient entwickelten sich nach
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IV Vorwort.

und nach und zwar, was zu beachten ist, durch die Behandhing geo-

metrischer, kinematischer und mechanischer Probleme in den Arbeiten

von Kepler, Cavalieri, Descartes, Wallis und namentlich Fermat.

Es waren ähnliche Betrachtungen, die Newton und Leibniz dazu

führten, das innere Wesen und besonders das gegenseitige Verhältnis

dieser beiden Begriffe zu erkennen und damit die Infinitesimalrechnung

zu begründen. Denselben geometrisch-mechanischen Ursprung hat dann

insbesondere auch die Theorie der Differentialgleichungen sowie die

Variationsrechnung gehabt.

Nicht minder charakteristisch, wenn auch weniger beachtet ist es,

dass der Transformationsbegriff, der in der neueren Mathematik immer

stärker hervortritt und sich neben dem Functionsbegriff als ein selb-

ständiger Fundamentalbegriff geltend macht, bei den älteren Geometern,

wenn auch natürlich nur in sehr specieller Form, so doch in der An-

schauung seinen Ursprung hat. Auch der diesem Begriff nahestehende

Begriff": Bifferentialmvariante tritt uns zunächst in der Geometrie, näm-

lich in der Krümmungstheorie entgegen.

Schon diese kurzen Bemerkungen zeigen, dass Geometrie und

Mechanik in den früheren Jahrhunderten den mächtigsten Einfluss auf

die Entwickelung der Analysis ausgeübt haben. Dass umgekehrt auch

die mächtigsten Rückwirkungen von der Analysis auf die Geometrie

und die Mechanik ausgingen, liegt auf der Hand und braucht hier

nicht weiter erläutert zu werden.

Diese so glückliche Wechselwirkung wurde dadurch gefördert und

überhaupt ermöglicht, dass die Einzeldisciplinen verhältnismässig nicht

zu umfangreich waren, sodass noch am Schlüsse des vorigen Jahr-

hunderts Euler, Lagrange, Laplace und um die Wende des Jahr-

hunderts Gauss und dann Cauchy alle Zweige der Mathematik um-

fassen konnten.

In unserem Jahrhundert ist dies nach und nach anders geworden.

Der Umfang der Einzeldisciplinen wuchs in ausserordentlichem Masse,

ja es bildeten sich neue selbständige Wissenschaften, wie die mathe-

matische Physik in den Händen von Laplace, Ampere, Fourier,

Fresnel, Green, Gauss, Cauchy, Poisson und Lejeune-Dirichlet.

Die Geometrie, die im vorigen Jahrhundert durch Euler und

Monge in neue Bahnen geleitet worden war, nahm ebenfalls einen

mächtigen Aufschwung, indem auf der einen Seite durch Carnot,

Brianchon und insbesondere durch Poncelet die projective Geometrie

als selbständige Disciplin begründet und dann von Möbius, Plücker,

Chasles und Steiner weiter entwickelt und auf der anderen Seite
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durch Gauss' Theorie des Krümmungsmasses und Minding's sich

daran anschliessende Ergebnisse die Infinitesimalgeometrie mit neuen

bahnbrechenden Ideen bereichert wurde. Beide Richtungen trugen

wesentlich zur Entwickelung der Cayley 'sehen Invariantentheorie bei.

Noch mächtiger war der Aufschwung der Analysis in den zwan-

ziger und dreissiger Jahren unseres Jahrhunderts. Schon Lagrange 's

und noch mehr Gauss' und Cauchy's Untersuchungen brachten nicht

nur viele neue und Avichtige Ergebnisse, sondern zeichneten sich

vor allem auch durch eine vollendete Form und namentlich durch

eine classische Strenge aus, die im vorigen Jahrhundert bei so vielen

bedeutenden Mathematikern fehlte. Es war aber in erster Linie Abel,

der durch seine umfassenden Probleme, seine grossen, tiefen Ent-

deckungen und seine logische Schärfe die neue Epoche inaugurierte.

Auch hat Abel 's lichtvolle Darstellung seiner neuen Theorien wesent-

lich dazu beigetragen, den Mathematikern das Erfassen von Cauchy's

Imaginärtheorie und besonders von Galois' ebenso tiefen Avie schwer-

verständlichen algebraischen Untersuchungen zu ermöglichen.

Es ist wahr, dass Abel und sein Nachfolger Galois sich in ihrer

kurzen Laufbahn kaum mit Geometrie beschäftigten. Um so merk-

würdiger ist es, dass gerade Abel 's Ideen die Geometrie mit weiten

neuen Gesichtspunkten bereichert haben, sowie, dass Galois' Ideen

schon anfangen, einen ähnlichen Einfluss zu üben.

Die hier nur angedeuteten bahnbrechenden Entdeckungen gaben

der Analysis, der Geometrie und der mathematischen Physik einen so

grossen Inhalt und eine solche Ausdehnung, dass es wohl für den Ein-

zelnen unmöglich geworden ist, die gesamte Mathematik zu umfassen,

denn selbst Jacobi und Riemann ist dies kaum vollständig gelungen.

Riemann, der von Gauss und Jacobi beeinÜusst war, wenn er

auch wohl eher als Nachfolger von Cauchy und Abel zu betrachten

ist, wusste die Hülfsmittel der Geometrie in grossartiger Weise für die

Analysis zu verwerten. Mag es auch sein, dass sein überraschender

mathematischer Instinct ihm zuweilen sofort lieferte, was seine Zeit

ihm noch nicht erlaubte, durch rein logische Betrachtungen definitiv

zu begründen, so sind doch seine glänzenden Ergebnisse das beste

Zeugnis für die Fruchtbarkeit seiner Methoden,

Weierstrass, Riemann's Zeitgenossen, möchte ich ebenso als

Nachfolger Abel's bezeichnen und zwar nicht allein wegen der Rich-

tung seiner Untersuchungen, sondern noch mehr wegen seiner rein

analytischen Methode, in der er die Anschauung als Hülfsmittel zu

vermeiden bestrebt ist. So hervorragend auch Weierstrass' Leistungen

für die Grundlagen und für die höchsten Gebiete der Analysis sind, so
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erscheint es docli auch mir, als ob seine einseitige Betonung der Ana-

lysis jedenfalls auf einige seiner Schüler einen nicht unbedingt günstigen

Einlluss geübt habe. Ich glaube mich in dieser Auffassung an die

Seite Klein's zu stellen, der selbst es so gut verstanden hat, nach

Riemann's Vorbild aus der Anschauung fruchtbare Anregungen für

die Analysis zu entnehmen.

Unter allen Umständen ist es bedauerlich, dass die so grosse

Entwickelung der Analysis in Deutschland in den letzten Jahrzehnten

nicht von entsprechenden Fortschritten der Geometrie begleitet wurde.

Hervorragende deutsche Geometer wie Möbius, Plücker, v. Staudt

und Grassmann fanden zu ihrer Zeit nicht die richtige Würdigung

von Seiten der dazu berufenen Stelle.

Die Zersplitterung der Mathematik hat, wie oben angedeutet

wurde, auf die Vertreter der einzelnen Disciplinen oft eine ungünstige

Wirkung geübt. Während nämlich einige Geometer so weit gehen,

es als geradezu verdienstvoll zu betrachten, bei der Behandlung geo-

metrischer Probleme auf die Hülfsmittel der Analysis vollständig, rich-

tiger gesagt in möglichst grosser Ausdehnung zu verzichten, findet

man wohl andererseits unter den Analytikern hier und da die Auf-

fassung, dass die Analysis nicht allein unabhängig von der Geometrie

entwickelt werden könne, sondern auch müsse, da nach ihrer Ansicht

Beweise analytischer Sätze durch geometrische Betrachtungen nicht

unbedingt zuverlässig sind.

In meinen wissenschaftlichen Bestrebungen bin ich immer von der

Auffassung ausgegangen, dass es im Gegenteil wünschenswert ist, dass

sich Analysis und Geometrie ebenso wie früher auch in unserer Zeit

gegenseitig stützen und mit neuen Ideen bereichern. Diese Auffassung

war im Jahre 1886 das Thema meiner Antrittsvorlesung an der Uni-

versität Leipzig.

Diese meine Auffassung versuche ich seit mehr als fünfundzwanzig

Jahren durch eigene Arbeiten zur Geltung zu bringen. Charakteristisch

für meine Richtung dürfte es besonders sein, dass ich nach dem Vor-

bilde von Monge die geometrischen Begriöe, namentlich die von

Poncelet und Plücker eingefühi-ten, für die Analysis verwertet und

andererseits Lagrange's, Abel's und Galois' Ideen über die Be-

handlung der algebraischen Gleichungen auf die Geometrie und be-

sonders auf die Theorie der Differentialgleichungen ausgedehnt habe.

Das Werk, dessen erster Band hier vorliegt, bringt eine ausführ-

liche Darstellung meiner ersten geometrischen Arbeiten aus den Jahren

1869 bis 72. Unter diesen ist die meist bekannte die im Jahre 1872
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in den Math. Ann., 5. Band, S. 145, erschienene Abhandlung: „Über

Complexe, insbesondere Linien- und KufielcompJexe mit Anwenduncf auf

die Theorie partieJIer Diff'erentialgleieJmn(/en'\ die fast alle diese Unter-

suchungen zusammenfasst. Dabei möchte ich hervorheben, dass sich

diese Abhandlung im Wesentlichen mit einer ein Jahr früher in den

Verh. der Ges. d. Wiss. zu Christiania erschienenen Arbeit in zwei Teilen

deckt, von denen leider der erste Teil als Habilitationsschrift in nor-

wegischer Sprache abgefasst ist. Eine vollständige Zusammenstellung

meiner wichtigsten Ergebnisse wurde aber schon im October 1870 der

Ges. der Wiss. zu Christiania mitgeteilt unter dem Titel: ,,0m en Classe

geometrislie Transformationer", was ich aus verschiedenen Gründen her-

vorheben möchte.

Auf den Inhalt des vorliegenden Bandes gedenke ich hier nicht

näher einzugehen; ich verweise vielmehr auf das Werk selbst und be-

merke nur, dass besonderes Gewicht darauf gelegt wurde, die Be-

ziehungen zu meinen Vorgängern nach bester Überzeugung in die

richtige Beleuchtung zu stellen. Dagegen lag kein Anlass vor, auf die

Beziehungen zu meinen Nachfolgern schon in diesem Bande näher

einzugehen.

Ich bin besonders glücklich darüber, dass Herr S che ffers dazu

bereit war, mit mir zusammen meine Geometrie der Berührungstrans

formationen zu redigieren.

Schliesslich sei noch bemerkt, dass bei der Redaction des Werkes

der Versuch gemacht worden ist, dem Vortrag eine solche Form zu

geben, die nicht allein für Mathematiker von Fach, sondern auch für

Studenten, welche die grundlegenden mathematischen Vorlesungen mit

Nutzen gehört haben, passend erscheinen kann. Die in kleinerem Satz

gegebenen Entwickelungen können bei dem Studium dieses Bandes

überschlagen Averden, ohne dass dadurch die Verständlichkeit des

Haupttextes beeinträchtigt wird.

Leipzig, im Februar 1896.

Soplius Lie.
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Berichtigungen.
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- 508, - 6 V. 0. lies „gewöhnlichen" statt „totalen".



Abschnitt I.

Berührungstraiisformationeii der Ebene.

In grossen Zügen deuten wir hier an, was der erste Abschnitt

enthält: Wir entwickeln zuerst den allgemeinen Begriff einer JBcrüh-

rungstransformaüon in der Ebene oder zweifach ausgedehnten Mannig-

faltigkeit und zeigen, wie man alle derartigen Transformationen finden

kann. Wir legen ihre wichtigsten Eigenschaften dar und versuchen,

ihre Bedeutuny für die Geometrie und für die geivolmlichen Differential-

gleichungen durch einfache, aber lehrreiche Anwendungen zu beleuchten.

Ganz besonders lenken wir die Aufmerksamkeit des Lesers auf die

infinitesimalen Berührungstransformationen, von denen gezeigt wird,

dass jede durch Angabe einer einzigen Function von drei Argumenten

vollkommen definiert wird. Um die Wichtigkeit der infinitesimalen

Berührungstransformationen an einer interessanten Anwendung hervor-

treten zu lassen, erledigen wir schliesslich die schwierige Aufgabe, die

Form des Bogenelementes aller Flächen zu finden, für welche die

Differentialgleichung dritter Ordnung ihrer geodätischen Kreise, ge-

schrieben in krummlinigen oder Gaussischen Coordinaten x, y, eine

oder mehrere infinitesimale Berührungstransformationen des zweidimen-

sionalen Gebietes {x, y) gestattet.

Kapitel 1.

Zur Vorgeschichte der Theorie der Beriihrungstransformationeii.

Lange vor der Einführung des allgemeinen Begriffes der Berüh-

rungstransformation trat dieser Begriff in specieücr Form auf; und es

erscheint uns in geschichtlicher wie pädagogischer Hinsicht angemessen,

in diesem Kapitel einige unter diesen specieUen Berührungstransfor-

mationen kurz zu besprechen. Hierdurch wird ebensowohl das Ver-

ständnis des allgemeinen Begriffes vorbereitet, als auch eine richtige

Würdigung der Bedeutung dieses Begriffes verbürgt.

liie, Geomotrio dor Berührungstransformationen I. 1 [18.1. 189,').]



Punkt-
transfor-
mation.

2 Kap. 1. Zur Vorgeschichte der Berührungstransformationen.

Wir erinnern zunächst kurz an eine Reihe wichtiger Punkttrans-

formationen, an die linearen, an die projectiven und an die Transfor-

mation durch reciproke Radien. Eine jede unter diesen Transforma-

tionen hat als Überfragungsprincip eine grosse Rolle in der Entwickelung

der Geometrie gespielt. Durch ausdrückliche Einführung des Begriffes:

Linienelement gelingt es, überhaupt alle Punkttransformationen der

Ebene als Transformationen der Linienelemente aufzufassen. Bei dieser

Auffassung liefern die Punkttransformationen die einfachsten Beispiele

von Benihnmgstransformationen und zwar solcher, welche die Punkte

in Punkte überführen.

Wir wenden uns sodann zu einigen schon lange bekannten Opera-

tionen, die Curven jedenfalls im Allgemeinen in Curven überführen,

ohne doch Punkttransformationen zu sein. Hierher gehört z. B. eine

wohlbekannte Construction, die wir als Fusspunkttransformation be-

zeichnen, und die Transformation durch reciproke Polaren. Wir er-

kennen, dass sich auch diese Operationen als Transformationen der

Linienelemente der Ebene auffassen lassen. Die Transformation durch

reciproke Polaren hat ebenfalls als tjhertragimgsprincip eine grosse Be-

deutung gehabt. Und für die Theorie der gewöhnlichen Differential-

gleichungen erwies sie sich insofern als wichtig, als sie gewisse

Differentialgleichungen auf integrierbare Formen zu bringen gestattete.

Alle diese Operationen sind specielle Beriihrungstransformationen.

Im zweiten Kapitel sollen die Berührungstransformationen der Ebene

alsdann vom allgemeinsten Standpunkte aus behandelt werden.

§ 1. Einige Punkttransformationen als Übertragungsprincipe.

Zwei Gleichungen von der Form:

(1) x, = X(a:,y), y,= Y{x,y)

ordnen jedem Punkt {x, y) der Ebene mit den Cartesischen Coordinaten

x,y einen Punkt (x-^, y^ einer Ebene und zwar entweder derselben

oder einer anderen Ebene zu. Sind die Gleichungen (1) allgemein

nach x, y auflösbar:

(2) x = X{x„y,), y=Y(x„y,),

so wird jeder allgemeine Punkt {x^, y^) durch passende Wahl des

Punktes (x, y) aus (1) erhalten. Die Gleichungen (1) bestimmen als-

dann eine Punkttransformation der Ebene (x, y) in die Ebene (a\
, y^.

Künftig lassen wir fast immer die beiden Ebenen und auch ihre

Coordinatensysteme zusammenfallen, sodass die Gleichungen (1) bei

Voraussetzung ihrer Auflösbarkeit eine Punkttransformation der Ehene

in sich darstellen.
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Wir erinnern nun an einige einfache Punkttransformationen und

besprechen die Rolle, die sie als Übertragungsprincipe gespielt haben.

1. Beispiel: Orfhogonalprojedion.

Zwei Gleichungen von der Form

(?)) x^ = x, y^ = my

stellen eine bekannte Transformation dar. Um sie geometrisch her-

zustellen, denken wir uns die beiden Ebenen (x,y) und (x-^^, y^) so

gelegen, dass ihre Anfangspunkte sowie ihre positiven Abscissenaxen

zusammenfallen und der Cosinus des Winkels ihrer positiven Ordinaten-

axen gleich m ist. (Siehe Fig. 1.) Alsdann hat die OrfJiogonalprojecHon

Orthogonal-
projection.

Fig. 1 Fig. 2.

eines Punktes (x, y) der einen Ebene auf die andere die durch (3)

gegebenen Coordinaten. Wenn man will, kann man die beiden Ebenen

durch Umdrehung um die gemeinsame Abscissenaxe zusammenfallen

lassen; dadurch erhält man eine lineare Transformation*) in der Ebene,

bei der jeder Punkt (x, y) in einen Punkt übergeht, dessen Abscisse .«^

dieselbe, dessen Ordinate y^ aber das w^- fache von y ist.

Die Transformation (3) führt jede Gerade in eine Gerade über

und lässt alle Punkte der Abscissenaxe ungeändert. Ferner führt sie

zu einander parallele Geraden in zu einander parallele Geraden über.

Insbesondere gehen gleichlange und parallele Strecken in ebensolche

über. Jede Curve c wird in eine Curve q verwandelt, insbesondere

jede algebraische Curve n^"^^ Ordnung in eine algebraische Curve w*''' Ord-

nung. Weiterhin geht jede Tangente von c in eine von q über, und

hieraus folgt: Jede algebraische Curve w*^"^ Classe geht in eine eben-

*) Alle in der Folge erwähnten Eigenschaften der betrachteten Transfor-

mation kommen überhaupt jeder linearen Punkttransformation der Ebene zu. Wir
wählen nur der Anschaulichkeit halber die obige specielle. Die linearen Trans-

formationen wurden von Euler gelegentlich betrachtet.

1*
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solche über. Ferner wird jeder Doppelpunkt einer Cürve wieder in

einen Doppelpunkt verwandelt. Überhaupt geht jede Singularität einer

Curve bei der Transformation (;>) wieder in eine Singularität derselben

Art bei der neuen Curve über. Die Plücker'schen Zahlen einer alge-

braischen Curve c stimmen also mit denen der transformierten Curve

überein. Endlich steht die Fläche, die von einer geschlossenen Curve

bestimmt wird, zu der Fläche, die von der transformierten Curve be-

stimmt wird, in dem constanten Verhältnis 1 : m.

Orthogonal- ]\[an beuutzt die Transformation (o) z. B., um viele Sätze über die
proj. als \ / ;

Über- Ellipse aus Kreissätzen abzuleiten, da die Orthogonalproiection des
tragungs- ^ ' o i j

princip. Kreises eine Ellipse ist und jede Ellipse als Orthogonalprojection eines

Kreises aufgefasst werden kann. So wird namentlich die Theorie der

conjugierten Durchmesser der Ellipse aus der Theorie der zu einander

senkrechten Kreisdurchmesser abgeleitet. Alle dem Kreise umschriebenen

Quadrate geben solche der Ellipse umschriebene Parallelogramme, deren

Seiten parallel conjugierten Durchmessern sind, die femer sämtlich

gleichen Inhalt haben und deren Diagonalen conjugierte Durchmesser

sind. Der Inhalt der Ellipse ergiebt sich ebenfalls sofort aus dem des

Kreises, u. s. w.

Projective 2. Belsplel: Brojecüve Punlitransformation.
Transfor- tf J l

Wenn die Gleichungen vorliegen:

und die Determinante

ist, so sind sie auch nach x, y auflösbar und stellen eine projective

Transformation der Veränderlichen x, y dar. Auch sie kann geometrisch

hergestellt werden: Wählt man nämlich in zwei Ebenen (.2-, i/) und

{x^,y^ beliebige rechtwinklige Axenkreuze und ordnet jedem Punkte

{x,y) der einen Ebene den Punkt (a^i,^/:) der anderen zu, der mit

ihm auf der Geraden durch einen fest angenommenen Punkt des

Raumes liegt, so drücken sich x^
, y^ in der Form (4) durch x, y aus.

(Siehe Fig. 2, S. o.) Von dieser räumlichen durch Centralprojection oder

Perspective vermittelten Beziehung kommen wir zur projectiven Trans-

formation der Ebene in sich, wenn wir die beiden soeben besprochenen

Ebenen schliesslich zusammenklappen.

Die vorliegende Transformation führt jede Gerade in eine Gerade

über und lässt das DoppelVerhältnis von vier Punkten einer Geraden

oder von vier Strahlen eines Büschels ungeändert. Sie führt jede Curve
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in eine Curve, jede Tangente der einen in eine Tangente der andern

über und lässt Ordnung und Classe einer algebraischen Curve un-

geändert. Ebenso führt sie jede Singularität wieder in eine Singu-Proj.Transf.

larität derselben Art über. Man hat diese Punkttransformation seit tragungs-

Apollonius bis auf unsere Zeit als Übertragungsprincip benutzt, um
die Eigenschaften der Kegelschnitte auf möglichst anschaulichem Wege
abzuleiten, insbesondere aus den Eigenschaften des Kreises. Dasselbe

Übertragungsprincip wendet man an, um algebraische Curven da-

durch auf bequemere Formen zu bringen, dass man Singularitäten ins

Unendlichferne verlegt. So wandte Newton es an, um alle Curven

dritter Ordnung auf die cubischen Parabeln zurückzuführen*). Indem

der Kreis bei Benutzung dieser Transformation vor den Kegelschnitten

nichts voraus hat, sich vielmehr als Kegelschnitt durch die beiden

unendlich fernen imaginären Scheitel der Strahlenbüschel

ij = -^ ix -{- Const.

darstellt, gewinnen viele Sätze über Kreise sofort eine Bedeutung für

beliebige Kegelschnitte.

Der grosse Geometer Poncelet, dem wir die so ausserordentlich

wichtige Einführung des Begriffs der unendlich fernen Kreispunkte

verdanken, führte mit ihrer Hülfe metrische Begriffe auf projective

zurück. Ebenso war es von weittragender Bedeutung, dass Poncelet

den Begriff: projective Transformation — allerdings in specieller und

rein geometrischer Einkleidung — auf den Raum ausdehnte**).

Die projectiven Transformationen haben noch eine besondere Eigen-

schaft: Für jede bestimmte Wahl der Constanten a, h, c stellen die

Gleichungen (4) eine projective Transformation dar. Bezeichnen wir

eine solche kurz mit S, eine andere mit T u. s. w., so können wir

festsetzen, dass ST diejenige Punkttransformation vorstellen soll, die

der Aufeinanderfolge von S und T äquivalent ist. Ist nämlich S die

Transformation (4), sodass sie jeden Punkt (x, y) in einen durch (4)

gegebenen Punkt (x^, y^ überführt, so wird eine weitere projective

Transformation T die Punkte (x^,yi) fernerhin in Punkte {x',tj') ver-

wandeln, für die etwa:

'

x' = "i':^J-+-Vli_+_^i' „' ^ <^i + ^ '^1 + ^t

*) Newton, Enumeratio linearum tertü ordinis. (1706) S. 19.

**) Die Bezeichnung „projectiv^' geht auf Poncelet's bahnbrechendes Werk:
Traue des proprietes projectives des ßgures, 1822, zurück. Möbius (Der hary-
centrisehe Calcul, 1827) gab zuerst eine allgemeine analytische Darstellung der
projectiven Transformationen und zwar in homogenen Coordinaten.
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ist. Eliminiert man hieraus vermöge (4) die Grössen x^,y^^y so stellen

sich offenbar x', y' dar in der Form:

Dies ist die der Aufeinanderfolge zweier projectiver Transformationen

S und T äquivalente Transformation und zwar, wie man sieht, eben-

falls eine projective Transformation.

Die projectiven Transformationen bilden also eine Schar von un-

endlich vielen Transformationen von der bemerkenswerten Eigenschaft,

dass die Aufeinanderfolge zweier beliebiger Transformationen der Schar

stets einer einzigen Transformation derselben Schar äquivalent ist.

Eine Schar von Transformationen, die diese Eigenschaft besitzt, bildet

nach unsrer Terminologie eine Gruppe; wir sagen daher kurz: Alle

projectiven Tremsformationen der Ebene bilden eine Gruppe.

Trf. durch 3^ Belsplel: Transformation durch reciproJce Badien.
reciproke * ' -^

Kadien. Bestimmt man zu jedem Punkt {x, y) der Ebene den Punkt {x^, y^)

auf seinem Radiusvector so, dass das Product der Radienvectoren den

Wert 1 hat, so findet man die Punkttransformation:

(5) ^1 = ;^* 4-"^ ^ ^1 = a;2 -f^ä

'

Diese sogenannte Transformation durch reciproJiC Badiett*) ist nach den

projectiven Transformationen das einfachste Beispiel einer ein -eindeutigen

Transformation. Die Auflösung nach x, y giebt diese Grössen ebenfalls

rational ausgedrückt durch x^
, yi und zwar so

:

a,'j y^

Diese zur ursprünglichen Transformation inverse hat dieselbe Form wie

jene. Also ergiebt sich: Die Transformation durch reciproke Radien

deckt sich mit ihrer inversen. Anders ausgedrückt: Führt man dieselbe

*) Poncelet betrachtete zuerst (1822) die ein - eindeutige involutorische Punkt-
transformation, die alle Geraden in Kegelschnitte durch drei feste Punkte über-
führt {Tratte des proprietes pi'ojectives des figures, Nr. 370). Magnus verlegte

zwei dieser Punkte in die unendlich fernen imaginären Kreispunkte (Grelles Journal
Bd. 5, 1832, S. 60); hieraus folgt die Transformation durch reciproke Radien in

bekannter Weise. Nach einem Citat von Ghasles in seinem Bapport etc. ist

Quetelet schon 1827 im Besitz dieser Transformation gewesen und hat einen

interessanten Satz über diese Transformation veröftentlicht (Nouveaux Mdmoires
de l'Acad. de Bruxelles, Bd. 4, S. 81, vgl. S. 27 und die Fussnote daselbst). Wie
überaus wichtig diese Transformation , die inzwischen von mehreren Mathematikern
betrachtet worden war, für die Physik wie für die Geometrie und die Functionen-
theorie ist, wurde von W. Thomson, Liouville und Anderen klargestellt.
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Transformation durch reciproJie Radien zweimal naeh einander aus, so

erhält man die identische Transformation, die alles in Ruhe lässt. Oben

drückten wir eine projective Transformation durch einen Buchstaben

aus. Jetzt bezeichne etwa jR die Transformation durch reciproke

Radien (5). Dann ist die der Aufeinanderfolge RR äquivalente- Trans-

formation die Transformation 1, wenn wir nämlich hier wie später

immer die identische Transformation symbolisch mit 1 bezeichnen.

Wir schreiben also

RR= 1.

Derartige Transformationen, die sich, zweimal nach einander ausgeführt,

aufheben, nennt man involutorisch.

Zwei wichtige Eigenschaften, von denen allerdings die eine als

Folge der andern abgeleitet werden könnte, besitzt die Transformation

durch reciproke Radien: Sie führt jeden Kreis in einen Kreis über

und verwandelt zwei Curven, die sich in einem Punkte j) schneiden,

in zwei Curven, die sich in dem entsprechenden Punkte p' unter dem-

selben Winkel schneiden. Sie ist daher eine conforme oder ivinkeltreue

Transformation. Insbesondere wird jede Gerade in einen Kreis durch

den Anfangspunkt und jeder Kreis durch in eine Gerade über-

geführt. Der Punkt heisst der Pol der Transformation.

Durch Vermittelung der Transformation durch reciproke Radien Trf. durch

lassen sich Sätze über Geraden und Kreise als Sätze über Kreise allein '"^d^fn'au*

aussprechen, bei denen allerdings vielfach der Pol eine gewisse wesent- tragu^ga-

liche Rolle spielt. So folgen z. B. durch dieses TJbertragungsprincip
^""^"^^

aus den nachfolgend links stehenden Sätzen sofort die rechts stehenden:

1) Zwei Punkte bestimmen eine 1) Drei Punkte bestimmen einen

Gerade. ''. Kreis.

2) Zwei Geraden haben einen Schnitt-
|

2) Zwei Kreise durch einen ge-

punkt. ' gebenen Punkt haben überdies noch

1 einen Punkt im Endlichen gemein.

3) Zwei Kreise haben vier gemein- 3) Durch einen gegebenen Punkt
same Tangenten. | gehen vier Kreise, die zwei gegebene

j
Kreise berühren.

4) Es giebt vier Kreise, die drei
| 4) Es giebt vier Kreise, die drei

gegebene Geraden berühren.
j
durch einen Punkt gehende Kreise be-

i

rühren.

Ferner führt die Transformation durch reciproke Radien jedes

Orthogonalsystem in ein ebensolches über. Auch ergiebt sich ohne

Mühe, dass sie insbesondere jedes Isothermensystem in ein eben-

solches verwandelt. So kann man z. B. aus den nachfolgend links

genannten Isothermensystemen durch Übertragung die rechts erwähnten

ableiten:
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5) Isothermensystem zweier Geraden-
| 5) System aller Kreise , die durch

scharen. (Fig. 3 a.) einen gemeinsamen Punkt gehen und da-
'

selbst eine von zwei zu einander senk-

' rechten Geraden zur Tangente haben.

(Fig. 3 b.)

1
I

I ^ T Tj !

}

[- 1

I

I |

-l^-4^
j j

M +
hpj ^-

L_ Ml I

T !JH i _

l''ig. 3£ Mg. 3 b.

6) Isothermensystem concentriseher

Kreise und ihrer Radien. (Fig. 4 a.)

Fig. 4 a.

7) Isothermensystem aller confocalen

Ellipsen und Hyperbeln.

G) System aller Kreise, von denen

die der einen Schar durch zwei ge-

gebene (reelle) Punkte gehen, während

die andere Schar von den zu diesen

Kreisen orthogonalen Kreisen gebildet

wird. (Fig. 4b.)

Fig. Ib.

7) Isothermensystem zweier Scharen

von Curven vierter Ordnung.

Ferner stehen sich gegenüber:

8) Algebraische Curve n*«'' Ordnung
von allgemeiner Lage.

9) Krümmungskreise einer Curve.

8) Algebraische Curve 2 m*^'' Ordnung
von specieller Lage und Form.

9) Krümmungskreise einer Curve.
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Gewisse Ciirven vierten Grades lassen sich vermöge der Trans-

formation durch reciproke Iladien in Kegelschnitte umwandeln und

daher leichter studieren, so die Pascal'sche Schnecke, die aus einem

Kegelschnitt hervorgeht, dessen einer Brennpunkt der Pol ist, ferner

die Cardioide u. s. w.

Ferner lässt sich mit Hülfe der Transformation durch reciproke

Radien die Lösung jeder planimetrischen Aufgabe, die mit Zirkel und

Lineal lösbar ist, so umformen, dass man mit dem Zirkel allein aus-

reicht. Dies führt zu der allerdings viel früher von Masche roni be-

gründeten „Gcotnctria dcl conqmsso" (1797).

Dass bei der Transformation durch reciproke Radien jedes Iso-

thermensystem in ein ebensolches übergeht, kann man bekanntlich auch

so aussprechen: Die Differentialgleichung

geht bei Einführung von x\, y^ vermöge dieser Transformation in

diese über:

Deshalb spielt die Transformation durch reciproke Radien in der

Functionentheorie und in der Potentialtheorie eine so wichtige Rolle.

Wir haben nunmehr drei Beispiele von Punkttransformationen vorgeführt,iuvariauteu-

die als Übertragungsprincipe Bedeutendes geleistet haben und noch leisten. i3edeutg*a

Wir wollen aber nicht unterlassen, noch einige andere und weitergehende Pkt.-Trf.

Anwendungen solcher Transformationen zu erwähnen: Man stellt sich die Frage,

ob es möglich ist, durch eine passend zu icälüende Punkttransformation etwas

Bestimmtes zu leisten, z. B. eine vorgelegte Differentialgleichung in eine andere

gegebene überzuführen. Hierbei handelt es sich also darum, zuerst ans der Schar

aller unendlich vielen Punkttransformationen eine geeignete zu finden. Ein Beispiel

hierzu ist dieses: Man kann fragen, wie man entscheidet, ob eine gegebene ge-

wöhnliche DiflFerentialgleichung zweiter Ordnung in a?, y.

F{x, y, y', y") = 0,

die ja oü^ Curven der Ebene definiert, durch Punkttransformation auf die Form
y" = gebracht werden kann, d. h. auf eine solche Form, dass ihre Integral-

curven die Geraden der Ebene werden. Diese interessante Frage wurde von

Lie 1883 erledigt*). Er zeigte dabei, dass, sobald eine solche Reduction über-

haupt möglich ist, wofür er die Kriterien aufstellte, die Integration der vor-

gelegten Differentialgleichung oder also, was offenbar dasselbe ist, ihre Zurück-

führung auf die sofort integrierbare Form y" = auf die Integration einer

gewissen linearen Differentialgleichung dritter Ordnung hinauskommt.

*) Lie, Classification und Integration von gewöhrdichen Differentialgleichungen

zwischen x, y, die eine Gruppe von Transformationen gestatten. III. Archiv for

Math, og Naturv., Christiania, 1883, Bd. 9, S. 371.
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So spielen die Punkttransformationen und ebenso die später einzuführenden

Berührungstransformationen, die diese umfassen, eine doppelte Rolle. Einmal
dienen sie als Übertragungsprincipe , das andere Mal sind sie die Hülfsmittel

invariantentheoretischer Untersuchungen.

Schliesslich wollen wir eine neue Anffassiing der PunJcUransfor-

mationen besprechen, die den Übergang zu den im nächsten Kapitel

zu untersuchenden Berührungstransformationen vorbereiten und er-

leichtern wird.

Jede Punkttransformation

(6) X, = X(x, y), y, = Y{x, y)

verwandelt, wie wir wissen, Punkt in Punkt, Curve in Curve, einander

v^n'curven. ^c^w/«rewf7e Cuwen, d. h. mehrere unendlich benachbarte Punkte gemein

habende Curven, in ebenfalls einander berührende Curven. Dies Letztere,

das begrifflich einleuchtet, beruht analytisch darauf, dass, sobald y
eine gegebene Function ra von x ist:

(7) y = co(x),

alsdann auch y^ eine bestimmte Function «^ von x^^ wird:

(8) y^ = (o^(x,).

Es ist dies nämlich die Function ?/^, die aus

x^ = X{x, (o{x)), y^ = Y(x, (o(ß:))

hervorgeht, sobald man mit Hülfe der ersten Gleichung x aus der

zweiten fortschafft. Die Curve (7) geht bei der Punkttransformation

in die Curve (8) über. Wenn y' den DifFerentialquotienten von y

nach X, y^ den von y^ nach x^ bezeichnet, so ist:

y' = (o'(x)

und y^' bestimmt sich aus (6) durch totale Differentiation nach x und

Einsetzen des Wertes y' = (o'(x) in der Form:

oder, wenn wir co(r) nach (7) durch y bezeichnen, indem wir dahin-

gestellt sein lassen, welche Function von x die Veränderliche y dar-

stellen soll:

' _ ^-_±_V '

Hierin stellen X^, Yx und Xy, Yy die partiellen Differentialquotienten

von X{x, y) und Y{x, y) nach x bez. y dar.
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Kennt man von einer Curve c nur einen Punkt {x, y) und ihre

Tangentialrichtung (y') daselbst, so kennt man alsdann vermöge der

Gleichungen

(9) X, = X{x, y), y, = Y{x, y), y,' = x^^irx^'

auch den transformierten Punkt {x^, y^ der neuen Curve q und die

Tangentialrichtung (^/) in ihm.

Anstatt nun zu sagen, dass zwei einander berührende Curven einen

Punkt und die Tangente daselbst gemein haben, sagen wir, dass sie

ein (jemeinsames Liniendement hesifzen, indem wir nämlich den Inbegriff

eines Punktes (x, y) und einer hindurchgehenden Geraden als ein Linien- Linien-

1 • 1 ^\ element.

element bezeichnen*).

Liegt eine Curve vor, so definiert sie nicht nur oo^ Punkte und

oc^ Tangenten, sondern auch oo^ Linienelemente, die wir die im/cw- liinieneiem.

_. einer Curve.

elemente der Curve nennen.

Wir sehen also:

Die Gleichungen (9) ordnen jedem Linienelement {x, y, y') ein

neues Linienelement (x\, y^, y^) derart zu, dass die Linienelemente

einer Curve

y = (o(x)

in die Linienelemente derjenigen Curve

tJ, = (o,{x,)

übergehen, in welche die erstere Curve vermöge der vorgelegten Punkt-

transformation (6) verwandelt wird.

Die Gleichungen (9) sind auch umgekehrt nach x, y,
y' auflösbar.

Denn dass die Gleichungen (6) oder also die beiden ersten Gleichungen

(9) nach x, y auflösbar sind, dass also die Functionen X, Y von ein-

ander unabhängig sind, haben wir vorausgesetzt. Es ist also

Y Y '

J.X -Ly
I

0.

Hieraus folgt sofort, dass auch die letzte Gleichung (9) nach y' auf-

lösbar ist. Die Gleichungen (9) stellen also eine Transformation der

drei Veränderlichen x, y,
y' in die drei Veränderlichen x^, y^, y^ dar.

*) Es ist oft praktisch bequem, sich ein Linienelement als ein unendlich
kleines Stück einer Curve zu denken.
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'"^Pkt-Tif'* ^ir nennen sie die (einmalige) Erweiterung der Punkttransformation.

(6) oder auch bequemer die erweiterte PiinJcftransformation (6). *)

Jfn"es^Pkte's.
Durch einen Funkt gehen unendlich viele Linienelemente. Also

ebenso wie eine Curve definiert auch ein Punkt unendlich viele Linien-

elemente. Liegt der Punkt P auf der Curve c, so hat er mit ihr ein

Linienelement gemein, sonst nicht.

Aiig. Trf. d. Die Erweiterung (9) einer Punkttransformation ist nun nur ein

Linien- besoudercr Fall einer allgemeinen Operation. Stellt man nämlich drei
elemente.

_

" ^

Grleichungen auf von der Form:

(10) X, = X(x, y), ij, = Y{x, y), /// = (p{x, y, y"),

und nimmt man an, sie seien nach x, y,
y' auflösbar, so ordnen die

beiden ersten genau so wie die Punkttransformation (6) jedem Punkte

{x, y) einen Punkt zu. Ebenso werden sie jede Curve — als Punktort —
in eine Curve verwandeln. Alle drei Gleichungen (10) zusammen aber

ordnen jedem Wertsystem (x, y, y') ein Wertsystem (x^^, y^, ?//) zu.

Ersteres bestimmt wie letzteres ein Linienelemenfc in der Ebene. Durch

die Gleichungen (10) wird also jedem Linienelement {x, y, y') ein

Linienelement (x^, y^, i//) zugeordnet. Insbesondere gehen alle durch

den Punkt (x, y) definierten Linienelemente in die Linienelemente des

Punktes (x^, y^) über.

Bis dahin verhält sich alles so, wie bei der Transformation (9).

Nun aber besteht ein wesentlicher Unterschied: Bei der Transformation

(9) werden die Linienelemente einer Curve in die Linienelemente der

transformiei-ten Curve verwandelt, und dies ist bei der Transformation

(10), wie man leicht einsieht, eben dann und nur dann der Fall,

wenn sie die Form (9) hat, d. h. wenn (p die Form

*) Wenn wir im Text das Linienelement als den Inbegriff eines Punktes
und einer hindurchgehenden Geraden definieren und infolgedessen die ericeiterte

FiinJittransformation

X, = X{x, y), 2/i = i^(«. Z/), Z/i' = x~^^X /
als Transformation der Linienelemente auffassen, so muss dabei wohl beachtet

werden, dass die Pxmkttransformation

x^ = X{x, y), 2/i
= Y{x, y)

wohl den Punkt des Linienelementes {x, y, y') in den Punkt des transformierten

Linienelementes (x^, y^, y^') überführt, keineswegs aber die Gerade des ersteren

Linienelementes in ihrer ganzen Ausdehnung in die Gerade des neuen Elementes

verwandelt, denn eine Gerade kann sehr wohl in eine krumme Linie übergehen

und wird dies auch im allgemeinen tliun.



§ 1. Einige Punkttransformationen als Übertragungsprincipe. 13

Zum Schlüsse wollen wir eine analytische Definition der Er-

weiterung einer Punkttransformation geben. Sie wird zwar hier viel-

leicht einen etwas künstlichen Eindru^ck machen. Die späteren Be-

trachtungen aber werden diese Definition in ein anderes Licht rücken.

Wii' bemerken, dass die Grösse qp oder y^ in (0) der Gleichung

genügt

:

^^ + Tjv' - yy{x^- + X'jy') = 0.

Multiplicieren wir mit dx und addieren beiderseits

(Y, — ij,'X,j) {dy~-y'dx),
so kommt:

Yx dx + Yydy — y^ (X^ dx + X,j dtj) = (F^ — y^' X,j) (dy ~ y' dx)

oder, da sich die linke Seite zusammenziehen lässt:

dY~ y.'dX = (F, - y;X,) (dy - y dx)

oder auch nach (9):

(^'Ui — ?/i'f^^i -= (^y " 2/i'^y) (dy — y'd^)-

Verlangen wir umgekehrt, dass infolge der Transformation (10)

eine Gleichung bestehe von der Form

dY— y^'dX = Q (dy — y' dx),

in der q eine von Null verschiedene Function von x, y,
y' bedeutet,

so zerfällt sie in die beiden einzelnen:

Y^~y^'X^= — Qy',

Yy-^y;X,j = Q,

woraus durch Elimination von q folgt:

also der Wert von y^ in (9).

Es gilt somit der

Satz 1: Unter allen Transformationen der Linienelemente (.x, y, y') Ana.i. De&n.

der (x, y)-Ebene, die gleichzeitig PunJcttransformationen sind: pkt.-xrf.

X, = X{x, y), . y^ = Y{x, y), y,' = cp{x, y, y'),

sind die Erweiterungen der PunJcttransformationen, nämlich diese

Y -\- Y y'

X, = X(x, y), y, = Y(x, y), y,' = ^-j_ ^'--..

X 1^ y J

die einzigen, hei denen eine Gleichung von der Eorm

dy\ — yi (i^i = Q{dy — y' dx)

besteht, in der q eine Function von x, y,
y' bedeutet*).

*) Die von Lie begründete Geometrie der Berührungstransfonnationen nimmt
ihren Ursprung in seiner principiellen Einführung der Begritfe Linienelenient und
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Functionett- Als Anmerkung sei hier eine Sache zur Sprache gebracht, auf die wir später

Anmerkg. nicht wieder zurückkommen wollen.

Wenn wir zwei Gleichungen

a;, = X{x, ij), y, = Yix, y)

betrachten, die eine Punkttransformation bestimmen, so nehmen wir an, dass X
und Y analytische Functionen ihrer Argumente sind. Wir denken uns dabei im

Gebiete der Veränderlichen x, y einen solchen Bereich ausgewählt, innerhalb

dessen X und. Y eindeutige Functionen von x, y und auch umgekehrt x, y ein-

deutige Functionen von x^, i/i sind, sodass also zwischen zwei Gebieten eine ein-

eindeutige Zuordnung zustande kommt.

§ 2. Einige bekannte Operationen aufgefasst als Transformationen

der Linienelemente.

Nachdem wir die Punkttransformationen durch Mitberücksichtigung

der Ableitung y' von ij nach x als Transformationen der Linienelemente

haben auffassen lernen, werden wir nun zu einigen anderen längst

bekannten Operationen übergehen, die keine Punkttransformationen

und auch keine Erweiterungen solcher sind, die aber dennoch allgemein

gewählte Curven wieder in Curven und insbesondere einander be-

rührende Curven in ebenfalls einander berührende Curven überführen.

Wir werden sehen, dass sich diese Operationen als Transformationen

der Linienelemente auffassen lassen, die allgemein gewählte Curven

wieder in Curven überführen, während sie gewisse besondere Curven

in Punkte und andererseits die Punkte der Ebene in gewisse Curven

umwandeln.

Dilatation. 1. Beispiel : Dilatation.

Wir ordnen der beliebig gewählten Curve c ihre Parallelcurve im

Abstände n zu. Diese Zuordnung ist eine Operation, und wir werden

sie insbesondere eine Dilatation nennen.

Diese Operation ist zweideutig, da die

Curve c zwei Parallelcurven c^ und Cc,

hat. (Siehe Fig. 5.) Das, was wir

in der Folge entwickeln werden, gilt

sowohl für die eine wie für die andere

Parallelcurve. Der Kürze wegen sehen

wir aber von dieser Doppeldeutigkeit

ab und betrachten nur die eine Parallelcurve Cj zur Curve c.*)

Flächenelement als Grundgebilde in der Geometrie der Ebene und des Raumes.

(Siehe Over en Classe geometriske Transformationer , Verhdlgn. d. Gesellsch. d.

Wiss. zu Christiania 1870 u. 71, sowie Über Complexe, insbesondere Linien- nnd
Kugelcomplexe u. s. tv., Math. Annalen Bd. ö (1872), S. 145.)

*) Die beiden Curven c^ , c^ sind im allgemeinen Zweige derselben analy-

tischen Curve.
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Bekanntlich ist die Normale der Curve c in ihrem Punkte p zu-

gleich die Normale der Parallelcurve c^ in ihrem Punkte 2h) ^^^ ^^n

]) den Abstand n hat. Daraus folgt, dass, wenn zwei Curven c und c'

sich in j) berühren (vgl. Fig. 6), als-,

dann auch ihre Parallelcurven c^ und c/

sich in einem Punkte 2h berühren. Alle

Curven, die c in jj berühren, haben da-

selbst mit c ein Linienelement l ge-

mein. Die durch die Dilatation zu-

geordneten Parallelcurven haben eben-

falls mit c, in p, ein Linienelement L t,- ^1 -»^ 1 1 Flg. 6.

gemein. Mit der vorgelegten Operation

ist daher auch eine Zuordnung der Linienelemente verknüpft. Dem
Linienelemente l mit dem Punktort ;; entspricht das zu l parallele

Linienelement 1^, dessen Punkt ^)j im Abstände n von p auf der Nor-

malen durch j) zum Element l gelegen ist. Diese Zuordnung ist um-

kehrbar, also eine wirkliche Transformation der Linienelemente. Be-

trachtet man alle Linienelemente der Curve c und unterwirft sie dieser

Transformation, so gehen sie in die Linienelemente der Parallelcurve c^

über. Mithin ist durch die angegebene Transformation der Linien-

elemente jene Zuordnung der Curven völlig definiert, von der wir aus-

gingen. Die Dilatation ist daher eine gewisse Transformation der

Linienelemente.

Um sie analytisch darzustellen, wollen wir unter x, y, y' die

Coordinaten des ursprünglichen und unter x^, y^, y^ die des neuen

Linienelementes verstehen. Dann bestehen die Beziehungen:

{{pc^ — xf -\- {y^ ~ yf =w^
(11)

.

\x,~x +(?/, -^)?/'=0,
'

Vx = y',

aus denen sich durch Auflösung ergiebt:

1 ) x^ = x~ ~,-^^T.) yi = y + 77^r=^p :'/i
= y

Alle Linienelemente eines Punktes (x, y) werden offenbar in die

des Kreises um diesen Punkt (x, y) mit dem Radius n

übergeführt. (Siehe Fig. 7). Dies ergiebt sich auch ana- ^-o-^

lytisch durch Elimination von y' aus (11): f ^ }

'^ /
(x^ — xf + (^1 — ijf = n\ "^-^

Fig. 7.

+ (!/i
- y)yi=^-

Die erste Gleichung ist die des erwähnten Kreises in den laufenden
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Punktcoordinaten x^, y^, während die zweite die Tangentialrichtung ?//

an den Kreis bestimmt. Wir können also sagen: Bei der Dilatation

geht jeder Punkt in einen Kreis über.

Eine Curve durch einen Punkt p wird in eine Curve übergeführt^

die den Kreis um den Punkt p mit dem Radius n berührt. Der In-

begriff einer Curve und eines Punktes auf ihr geht also über in den

Inbegriff zweier einander berührender Curven. Alle Punkte einer

Curve ü gehen in Curven, nämlich in Kreise, über, welche die Parallel-

curve q zu c berühren.

Zur analytischen Darstellung (11') der Dilatation sei noch eine

Bemerkung gemacht, deren Wert allerdings erst später — im nächsten

Kapitel — hervortreten wird: Die Grleichungen (11') definieren x^, i/^, ?//

als Functionen von x, y, y'. Man findet nun, dass

dx. = dx ;
—^^—=-3 dy',

dy = dy — - ^^^=-, dy'

ist und daher die bemerkenswerte Relation besteht:

dy^ — yi dx^ = dy — y' dx.

Da die Dilatation Geraden in Geraden und Kreise in Kreise ver-

wandelt, so führt sie eine aus diesen Gebilden bestehende Figur wieder

in eine solche derart über, das die Berührung in Berührung übergeht,

wobei der Punkt als Specialfall des Kreises aufzufassen ist. Man kann

deshalb die Dilatation als ein Uhcr-

tragungsprincip in der Geometrie der

Punkte, Geraden und Kreise verwenden.

Dies Übertragungsprincip ist allerdings

ziemlich trivial. Man wendet es z. B.

zur Lösung der elementaren Aufgabe

an, eine gemeinsame Tangente an zwei

Kreise zu legen. Legt man nämlich von

einem Punkte Ic^ aus eine Tangente t^

an einen Kreis /^-/ (vgl. Fig. 8), so kann man sich diese Figur durch

Dilatation aus der zweier Kreise li und h' und ihrer gemeinsamen

Tangente t hervorgegangen vorstellen, und hierauf beruht die Lösung

der erwähnten einfachen Aufgabe*).

*) Die Benutzung der Begriffe Tangente , Nonnale und Krümmungskreis einer

ebenen Curve führte schon Huygens zur Betrachtung von parallelen Curven. Bei

dieser Gelegenheit erinnern wir noch daran, dass die Wellentheorie der Optik,

deren Zusammenhang mit der Dilatation wir weiter unten noch besprechen werden,
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2. Beispiel: Fiisspiinkt - Transformatimi.

Auch die Operation, vermittelst deren man zu gegebenen Curven

ihre Fusspunkt- Curven in bezug auf einen gemeinsamen Pol con-

struiert, gehört, wie wir zeigen werden, zu den Transformationen der

Linienelemente, die einander berührende Curven allgemeiner Lage in

ebensolche verwandeln.

Ist c eine allgemein gewählte Curve (Fig. 9) und construiert man
in ihren Punkten (x, y) die Tangenten, auf die man von einem ge-

gebenen Punkt die Lote fällt, so heisst

der Ort q der Fusspunkte (x^, y^) dieser Lote

die Fusspunkt- Curve der Curve c in bezug

auf den Pol 0. Bei gegebenem Pol

kann man so zu jeder Curve ihre Fuss-

punkt -Curve construieren. Damit hat

man eine Operation, die im allgemeinen

Curven in Curven überführt.

Wir machen nun auf den bemerkens-

werten Umstand aufmerksam, dass man
die Tangente der Fusspunkt-Curve in

ihrem Punkte {x^, y^) angeben kann, so-

bald man nur den Punkt (x, y) und seine

Tangente, auf der ja (x^^, y^) liegt, gegeben hat, ohne aber die ursprüng-

liche Curve c selbst zu kennen. Man kann dies geometrisch oder ana-

lytisch einsehen. Zunächst geometrisch: Die Tangente der Fusspunkt-

Curve in (x^^^ y^) ist die Verbindende dieses Punktes mit dem unendlich

benachbarten Punkt der Fusspunkt- Curve. Letzterer Punkt aber ist

der Fusspunkt des Lotes von auf jene Tangente der Originalcurve c,

die der Tangente im Punkte (x, y) unendlich benachbart ist. Die

beiden zuletzt genannten Tangenten haben aber den Punkt {x, y) ge-

mein. Daraus folgt, dass der Punkt (a^^, y^) und der unendlich be-

nachbarte Pankt der Fusspunkt-Curve auf dem Kreise liegen, der die

Verbindende von mit (x, y) zum Durchmesser hat. Der Mittel-

punkt des Kreises sei m. Die Tangente der Fusspunkt-Curve im

Punkte (ic^, «/J ist also die Tangente an diesen Kreis.

Um den analytischen Beweis zu geben, wählen wir als Coordi-

natenanfang und bezeichnen mit y' die Tangentialrichtung der Curve c

im Punkte (x, y). Da der Punkt (x^^, y^) auf der Tangente im Punkte

Fusspunkt-
Transfor-
mation.

Fi«. 9.

ebenfalls von Huygens herrührt. Vermutlich sind die Dilatation, die Fusspunkt-
transformation sowie die Transformation durch reciproke Polaren diejenigen Be-
rührungstransfonnationen , deren Spuren sich am weitesten zurückverfolgen lassen.

Lie, Geometrie der T5erührungstransformationen I. 2 [21.1. 1895.]
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(x, y) und auf dem Lote zu ihr durch liegt, so erfüllen seine

Coordinaten die beiden Gleichungen:

(x^ — x) y' — (y, — y) = 0,

^1 + ^1 iy' = 0-

Hieraus ergeben sich ihre Werte:

(12) ., = _.J^_^Ö ,. = |^.
Xi, y^ sind hiermit als Functionen von x, y,

y' gegeben. Längs c

ändern sich x, y, y' um dx, um dy oder y' dx und um dy' oder y" dx.

Die Incremente dx-^^, dy^^ von x-^, y^ lassen sich berechnen. Es handelt

sich darum, ihr Verhältnis ^^ oder y^ zu bestimmen. Wegen der

aus (12) folgenden Relation

^1 = — ?/!?/'

ist

dxy = y^dy' —y'dy^,
also:

(13) y^ ^ T^-^
= - "-^5-w-

»*i ViV dx -\- y diji

Andererseits giebt die zweite Formel (12):

Setzen wir diesen Wert in (13) ein, so sehen wir, dass sich der

Factor y" überall forthehf. Auch ist in (13) der Wert von i/^ aus (12)

einzusetzen. Es kommt dann:

(14) y;_^<;-^-;y_^.
^ ^ ^^ yy ^—y -\- 2xy

Diese von y" freie Relation sagt aber aus: Die Richtung y^' der

Tangente im Punkte (x^, y^) der Fusspunkt-Curve hängt nur vom
Punkte (x, y) und der Tangentialrichtung y' ab, was eben bewiesen

werden sollte. Deutet man diese Formel geometrisch, so kommt man
zu der oben gegebenen Tangentenconstruction.

Aus diesem Ergebnis ziehen wir den Schluss: Berühren sich zwei

Curven c und c' in einem Punkte (x, y), so berühren sich ihre Fuss-

punktcurven q und q' in einem Punkte {x^, y^), dem Fusspunkte des

Lotes von auf die gemeinsame Tangente von c und c' . Alle Curven

also, die ein Linienelement (x, y, y') gemein haben, gehen in Curven

über, die ebenfalls ein Linienelement (x^, y^, y^) gemein haben. Unsere

Operation ordnet folglich jedem Linienelement {x, y, y') ein Linien-
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element (x^, tj^, y^) zu. Diese Zuordnung hat nach (12) und (14) die

analytische Gestalt:

y'(y -xy')
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Wie die Gleichungen (15) zeigen, ist die Fusspunkt- Transformation

ein -eindeutig^ während dagegen die Dilatation zwei -zweideutig ist,

was daraus folgt, dass ihre Gleichungen (11) (S. 15) eine Quadrat-

wurzel enthalten.

Wie man weiss, geht eine Parabel mit als Brennpunkt durch

die Fusspunkt -Transformation in ihre Scheiteltangente über und all-

gemein ein Kegelschnitt, dessen einer Brennpunkt ist, in den Kreis,

dessen Durchmesser die Hauptaxe des Kegelschnittes ist. Jeder Kreis

der Ebene lässt sich daher als Fusspunkt-Curve eines gewissen Kegel-

schnittes auffassen.

^Trf"ais
^^® Fusspunkt -Transformation lässt sich als ein Ühertragungs-

irtPuT W^'^CW "verwerten. Heben wir zunächst noch einmal übersichtlich solche

princip. Gebilde hervor, die durch diese Transformation aus einander hervor-

gehen, indem wir links das ursprüngliche, rechts das neue Gebilde

vermerken:

1) Punkt allgemeiner Lage.
i

1) Kreis durch den Pol 0.

2) Gerade allgemeiner Lage. I 2) Punkt allgemeiner Lage.

3) Parabel mit dem Pol als Brenn- 3) Grerade allgemeiner Lage,

punkt.

4) Kegelschnitt mit dem Pol als 4) Kreis allgemeiner Lage,

einem Bi'ennpunkt.

Indem wir dieses Entsprechen sowie die Eindeutigkeit der Fusspunkt-

Transformation benutzen, finden wir z. B., dass sich aus gewissen

Sätzen über Punkte, Geraden und Kegelschnitte durch Anwendung der

Fusspunkt -Transformation solche über Punkte, Geraden und Kreise er-

geben oder auch durch inverse Anwendung Sätze der ersten Art aus

solchen der zweiten Ai-t. Wir stellen im Folgenden einige solche ein-

ander entsprechende Sätze einander gegenüber. Rechts stehen dabei

jedesmal die, welche aus den links erwähnten durch Fusspunkt -Trans-

formation hervorgehen:

5) Zwei Punkte bestimmmen eine
j

5) Zwei Kreise durch einen ge-

Gerade.
!
gebenen Punkt haben noch einen Punkt

1 gemein.

6) Zwei Geraden schneiden sich in
j

6) Drei Punkte bestimmen einen

einem Punkte. 1 und nur einen Kreis.

7) Eine Parabel ist durch den Brenn-

punkt und zwei Tangenten eindeutig be-

stimmt.

8) Ein Kegelschnitt ist durch einen

Brennpunkt und drei Tangenten ein-

deutig bestimmt.

9) Es giebt .acht Kegelschnitte mit

dem gemeinsamen Brennpunkt 0, die

drei Kegelschnitte mit demselben ge-

meinsamen Brennpunkt berühren.

7) Zwei Punkte bestimmen eine

Gerade.

8) Drei Punkte bestimmen einen

und nur einen Kreis.

9) Es giebt acht Kreise, die drei

gegebene Kreise berühren.
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Wie wir hervorgelioben haben, verwandelt die Fusspunkt- Trans- wieder-
" '

_

^ holung dev

formation einander berühi-ende Curven in ebensolche. Wenn wir nun Fusspkt.-
Trf.

die Fusspunkt -Transformation zweimal nach einander ausüben^ so gehen

also wieder einander berührende Curven hervor, und dies Verfahren

können wir beliebig oft fortsetzen. Wird die Fusspunkt-Transfor-

mation mit dem Pole durch das Zeichen F dargestellt, so ergiebt sich,

dass ihre zweimalige Aufeinanderfolge FF oder F^ eine Transformation

der Linienelemente ist, die Curven im allgemeinen wieder in Curven

und einander berührende Curven in ebensolche überführt. Eine Gerade

z. B. geht bei F in einen Punkt und dieser bei nochmaliger Ausführung

von F in einen Kreis durch über. Also wird F^ die Geraden in

die Kreise durch verwandeln.

Entsprechend sind die Transformationen F^, F'^ . . ., die sich durch

mehrmalige Wiederholung von F ergeben, solche Transformationen der

Linienelemente, die im allgemeinen Curven in Curven und insbesondere

einander berührende Curven in einander berührende Curven überführen.

Wir werden später (im vierten Kapitel) Gelegenheit haben, diese

letzteren Andeutungen zu vervollständigen*).

§ 3. Transformation durch, reciproke Polaren.

Die Transformation durch reciproke Polaren liefert uns ein weiteres

Beispiel einer Transformation der Linienelemente, die Curven im all-

gemeinen in Curven verwandelt. Berührung geht dabei in Berührung über.

Sie besteht — zunächst im einfachsten Falle — , wie man weiss,

in Folgendem: Vorgelegt sei der Kreis Je:

(16) x'-j-i/ — l = 0.

Ist- (x, y) ein beliebig gewählter Punkt

der Ebene, so hat die Verbindende

der Berührpunkte der vom Punkte (x, y)

an den Kreis zu legenden Tangenten, /
| \x((xi/j

also die Berührsehne oder Polare'^*)

des Punktes (x, y) die Gleichung:

(17) xxy -j-yy^~l =0,
Fig. 10.

geschrieben in den laufenden Coordi-

naten x^, y^. (Siehe Fig. 10.) Die Gleichung (17) ist auch die Be-

*) Auch die Fusspunkt -Transformation gehört — wie wir schon in einer
Fussnote bemerkten — zu denen, deren Ursprung weit zurückliegt. So hat z. B.

schon Maclaurin in den Philosophical Transactions von 1718, Nr. 356, Unter-
suchungen über successive Fusspunkt -Curven und -Flächen angestellt.

**) Die Begrifte Pol und Polare kommen schon bei Apollonius vor.
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dingung dafür, dass zwei Punkte (x, y) und {x^, y^) conjugiert hin-

sichtlich des Kreises h sind. Zu jedem Punkte {x, y) giebt es oo^ con-

jugierte Punkte, deren Ort eben die Polare des Punktes (x, y) ist.

Umgekehrt lässt sich jede Gerade als Polare eines Punktes auffassen,

Pol. der der Pol der Geraden genannt wird. Durchläuft der Pol (x, y)

eine Gerade g, so dreht sich seine Polare um einen Punkt, nämlich

um den Pol von g. Dies alles sind ja bekannte elementare Sätze.

Liegt nun irgend ein Polygon vor, gebildet von den Punkten

a, h, c . . ., so können wir die Polaren der Punkte a, h, c . . .^ also

gewisse Geraden a^, h^^, c^ . . . construieren. Die Seiten ah, hc, . . .

des vorgelegten Polygons haben ferner Pole, und diese Pole sind die

.Schnittpunkte von a^ und &^, von hj^ und c^ u. s. w. Zu jedem Polygon

lässt sich folglich ein zweites Polygon derart construieren, dass die

Ecken des einen die Pole der Seiten des anderen sind. Die Beziehung

zwischen beiden Polygonen ist vollständig umkehrbar: wären wir

vom zweiten Polygon ausgegangen, so hätte sich das erste ergeben.

Durch einen Grenzübergang erkennt man nun, dass sich jeder

Curve c der Ebene eine Curve c^ derart zuordnen lässt, dass die Punkte

der einen Curve die Pole der Tangenten der aridem sind, und zwar ist

diese Zuordnung eine völlig reciproke: Ist der Curve c die Curve q
zugeordnet, so ist der Curve q die Curve c zugeordnet. Zwei einander

in dieser Weise vermöge des Kreises k zugeordnete Curven heissen

conjugiert oder zu einander reciprok hinsichtlich des Kreises l\

Trf. durch Die Operation, die diese Zuordnung bewirkt, heisst die Transfor-
•ec. Polaren.

^^^^^^^^ (?Mrc/i reciproliß Polaren hinsichtlich des Kreises k.

Wie man weiss, kann man diese Transfonnation auch dann her-

stellen, wenn statt des Kreises (16) irgend ein Kegelschnitt k vorliegt,

da hier die Beziehung zwischen Pol und Polare dieselbe wie beim

Kreise ist. So wird denn auch hier einer Curve c die Curve c^ zu-

geordnet sein, deren Punkte die Pole der Tangenten von c und deren

Tangenten die Polaren der Punkte von c hinsichtlich des Kegelschnittes

k sind, und auch hier ist die Zuordnung völlig umkehrbar.

Dadurch gelangt man zur Transformation durch reciiyroke Polaren

hinsichtlich eines beliebigen Kegelschnittes k.

Zwei gegebene Curven c und c', die einander berühren, haben nun

an der Berührstelle einen Punkt und die hindurchgehende Tangente

gemein. Die durch unsere Transformation zugeordneten Curven Cj

und c^' haben daher eine Tangente und den auf ihr liegenden Berühr-

punkt gemein, d. h. einander berührende Curven werden in ebenfalls

einander berührende Curven übergeführt. Da c und c' einen Punkt
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mit hindurchgehender Tangente gemein haben, so gehört ihnen ein

Linienelement l gemeinsam zu. Entsprechend haben q und c/ ein

gemeinsames Linienelement l^. Der Punkt

von l ist Pol der Geraden von l^^ und der

Punkt von l^ ist Pol der Geraden von l.

Jedem Linienelemente l ist hiernach ein

Linienelement l^ zugeordnet. Damit sind

wir wieder zu einer Transformation der

Linienelemente gelangt, die sich leicht geo-

metrisch construieren lässt. (Siehe Fig. 11.)

Diese Transformation der Linienelemente Fig. n.

führt jede Curve — als Ort von Linien-

elementen — in eine Curve, nämlich in die conjagierte, über; ins-

besondere verwandelt sie einander berührende Curven in ebensolche.

Die Geraden bilden hierbei insofern eine Ausnahme, als die

Linienelemente einer Geraden nicht in die einer Curve, sondern in die

eines Punktes, des Poles der Geraden, übergehen. Andererseits geht

der Punkt — aufgefasst als ein Ort von Linienelementen — in eine

Gerade, seine Polare, über.

Legen wir der Transformation wieder den Kreis (16) zu Grunde ^"*^ Darat.
d. Trf.

(16) x'-\-f^-\ = 0,

so ist sie leicht analytisch darzustellen. Der Punkt {x, y) des Linien-

elementes (x, y, y') geht in die Polare

(17) xx^ + yy^ --1=0,

geschrieben in x^, y^, über. Diese Gerade hat die Richtung y^' des

neuen Linienelementes (x^, y-^, y^), sodass wir haben:

Ganz analog ist, da (17) ebenfalls die Polare des Punktes (x^, y^) des

neuen Elementes, geschrieben in x, y, darstellt, aus (17) die Richtung

y' zu entnehmen:
, X,

y = — ~ •

Lösen wir die drei letzten Gleichungen nach x^, y^, y^ auf, so

erhalten wir die analytische Darstellung der Transformation:

(18) X, = ^~-^.
, y,= -^ ,, y; = - '-'

•
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Wir merken dabei an, dass die hiermit definierten Functionen x^, y^, y/
von Xj y,

y' die Relation erfüllen:

in der
— 1

^ 2/(2/ — xy')

ist. Die Bedeutung dieser Relation kann erst später erörtert werden.

Einer späteren Anwendung halber schalten wir noch ein: Legen

wir anstelle des Kreises (16) den imaginären Kreis mit dem Radius ]/—

1

(16') ^2 ^ v/2 ^ 1 =
zu Gmnde, so ergiebt sich als analytischer Ausdruck der zugehörigen

Transformation durch reciproke Polaren ganz entsprechend:

(18 ) x,= ' — , yi = —7- , !/i
=

i xy — 2/ ^y — y y

Legen wir endlich anstelle des Kreises (16) oder (16') die Parabel

(19) x' + 2^ =
zu Grunde, so hat die Polare des Punktes (x, y) die Gleichung:

xx^ -\-y -\- yi = 0,

geschrieben in den laufenden Coordinaten ir^, y^^. Hier also haben wir

zu verlangen, dass y^' die Richtung dieser Geraden angebe. Es muss

daher

Vi = — x
und analog

y' = — x^

gesetzt werden, sodass die Auflösung der letzten drei Gleichungen

nach it'i, yy, y^ die Transformation durch reciproke Polaren in bezug

auf die Parabel (19) in der Form ergiebt:

(20) Xy = ~- y', y, = xy' — y, y// = — x.

Merken wir hier ebenfalls das Bestehen der Relation an:

dy^ — y^'dxy = Q(dy — y'dx),

in der

P--1
ist.

Wir sagten schon, dass die Transformation durch reciproke

Polaren hinsichtlich eines beliebigen Kegelschnittes Ic zu sich selbst

invers, also involutorisch ist, was geometrisch sofort aus der wechsel-

seitigen Zuordnung der Linienelemente erhellt. (Vgl. Fig. 11 auf S. 23.)

Analytisch drückt es sich dadurch aus, dass z. B. die Gleichungen-
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Systeme (18) oder (20) ungeändert bleiben, wenn x,y,ii' mit x^, y^, y^

vertauscht werden.

Betracbten wir eine beliebige Curve

y = f{x).

Sie geht vermöge der Transformation durch reciproke Polaren (20)

wieder in eine Curve über. Um diese Curve analytisch darzustellen,

bemerken wir, dass ihre oo^ Linienelemente (x, y, y') durch die beiden

Gleichungen

dargestellt werden, die y und y' durch x ausdrücken. Diese Elemente

gehen nach (20) in die oo^ Linienelemente (^i^yi;^/) über, die durch

die drei Gleichungen

(21) x^ = —f{x), y,=xf'{x)~f{x), y; = — x

gegeben werden, wenn man in ihnen x als Parameter auffasst. Den

Ort der Punkte (x^, y^ dieser neuen Linienelemente stellen die beiden

Gleichungen

(22) x, = -r{x), y, = xr(x)-f(x)

vermittels der Hülfsveränderlichen x dar. Die Tangentialrichtung y^
dieser Curve ergiebt sich hieraus durch Differentiation so:

, xf^ (x)

Vi — -l'f'Jx)
~ ^'

also gerade so, wie aus (21) zu entnehmen ist. Hiermit ist analytisch

verificiert, dass die Transformation (20) die Linienelemente einer all-

gemein gewählten Curve wieder in die einer Curve verwandelt, während

wir oben (S. 22) einen Grenzübergang zu diesem Zwecke machten.

Nur wenn die gegebene Curve eine Gerade, also f(x) linear in x ist,

liefern die Gleichungen (22) constante Werthe für x^ und y^, also nur

die Geraden gehen in Punkte über, wie wir schon wussten.

Dass die Transformation durch reciproke Polaren in der Geometri

eine höchst wichtige Rolle als Übertragimgsprincip gespielt hat und
t^ag^ngs"

noch spielt, ist aus der projectiven Geometrie bekannt. princip.

Stellen wir wieder, um an einige Anwendungen zu erinnern, zu-

nächst solche Begriffe einander gegenüber, die durch die Transformation

durch reciproke Polaren in einander übergehen:

1) Punkt allgemeiner Lage.
|

1) Gerade allgemeiner Lage.

2) Punktort.
j

2) Geradenort.

3) Vier Punkte einer Geraden mit
\

3) Vier Strahlen eines Büschels mit

dem Doppelverhältnis D.
\

dem Doppelverhältnis D.

rec. Polaren
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4) Algebraische Curve fi^^^ Ordnung
und yt«'' Classe.

Insbesondere

:

5) Kegelschnitt.

6) Doppelpunkt einer Curve.

(Vgl. Fig. 12 a.)

7) Spitze einer Curve.

(Vgl. Fig. 12 a.)

4) Algebraische Curve v^^^ Ordnung

und fi.'

5) Kegelschnitt.

6) Doppeltangente einer Curve.

(Vgl. Fig. 12 b.)

7) Wendetangente einer Curve.

(Vgl. Fig. 12 b.)

Fig. 12 a.

Erinnern wir ferner an einige Sätze, von denen jedesmal der eine

aus dem andern vermöge der Transformation durch reciproke Polaren

hervorgeht:

8) Pascal 's Satz vom Sechseck im
|

8) Brianchon's Satz vomSechsseit

Kegelschnitt. (Vgl. Fig. 13a.) ' um den Kegelschnitt*). (Vgl. Fig. 13b.)

Pig. 13 a.

9) Fünf Punkte bestimmen einen

und nur einen Kegelschnitt.

10) Satz des Desargues: Gehen
die Verbindungslinien entsprechender

Ecken zweier Dreiecke durch einen ge-

meinsamen Punkt, so liegen die Schnitt-

punkte entsprechender Seiten auf einer

Geraden.

11) Zwei Kegelschnitte schneiden

einander in vier Punkten.

9) Fünf Tangenten bestimmen einen

und nur einen Kegelschnitt.

10) Umkehrung des Satzes von

Desargues: Liegen die Schnittpunkte

entsprechender Seiten zweier Dreiecke

auf einer Geraden _, so gehen die Ver-

bindungslinien entsprechender Ecken
durch einen Punkt.

11) Zwei Kegelschnitte haben vier

gemeinsame Tangenten.

In der Theorie der algebraischen Curven wird die Transformation

durch reciproke Polaren fortwährend angewandt. Um ein Beispiel

*) Diese Ableitung des Satzes vom Sechsseit durch Brianchon war die

erste rein geometrische Anwendung, die man von der Transformation durch reci-

proke Polaren gemacht hat (Journal de l'Ecole polyt., 13. Heft, Bd. 6, 1806,

S. 297).
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anzuführen, seien die Singularitäten einer ebenen algebraischen Curve

erwähnt. Die Transformation verwandelt, wie gesagt, Doppelpunkt in

Doppeltangente, Spitze in Wendetangente. Zwischen der Ordnungs-

zahl ft, der Classenzahl v, sowie der Zahl ö der Doppelpunkte, die

keine Spitzen sind, femer der Zahl x der Doppeltangenten, die keine

Wendetangenten sind, endlich der Zahl x der Spitzen und i der Wende-

tangenten bestehen, wie man weiss, gewisse Relationen, die sogenannten

Flacker'sehen Gleichungen. An die Curve gehen, da sie von ^u*" Ord-

nung ist, von einem Punkte aus jtt(^ — 1) Tangenten, von denen aber

die 8 doppelt zählenden Geraden nach den Doppelpunkten und die x,

dreifach zählenden Geraden nach den Spitzen abzuziehen sind, wenn

man die Classenzahl erhalten will, sodass

V = (l(^ 1) 2d — DK

*ist. Wenden wir diese Formel auf die transformierte Curve an, so ist

^ mit V, d mit t und x mit l zu vertauschen, sodass auch

fi = v(v — 1) — 2t — 3 t

ist. So haben sich zwei der Plücker'schen Gleichungen ergeben. Auf

die übrigen wollen wir hier nicht eingehen.

In speciellen Fällen ist die Transformation durch reciproke Polaren
*^®-^hgf'

schon von Euler, Monge, Legen dre und Brianchon angewandt

worden. Als ein allgemeines geometrisches Princip wurde sie aber

erst durch Poncelet*) aufgestellt. Er formulierte sie ausdrücklich

und erkannte ihre ausserordentliche Bedeutung als Übertragungsprincip,

indem er manche schöne Anwendungen gab. Auf ihre Bedeutung für

gewisse Differentialgleichungen kommen wir später (S. 32) zu sprechen.

(\y,^Zwischen der Transformation durch reci-

proke Polaren P hinsichtlich eines Kreises k

mit dem Radius 1 und dem Punkt als Mittel-

punkt, ferner der Transformation durch reci-

proke Eadien R mit als Pol sowie der Fuss-

punkt- Transformation F mit als Pol besteht

eine interessante Beziehung**).

Ist {x, y) ein beliebiger Punkt der Ebene,
bezogen auf ein rechtwinkliges Axenkreuz,
dessen Anfangspunkt ist, so wird er durch
die Fusspunkt- Transformation F in den Kreis
verwandelt, dessen Durchmesser die Strecke

von nach dem Punkte {x,y) ist (siehe Fig. 14) und dessen Gleichung also lautet:

*) Traite des propr. proj., 1822, u. Blem. s. I. thcorie gen. des polaires reci-

proques, 1824 in d. Pariser Academie vorgelegt, Crelle's Journal Bd. 4, 1829, S. 1.

**) Sie wurde von Quetelet gegeben (Resume d'une nouvelle theorie des
caustiques, Nouv. Mömoires de l'Academie de Bruxelles, Bd. 4, 1827, S. 81).

Fig. 14.

Beziehgen.
jiw. einigeil

Trf.
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geschrieben in den laufenden Coordinaten x, y. (Vgl. S. 19.) Führen wir nun
nachträglich die Transformation durch reciproke Radien B aus, so geht der all-

gemeine Punkt (x, y) des soeben erhaltenen Kreises über in den Punkt:

X y
' ~ x' -\- y' ' ^' ^' + ^"

(vgl. S. 6), also der Kreis selbst, wie durch Einführen dieser neuen Coordinaten

in seine Gleichung hervorgeht, in die Gerade

xx^ -\- yy.^ — 1 = 0.

Die Aufeinanderfolge FB verwandelt also den Punkt (a;, y) in seine Polare

hinsichtlich des Kreises Ti.

Femer, liegt eine beliebige Gerade vor:

ax -\- hy — 1 = 0,

so geht sie durch die Fusspunkt- Transformation F in den Punkt •

_ a _ h

^ ~ ~a}~^^ ' ^ ~ äM^ö'
über. Die Transformation durch reciproke Radien B nun verwandelt diesen

Punkt in den Punkt
a?i == a,

2/i
= ^>

der aber der Bol der gegebenen Geraden hinsichtlich des Kreises Ä- ist.

Die Aufeinanderfolge FB ist somit eine Operation, die jeden Punkt in seine

Polare und jede Gerade in ihren Pol hinsichtlich des Kreises ^ verwandelt, mit

anderen Worten: Die Aufeinanderfohje FB ist äquivalent der Transformation

dwch reciprolce Polaren P, symbolisch ausgedrückt:

(23) FB = P.

Da die Transformation durch reciproke Radien B und die durch reciproke

Polaren P beide involutorisch sind, also

BB = 1, PP = 1

ist, wenn 1 die identische Transformation, bei der alles in Ruhe bleibt, be-

zeichnen soll, so können wir unsere symbolische Formel noch anders schreiben.

Führen wir nämlich in (23) beiderseits nachträglich B noch einmal aus, so kommt
links nur F, also:

(24) F = PB,

in Worten: Die Aufeinanderfolge der Transformation durch reciproke Polaren ^md

der durch reciproke Badien ist äquivalent der Fusspunkt - Transformation.

Ferner, wenn wir nach P einmal F, das andere Mal PB ausführen, so

muss das Ergebnis beide Male nach der letzten Formel dasselbe sein. Einerseits

kommt PF, andererseits P{PB) oder, was dasselbe ist, PPB = B, sodass wir

drittens erhalten

(25) PF=B,
in Worten: Die Aufeinanderfolge der Transforwation durch reciproke Polaren und

der Fusspunkt- Transformation ist äquivalent der Tratisformation durch recijyroke

Badien.

Aus der ursprünglichen Formel

(23) FB = P
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hätten wir die beiden anderen auch so ableiten können: Bezeichnet JR~^ die zur

Transformation jR inverse Transformation, so können wir in unserer Gleichung

beiderseits den symbolischen Factor I}~^ hinzufügen:

FBB-^ == PB-^.

Die Aufeinanderfolge BB~^ ist aber die identische Transformation. Also kommt:

F = PB-^.

Aber die Transformation durch reciproke Radien B ist zu sich selbst invers, d. h.

es ist BT'^ = B. Somit kommt die obige Formel:

(24) F== PB.

Durch Multiplication mit P~^ , der zu P inversen Transformation, leiten wir

hieraus ab:

P-^F^ P-^PB
oder:

P-^F=B.
Da aber auch die Transformation durch reciproke Polaren zu sich selbst invers

ist, so ist P"^ = P, sodass sich ergiebt:

(25) PF^B.

§ 4. Übergang von Punkt- zu Liniencoordinaten.

Auch der Übergang von Punktcoordinaten zu Liniencoordinaten

kann mit den Transformationen der Linienelemente, die Curven im

allgemeinen in Curven überführen, in Verbindung gesetzt v^erden.

Indem wir dies hier darlegen, bietet sich zugleich Gelegenheit, die

Methode näher zu beleuchten, die Clairaut zur Integration der nach

ihm benannten Differentialgleichung angewandt hat.

Ist

die Gleichung einer Curve, so lautet die Gleichung ihrer Tangente im

Punkte (x, y):

\)
— y — y\i — x) = 0,

wenn j, t; die laufenden Punktcoordinaten darstellen und y' die Tangential-

richtung f'{x) bezeichnet. Allgemein aber stellt

wj + ^t) + 1 =
die Gleichung einer Geraden dar, und u, v heissen die Liniencoordinaten Linien-

dieser Geraden*). Demnach sind die Liniencoordinaten der Tangente:

(26) 1, = ^:^- v = ~~-\^-
^ ^ ocy ~y^ xy —y

coordinaten.

*) Der Begriff Liniencoordinaten wurde von Plücker eingeführt durch seine

Abhandlung: über eine neue Art, in der analytischen Geometrie Punkte und Curven
durch Gleichungen darzustellen. Crelle's Journal, Bd. 7, 1830, S. 107.
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Längs der Curve sind y und y' Functionen fix) und f'{x) von x, also

auch u und v; oder auch: v ist eine Function von u. Die Curve

y = fix) lässt sich daher, sobald sie keine Gerade ist, auch durch eine

zwischen u und v bestehende Gleichung darstellen. Wir können nun

den Differentialquotienten

, dv
V ^ -,-

au

bilden. Es ergiebt sich aus (26) durch Differentiation das bemerkens-

werte Resultat, dass sich dy' überall forthebt und r' die einfache

Form erhält:

(27) *'--f-
Durch (26) und (27) sind u, v, v' als Functionen von x, y,

y' dar-

gestellt. Man verificiert leicht, dass sie die Relation erfüllen:

dv — v' du = Qidy — y'dx),

in der

^ y{xy' — y)

ist. Eine ähnliche Relation erhielten wir bekanntlich schon häu^fig.

Ihre Bedeutung soll erst später erörtert werden.

Einf. der Nach diescu Vorbereitungen wollen wir annehmen, es liege eine

in Diffgi. gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y vor:

Sie wird c»^ Integralcurven besitzen:

(pix,y,a) = 0,

wobei a die Integrationsconstante sei. Sind diese Integralcurven be-

kannt, so kann man y und y' als Functionen von x ausdrücken und

also vermöge i2'6) auch die Integralcurven in Liniencoordinaten dar-

stellen :

0(m, V, a) = 0.

Indem man nun diese Gleichung nach u differenziert:

0„ + Q,v' = (J

und a aus den beiden letzten Relationen eliminiert, erhält man die

Differentialgleichung der Curvenschar, aber geschrieben in den Linien-

coordinaten:

fl(u, V, v') = 0.

Offenbar kann man aber vermöge der Relationen (26) und (27),

die gestatten, x, y,
y' durch m, v, v' auszudrücken:

(28) x= —j

, y = —, -, y = ,
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die Differentialgleichung ^ = direct aus der vorgelegten Diiferential-

gleichung co = ableiten^ auch wenn man die Integralcurven noch

garnicht kennt.

Durch diese Transformation gelingt es zuweilen, eine vorgelegte

Differentialgleichung erster Ordnung in x, y auf eine integrierbare Form

zu bringen. Wir wollen ein Beispiel betrachten, das eine Ausnahme-

stellung einnimmt und daher besondere Besprechung verlangt.

Wenden wir die Transformation insbesondere auf die Clairaut'sche ciairaut's

Differentialgleichung an:

(29) y-^y'-f(y') = 0.

Sie geht, wenn die Werte (28) substituiert werden, über in:

(29') i + K-|) = «-

Dies ist aber gar keine Differentialgleichung mehr, da sie frei von v'

ist. Sie stellt also nur eine Curve dar, ausgedrückt in Liniencoordi-

naten. Es ergiebt sich somit das merkwürdige Resultat, dass hier die

Methode der Transformation zunächst versagt. Aber nur scheinbar.

Die Sache ist hier die, dass die Grössen y — xy' und y' nach (26)

längs einer Geraden constante Werte haben, sodass also die vorgelegte

Differentialgleichung als Gleichung zwischen diesen beiden Grössen eine

Schar von oo^ Geraden zu Integralcurven hat*). Aber eine Gerade lässt

sich zwar durch eine Gleichung zwischen Punktcoordinaten, nicht aber

durch eine Gleichung zwischen Liniencoordinaten darstellen. Diese

Litegralcurven gehen daher in der analytischen Darstellung (29') nach

der Transformation verloren. Andererseits besitzt die Clairaut'sche

Differentialgleichung (29) die Umhüllende der oo^ Geraden als singulare

Integralcurve. Diese wird durch (29') in Liniencoordinaten m, v darge-

stellt. Es erhellt zugleich, dass die Clairaut'schen Differentialgleichungen

die einzigen sind, bei denen die Transformation in Liniencoordinaten zu

einer von v' freien Gleichung führt, denn die Clairaut'schen Differential-

gleichungen sind die einzigen, die oo^ Geraden als Integralcurven haben,

und die Geraden sind die einzigen Curven, die nicht durch Gleichungen

zwischen den Liniencoordinaten u, v darstellbar sind.

Wir wollen die analytische Operation der Einführung der Liniencoordi-AudereAuf-

naten in anderer Weise geometrisch deuten : Liegt eine Differentialgleichung erster ^^ä^"*»»-

Ordnung zwischen x, y vor, so hat sie co* Integralcurven. Wenden wir die

*) Die Theorie dieser Differentialgleichung enthält im Grunde den Keim des
Begriffes Liniencoordinate , wie Chasles gelegentlich bemerkt.
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Transformation durch reciproke Polaren hinsichtlich eines Kegelschnittes /.; an,

so gehen die Integralcurven in oo^ neue Curven über, die ebenfalls eine gewisse

Differentialgleichung erster Ordnung erfüllen werden. Diese Differentialgleichung

kann auch dann aufgestellt werden, wenn die Integralcurven noch nicht bekannt

sind. Wählen wir als den Kegelschnitt Tc diesen:

a;'' + y^ + l = 0,

so lauten die Grleichungen der Transformation durch reciproke Polaren, wie wir

im vorigen Paragraphen (vgl. Formel (18'), S. 24) sahen:

xy —y' ^' xij — y' ^' y

Die Polarcurven der Integralcurven unserer Clairaut'schen Differential-

gleichung

(29) y- xy' - f{y') = e

erfüllen mithin die hieraus vermöge der Formeln (30) hervorgehende Differential-

gleichung in a?! , 1/j

:

(2«")
l: + fir^) 0.

2/i
' ^ yi'

Die Gleichungen (30) aber gehen aus den Gleichungen (26) und (27) hervor,

wenn wir in diesen für m, «, v' die Grössen x^,y^,y^ setzen, entsprechend die

Gleichung (29") aus (29').

Die obige analytische Umformung der Differentialgleichung kommt also hei dieser

Deutung darauf hinaus, dass man die Differentialgleichung der Polarcurven der

Integralcurven hitisichtlich des Kreises

^ *' + 2/' + 1 =
:\)t. aufstellt. Bei der Transformation
..^^ durch reciproke Polaren gehen aber

vj^ die Geraden, also insbesondere die oo '

^^ Integralgeraden der Clairaut'schen

^ Gleichung, in Punkte über. (Siehe

^ Fig. 15.) Nur die singulare Integral-

^jk curve geht in eine Curve, den Ort

^jk, dieser Punkte, über*).

^^ Rückwärts findet man aus den

Punkten {x^, i/i) f^e^" Curve (29")

die Integralcurven der vorgelegten

Clairaut'schen Gleichung, indem man x^ ,2/1 in (30) bestimmt wählt, doch so, dass

sie (29") erfüllen, und dann y' und ?// eliminiert.

Betrachten wir die verallgemeinerte Clairaut'sche Differentialgleichung:

y — «9(2/') — fiy') = 0.

Wenden wir auf sie die Transformation durch reciproke Polaren hinsichtlich der

Parabel
x^ + 21/ =

an, die wir ebenfalls im vorigen Paragraphen (unter (20), S. 24) aufstellten:

Xi= — y', yi = xy' — y, y^ = — X,

*) Von vornherein hätte man vielleicht vermutet, dass das Verschwinden

der Integralcurven hei der Transformation (30) vielleicht daher rühre, dass diese

Transformation gerade für die Integralcurven der Clairaut'schen Differential-

gleichung irregulär werde. Dies ist aber nicht der Fall.
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so geht die Diff'erentialgleichung hervor:

Dies aber ist eine lineare Diff'erentialgleichung, die sich durch zwei Quadraturen

integrieren lässt. Aus ihren Integralcurven erhält man die der vorgelegten

Differentialgleichung, wenn man ihre Polarcurven hinsichtlich der erwähnten

Parabel bestimmt. (Vgl. Monge, Corresp. sur l'ecole polyt. 1. Bd. (1805), S. 73.)

Kapitel 2.

Definition nnd Bestimmung der Berülirungstransformationen der Ebene.

Im ersten Kapitel wurde erkannt, dass es neben den Punkttrans-

formationen auch andere Operationen giebt, die sich als solche Trans-

formationen der Linienelemente auffassen lassen, die Curven allgemeiner

Lage wieder in Curven überführen. Bei diesen Operationen wurden

immer gewisse specielle Curven in Punkte verwandelt.

In diesem Kapitel führen wir nun zuerst den Begriff Elementverein

ein, der die Begriffe Curve und Punkt und zwar nur diese umfasst.

An die Einführung dieses Begriffes schliesst sich eine fundamentale all-

gemeine Auffassung des Integrationsproblems gewöhnlicher Differential-

gleichungen erster Ordnung in x, y, die wir kurz entwickeln werden.

Alsdann gestattet uns der Begriff Elementverein weiterhin, den Begriff

Berührungstransformation, zu dem die oben erwähnten Operationen

ohne Ausnahme gehören, zugleich analytisch scharf und begrifflich klar

zu definieren. Darauf zeigen wir, wie man ohne Integration durch

einfache Differentiationen und Eliminationen alle Berührungstransfor-

mationen der Ebene finden kann. Diese allgemeine Theorie wird

durch interessante Beispiele erläutert werden, in denen einige besonders

bemerkenswerte Kategorien von Berührungstransformationen aufgestellt

werden sollen.

§ 1. Der Begriff: Elementverein.

Eine Schar von oo^ Linienelementen (x, y, y') wird durch zwei ^"i^^jJ^Q.

von einander unabhängige Gleichungen zwischen den drei Coordinaten ''^®™-

X, y, y' definiert:

(1) (p(x,y,y') = 0, rp(x,y,y') = 0.

Elimination von y' liefert den Ort der Punkte (x, y) dieser oo^ Linien-

elemente.

Lie, Geometrie der Borührungatranaforniationen I. 3 [5.11. 1895.]
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Punktort
der

Entweder sind beide vorgelegte Gleichungen frei von ?/'; dann
Elemente, "bestimmen sich X, y, und der Punktort der Linienelemente reduciert

sich auf einen Funkt. Oder aber die

Elimination von y' liefert nur eine

Gleichung zwischen x und y. Dann ist

der Punktort der Linienelemente eine

Curve (siehe Fig. 16) und kann ins-

besondere eine Gerade sein.

Nun wird aber auch durch jedes

der (x^ Linienelemente eine Gerade ge-

geben. Sind u, V die Liniencoordinaten

der Geraden des Elementes {x, y, ?/'),

so lautet die Gleichung dieser Geraden, geschrieben in den laufenden

Coordinaten j, t), einerseits

0,

Fig. 16.

andererseits
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Ist endlich der gemeinsame Ort eine krumme Ourve, so wird sie

von den Punkten der Elemente erfüllt, während die Geraden der

Elemente ihre Tangenten sind.

Hier ist zunächst der Fall

möglich, dass die Gerade

eines Elementes die Curve

nicht in dem Punkte desselben

Elementes berührt. Diesen

FaU stellt Fig. 19 dar.

Es ist aber auch denkbar,

dass die Gerade eines jeden

Elementes die Curve in dem

Punhte desselben Elementes he-

rührt, wie in Fig. 20. Die

durch Fig. 17 und 18 dargestellten Fälle geh^

wenn die Curve sich auf einen Punkt

reduciert oder zur Geraden wird.

Charakteristisch für die Scharen

von oü^ Linienelementen, die durch

die Figuren 17, 18 und 20 dargestellt

werden, ist es, dass auch dann noch Fig. 20.

Punkt- und Geradenort der oo^ Linien-

elemente zusammenfallen, wenn nur diejenigen Elemente der Schar

betrachtet werden, die innerhalb eines gewissen Bereiches liegen. Dies

ist aber, wie man sieht, mit der Figur 19 nicht der Fall.

Wir wollen im Folgenden nur solche Scharen von 00^ Linienelementen

hctrachten, deren PunJitort mit ihrem Geradenort zusammenfällt und zwar

auch dann, wenn man nur die Linienelemente innerhalb eines gewissen

Bereiches in Betracht zieht.

aus diesem hervor.

Wir fragen nun nach der anah/tisclien Bedingung: dafür, dass der Analytische
"

. .

"' O O 7 Bödingung.
Pvmktort der 00^ Linienelemente (1) in dem soeben angegebenen Sinne

mit ihrem Geradenorte zusammenfällt.

Wenn erstens dieser gemeinsame Ort ein Punkt ist (Fig. 17), so

haben x und y bestimmte Wei-te, sodass infolge von (1) sowohl dx
wie dy verschwindet, also

dx = , dy =
ist.

Wenn zweitens der gemeinsame Ort kein Punkt ist (wie in Fig. 18

u. 20), so wird er durch eine Gleichung zwischen x und y dargestellt:

03 (x, y) = 0.
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Ist (x, y) ein beliebiger Punkt der Curve, so muss durch ihn ein

Linienelement {x, y, y') der Schar (1) gehen und zwar so, dass die

Gerade des Elementes die Curve ebenda berührt, d. h. es muss

, _ _ ^

sein. Die beiden Grleichungen (1) müssen sich also auf die Form
bringen lassen:

(0

(o(x,y) = 0, y'=—-^-
Da aus der ersten

cox dx -\- (Oydy =
folgt, so sieht man, dass diese Gleichungen und daher auch die ihnen

äquivalenten Gleichungen (1) die Relation

dy — y' dx =
nach sich ziehen. Diese Relation besteht offenbar auch im vorigen Fall.

Also sobald der Punktort der oo^ Linienelemente (x, y, y')

(1) (p(x,y,y') = 0, ji;{x,y,y')==0

mit ihrem Geradenorte in dem angegebenen Sinne zusammenfällt,

erfüllen die Coordinaten x, y,
y' der oo^ Linienelemente die Differential-

gleichung:

(3) dy — y'dx^O.

Die Umgekehrt wollen wir jetzt alle Scharen von Linienelementen

dy—y dx={i.{x
, y, y') der Ebene bestimmen, deren Elemente die Differential-

gleichung

(3) dy — y' dx =
erfüllen.

Betrachten wir zunächst eine Schar von oo^ Linienelementen. Sie

lässt sich so darstellen:

x==X(t), y=Y(t), y' = P(t).

Hierin bedeutet t einen Parameter. Soll die Schar die Gleichung (3)

erfüllen, so muss

(3') r — px' = o

sein. Ist zunächst X' —:' Y' e^ 0, so werden X, Y frei von t, d. h.

alle Linienelemente gehen durch einen bestimmten Punkt (x, y) (wie

in Fig. 17). Ist X'e^O, aber Y'^^0, so muss PeeeO sein, d.h.

die oc^ Linienelemente erfüllen zwei Gleichungen

y = Const., y' = 0,
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sind also die einer Geraden (wie in Fig. 18). Ist endlicli X'' und

Y'~\^0, so wird die Elementschar nach (3'):

x = X(t), y=Y{t), 2/'=J^|-

Dies aber sind die Linienelemente der Curve (siehe Fig. 20):

a^^X(t), y=Y{t).

Insbesondere kann die Curve irgend eine Gerade sein. Wir gelangen

also genau zu den Scharen von oo^ Linieneleraenten, bei denen der

Punktort mit dem Geradenort zusammenfällt.

Indem wir nun eine Schar von oo'-^ Linienelementen ins Auge

fassen, zeigen wir, dass eine solche Schar nie die Gleichung (3) erfüllt.

Dass es eine Schar von oo^ Linienelementen auch nicht thut, folgt

unmittelbar daraus, dass die Ebene gerade oo^ Linienelemente enthält,

für die aber durchaus nicht (3) erfüllt ist.

Ist eine Schar von oo^ Linienelementen gegeben durch die Glei-

chungen :

(4) x = X{a,ß), y=Y{a,ß), y'=P(a,ß),

in denen a, ß die Parameter bedeuten, so ziehen sie nur die drei

folgenden Gleichungen in dx, dy, dy' nach sich:

,dx = '~da+^~dß,

äy = -g— da + ^j dß,

dy = .^ da + .^ dß.

Vermöge dieser Relationen sollte also (3) bestehen und zwar für alle

Werte von da und dß. Diese Forderung liefert die beiden Bedingungen:

die also identisch bestehen müssten. Dies würde aussagen, dass die

Functionaldeterminante von X, Y hinsichtlich der Grössen a, ß ver-

schwände, anders ausgedrückt, dass X, Y von einander abhängig

wären. Die Relation, die dann zwischen X und Y bestände, wäre nun

sicher nicht frei von Y, da sonst X eE: Const., also nach den Forde-

rungen (5) entweder Y^ Const. wäre, sodass (4) nur die oo^ Linien-

elemente eines Punktes darstellte, oder aber P f ; oo wäre, was sich

durch andere Wahl des Coordinatensystems vermeiden lässt. Es wäre

also Yee(o{X) zu setzen, und wir dürften dann X selbst als den

einen Parameter a benutzen, hätten somit:

(6)
• Xeee«, Y^(o(a),



38 Kap. 2. Definition und Bestimmung der Berührungstransformationen der Ebene.

während aus (5) noch

(7) PEEEco'ia)

folgte. Diese drei Gleichungen (6), (7) geben aber nur oo^ Linien-

elemente.

Fassen wir die Ergebnisse zusammen, so erhalten wir den

Deutuug d. Satz 1: Mne Schar von Linienelementen (x, y, y') der (x, y)-Ebene
Keiation.

^yß^jj^j- ^ßfi^i |^j^(^ ^mf (Jann die Differentialrelation

dy — y'dx = 0,

wenn sie aus gerade oo^ Elementen besteht und zwar entweder aus den

Linienelementen einer Curve oder aus denen eines PunMes.

Eine Schar von Linienelementen {x, y, y') der Ebene, welche die

Relation

dy — y'dx =
veroiii von erfüllt, ueuuen wir nun einen Verein von Linienelementen oder kurz

eiementon. eiucu Elementverein.

Der Satz 1 kann alsdann so ausgesprochen werden:

Satz 2: Jeder Verein von Linienelementen der Ebene besteht aus

den Linienelementen einer Curve oder aus den Linienelementen eines Fmiktes.

Führen wir noch eine andere Ausdrucksweise ein:

Liegt eine Schar von oo^ Linienelementen (x, y, y') vor, etwa

indem x^ y,
y' als Functionen eines Parameters t gegeben sind:

x = X{t), y=-Y{t), y'=P{t),

Vereinigte SO sageu wir, dass das Element (x, y, y') der Schar mit dem unendlich

Elementen .benachbarten Elemente {x-\-dx, y -\- dy, y'-{-dy') vereinigt liegt, wenn

der Ausdruck
dy — y'dx

dt

oder also Y' — PX' verschwindet.

Hiernach können wir einen Elementverein auch so definieren:

Eine Schar von cx)^ Linienelementen der Ebene bildet einen Ele-

mentverein, wenn jedes Element der Schar mit dem infinitesimal be-

nachbarten Elemente der Schar vereinigt liegt.

Goom.
Deutung.

Um diese Ausdrucksweise begrifflich zu erläutern, wollen wir nun

eine ganz beliebige Schar von Ou^ Linienelementen

x = X{t), y==Y{t), y'=P(t),

die nicht gerade einen Verein bilden, ins Auge fassen.
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Die Gerade des Linienelementes (t) oder (x, y, y') hat in den

Coordinaten j, t) die Gleichung

Der Punkt des benachbarten Elementes (t -\- elf) der Schar hat die

Coordinaten

i-
= X + x'dt, ij = r+ Tdt.

Seine Entfernung von der Geraden des ersten Elementes beträgt daher

Y'—PX' ,,
r^ dt.

yi + p^

Dieser Ausdruck lehrt, dass eine Schar von oo^ Linienelementen

einen Elementverein bildet, wenn allgemein die Entfernung des Punktes

(x -\- dx, y -\- dy) des folgenden Elementes von der Geraden des vor-

hergehenden Elementes (x, y, y') der Schar unendlich klein von min-

destens zweiter Ordnung ist, vorausgesetzt, dass von den drei Grössen

dx, dy, dy' eine als unendlich klein von erster Ordnung gewählt

wird*).

Wir werden hin und wieder auch die folgende Redeweise an-

wenden: Irgend sivci unendlich henaehbarte Linienelementc (x, y, y') und

(x -f- dx, y -\- dy, y' -\- dy') liegen vereinigt, ivcnn der Ausdruch

dy — y'dx

unendlich Mein von höherer Ordnung ist, sobald wenigstens eine der

drei Grössen dx, dy, dy' als unendlich klein von erster Ordnung auf-

gefasst wird.

Schliesslich machen wir darauf aufmerksam, dass alle im ersten

Kapitel behandelten Transformationen der Linienelemente die Eigenschaft

haben, jeden Elementvcrein in einen Elementverein m verwandeln, da sie

*) Schon in seinen ersten Untersuchungen über Berührungstransformationen
(in den Verhandlungen d. Gesellsch. d. Wiss. zu Christiania, 1871) betrachtete

Lie consequent Flächen, Curven und Punkte im Räume als Orte von oü^ Flächen-
elementen, andererseits Curven und Punkte in der Ebene als Orte von oo^ Linien-
elementen. Die Bemerkung, dass sich diese Scharen von Flächen- bez. Linien-

elementen als die allgemeinsten Elementscharen charakterisieren lassen, die der
Bedingung

dz — pdx — qdy =
bez.

dy — y' dx =
genüge», .findet sich explicite zuerst in seiner Note: Zur Theorie puiiieUcr Diffe-

rentialgleichungen, Götting. Nachr. 1872, S. 480. Daselbst w^ird ebenfalls die

Bezeichnung: vereinigte Lage zweier Elemente zuerst eingeführt. Für Scharen
von Elementen, unter denen jedes mit allen benachbarten vereint liegt, wurde in

seinen älteren Arbeiten die Bezeichnung Element- Mannigfaltigkeit benutzt, die

doch nicht so ausdrucksvoll ist wie die später von Engel vorgeschlagene Be-
zeichnung Elementverein, die wir daher — wie zuweilen bei früheren Gelegen-
heiten — in diesem Werke consequent benutzen.
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die Curven im allgemeinen in Curven, in speciellen Fällen in Punkte

lind andererseits die Punkte in Punkte oder Curven überführen.

Wir werden im übernächsten Paragraphen alle Transformationen

der Linienelemente betrachten, bei denen jeder Elementverein in einen

Elementverein übergeht, und sie unter dem gemeinsamen Namen Be-

rührungstransformationen zusammenfassen.

§ 2. Neue Auffassung des Integrationsproblems gewöhnlicher

DifTerentialgleichungen erster Ordnung.

Nachdem wir den Begriff Elementverein eingeführt und gesehen

haben, dass er die beiden Begriffe Punkt und Curve in sich fasst und

keine anderen, liegt es nahe, eine neue und allgemeine Auffassung des

f *o' S^?y ^ntegraUonsproUems der gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ord-

nung in X, y:

(8)
' F{x,y,y') = -

7A1 entwickeln.

Eine derartige Differentialgleichung (8) stellt eine Gleichung zwi-

schen den drei Coordinaten x, y,
y' der Linienelemente der Ebene dar,

sie definiert demnach eine Schar von oo^ Linienelcmenten der Ebene.

Unter einer Integralcurve versteht man von jeher bekanntlich eine

Curve, die in jedem ihrer Punkte {x, y) die Tangentialrichtung y' hat,

die durch (8) gegeben wird. Eine Integralcurve ist also eine Curve,

deren oo^ Linienelemente der durch (8) definierten Schar von oo^ Linien-

elementen zugehören.

Beispiel. Liegt z. B. die sehr einfache Differentialgleichung vor:

(9) xy'-y = 0,

so definiert sie alle oo^ Linienelemente, deren Geraden durch den An-

fangspunkt gehen (Fig. 21). Ihre Integralcurven

I

, sind bekanntlich diese Geraden durch den Anfangs-

\ I
/ y punkt. Jede derselben ist ein Verein, gebildet von

' ' // ^ oü^ der oo^ Elemente, die durch die vorgelegte

U/^^-^^-"^ Differentialgleichung (9) definiert werden. Diese

Z^'^~——^ oc^ Elemente bestimmen jedoch ausser den Geraden

//YJ
durch den Anfang noch einen Elementverein, nämlich

Fig. 21. den Anfangspunkt, dessen sämtliche Elemente —
für die X = y = 0, aber y' beliebig ist — die Glei-

chung (9) erfüllen. Wir wollen daher auch diesen Punkt zu den

Integralgebilden der vorgelegten Differentialgleichung rechnen.
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Kehren wir zur Betrachtung der allgemeinen Differentialgleichung

(8) zurück. Wir sagen, dass ein Elementverein die gegebene Diffe-

rentialgleichung

(8) F{x, y, y') =
erfüllt, wenn alle Linienelemente (x, y, y') des Vereines die Gleichung

F=0 erfüllen. Alle Elementvereine, welche die Gleichung (8) er-

füllen, nennen wir Integralgehüde der BifferentialgleicJmng (8). g'^ebuS"

Das ProUem, eine gegebene getvöhnliche DifferentialgleicJimig erster^^^iig^^^^f-^

Ordnung in x, y: ^^*J--"
F{X, y, y'j = Problems.

ZU integrieren, kommt danach darauf hinaus, alle Elementvereine mi be-

stimmen, deren Elemente die Gleichung F=0 erfüllen*).

Es giebt ingesamt oo^ Linienelemente (x, y,y'), welche die Glei-

chung (8) erfüllen. Sie ordnen sich in

oo^ Elementvereinen an, also in oo^ Lite- ^^^^ "~ '~~

gralgebilden der Differentialgleichung (8). ^^ ^-^'""'^^
^

Diese Elementvereine können Curven oder /* X ^~- ~"
'' '~

Punkte sein. Ist die vorgelegte Differen-
i //'^^ -^""'^ ^

tialgleichung (8) nicht frei von y', so f/^^-^"" '

^~~-

geht durch ^eden Punkt {x, y) der Ebene ^ll/
^^

ein Linienelement (x, y, y'), das der Glei- f{//

chung (8) genügt. Die oo^ Litegralgebilde Fig. 22.

können also nicht nur Punkte sein, sie

sind vielmehr — da ihre Elemente über die ganze Ebene verbreitet

sind — oü^ Curven. (Vgl. Fig. 22.)

Wenn dagegen die vorgelegte Gleichung (8) frei von y' ist, so

ist jeder Punkt (x, y) der durch

(10) F(x,y) =
dargestellten Curve ein Integralgebilde. In diesem Falle sind die all-

gemeinen Integralgebilde Punkte. Es ist aber

auch die Curve (10) ein Integralgebilde, und

zwar, wie wir sagen, ein singuläres Integral- ^ ^^^^

^

^ singui. inte-

gebilde. Sie hat mit jedem der übrigen ^ ^
00^ Integralgebilde ein Linienelement ge- ^^«- ^^

mein. (Siehe Fig. 23.)

Auch in dem vorher besprochenen Falle, dass die Differential-

gleichung (8) wirklich y' enthält, kann es Integralgebilde — Curven

*) Die im Texte gegebene allgemeine Auffassung des Problems, eine gewöhn-
liche Differentialgleichung erster Ordnung F(x, y, y') = zu integi'ieren , rührt
von Lie her, der sie in den Göttinger Nachrichten, October 1872, S. 481, sogar
für n Dimensionen ausdrücklieh formulierte. Wenn einige Verfasser behaupten,
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oder Punkte — geben, die nicht zu der Schar der allgemeinen Integral-

gebilde gehören und somit als singulare Integralgehilde bezeichnet werden.

(Vgl. das obige Beispiel.)

Einige weitere Beispiele mögen dies erläutern.

Beispiele. 1. Beispiel: Vorgelegt sei die Differentialgleichung

Clairaut-
sche Dififgl

(11) y-xy'-^rVl+Y'-^-
Die durch sie definierten oo^ Linienelemente sind leicht geometrisch

zu charakterisieren. Denn der Abstand der Geraden des Linienelementes

(Xj y, y') vom Anfangspunkt ist gleich

y — xy'

also hier gleich Eins. Die oo^ Linienelemente, welche die Gleichung (11)

erfüllen, sind mithin die Elemente der Tangenten an den Einheitskreis

um den Anfangspunkt. Dies zeigt unmittelbar, dass diese Elemente

folgende Vereine bilden: erstens die Tangenten und zweitens den Kreis,

Mithin sind die Tangenten die oo^ allgemeinen Integralgebilde und der

Kreis ist eine singulare Integralcurve.

Die vorgelegte Differentialgleichung (11) geht aus der Differential-

gleichung in x^, y^:

dadurch hervor, dass man auf alle Linienelemente (x^^, y^, y/) der

letzteren die Dilatation

x, = x— ,-^^,^ , yi^y + ./.—,—'2 ' ^i'= y'

y 1 + 2/

'

y 1 + 2/

'

rückwärts ausübt (vgl. § 2, 1. Kap., S. 15), durch die jedes Element

parallel mit sich um die Strecke 1 verschoben wird. Durch die obige

Fig. 21 (S. 40) sind die Linienelemente und Integralgebilde der Diffe-

rentialgleichung (9') angedeutet. Die Ausübung der Dilatation um
die Strecke 1 führt die Integralgebilde von (9') in die der vorgelegten

Differentialgleichung (11) über. Die Geraden durch den Anfangspunkt

gehen in die Tangenten des Einheitskreises, der Anfangspunkt — der

bei (9') ein singuläres Integralgebilde darstellt — in den Kreis über

2. Beispiel: Die Clairaufsche Differentialgleichung:

(12) y-xy'-f(y') = 0,

dass diese Auffassung des Integrationsproblems und überhaupt der Begriff Ele-

mentverein von Clebsch herrührt, so beruht das auf einem Missverständnis, das

wahrscheinlich daher stammt, dass Lindemann in den ersten Band seiner

Bearbeitung von Clebsch's Vorlesungen diese von Lie herrührenden Ideen auf-

genommen hat, wobei er Lie allerdings selbst citiert.
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die wir in § 4 des 1. Kap. (S. 31) besprachen, besitzt, wie wir sahen,

nur eine krumme (singulare) Integralcurve, während ihre allgemeinen

Integralgebilde die Tangenten dieser krummen Curve sind. Die Trans-

formation durch reciproke Polaren

(13) x^ =
'c^''-^y' y^ ^ xy''^' ^^ ^~y'

die wir auch damals (S. 32) anwandten, führt die Clairaut'sche Diffe-

rentialgleichung über in diese:

(14)
,T + ^("») = 0'

die frei von ?/^' ist, daher als allgemeine Integralgebilde die Punkte der

durch (14) dargestellten Curve besitzt, in welche die soeben erwähnten

Integralgeraden vermöge der Transformation (13) übergehen, während

die krumme Integralcurve von (12) in die singulare Integralcurve

(14) verwandelt wird. (Vgl. Fig. 15, S. 32.)

Die beiden Beispiele erläutern die Zweckmässigkeit der erweiterten
„.ä^jg^eit

Auffassung des Integrationsproblems. Ohne diese erweiterte Auffassung ('^^j'^^^^^'^^^jj^-

würde z. B. der Einheitskreis, der zu den Integralcurven der Differen-

tialgleichung (11) gehört, vermöge der Dilatation, die wir oben an-

wandten, nicht wieder ein Integralgebilde der transformierten Diffe-

rentialgleichung (9') liefern. Ebenso würde, wie wir schon früher

ausführten, durch die Transformation durch reciproke Polaren (13)

keine der allgemeinen Integralcurven der Clairaut'schen Grleichung (12)

in ein Integralgebilde der Differentialgleichung (14) übergehen.

§ 3. Der Begriff: Berührungstransformation.

Schon zum Schlüsse des ersten Paragraphen erwähnten Avir, dass

alle im ersten Kapitel betrachteten Transformationen der Linienelemente

— sowohl die zuerst behandelten erweiterten Punkttransformationen

als auch die später besprochenen Operationen der Dilatation, Fuss-

punkt-Transformation und Transformation durch reciproke Polaren —
die Eigenschaft haben, jeden Elementverein in einen Elementverein zu

verwandeln.

Wir definieren nun allofemein:°
,

Syntbet.

Eine Transformation in den drei Veränderlichen x, y, y , den Coordi- Definition

naten der Linienelemente der Ebene, rüUrgstrf.

(15) x^=^X{x,y,y'), y^ = Y(x, y,y'), y,' ^ F{x,y, y')

heisst eine Berührungstransformation der (xy)-Ebene, wenn sie
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jeden Verein von Linienelementen (x, y, y') in einen Elementverein iiher-

fiihrt *).

Danach sind die im ersten Kapitel betrachteten Transformationen

sämtlich Berührungstransformationen.

Nach den Ergebnissen des ersten Paragraphen ist eine Schar von

Elementen (x, y, y') nur dann ein Elementverein, wenn sie der Relation

(16) dy — y'dx =
genügt. Demnach wird eine Transformation (15) dann und nur dann

eine Berührungstransformation sein, d. h. Elementverein in Element-

verein überführen, wenn die Relation

(17) dy, - y.'dx, =
vermöge der Gleichungen (15) als Folge von (16) besteht. Nun aber

ist nach (15) die linke Seite dieser Gleichung (17) gleich

(18) dY-PdX= (Y,-PX;)dx-{-{Y,-PX,)dy-\-{Y,'-PX,y)dy'.

Dieser Ausdruck muss also verschwinden, sobald die Relation (16)

besteht, welche Werte im Übrigen auch x, y, y', dx, dy, dy' haben

mögen. Der Ausdruck (18) ist aber wie die linke Seite von (16)

linear und homogen in dx, dy, dy'. Mithin verschwindet er dann und

nur dann infolge von (16), wenn er sich von dy — y'dx nur um einen

von dx, dy, dy' freien Factor q unterscheidet, wenn also eine Relation

besteht von der Form

(19) dY— PdX.EP^Q{dy — y'dx),

in der q eine Function von x, y,
y' allein ist.

Demnach lässt sich die Definition der Berührungstransformationen

analytisch so geben:

'Do'finition* Eine Transformation der Veränderlichen x, y,
y':

(l. Berührgs-
trf. (15) X, = X(x, y, y'), ij, = Y(x, y, y), y, = P(x, y, y )

heisst dann und nur dann eine Berührungstransformation, ivenn vermöge

der Transformation eine Relation von der Form

(20) dy, — y,'dx, = q(x, y, y') {dy — y'dx)

hesteht**).

gVgiSt^de'r ^i^ bemerken nun: Die Relation (19) kann in zweierlei Weise

i'ctn.z,r,^.i(lgntisch erfüllt sein. Entweder ist p ?= 0, d. h.

*) Hierbei ist— wie in allem Folgenden — stillscliweigend die Einschränkung
auf solche Bereiche zu machen, innerhalb derer sich die Functionen X, Y, P
regulär verhalten.

**) Diese wahre Definition des Begriffes Berührungstransformation gab Lic
in den Göttinger Nachrichten, Oct. 1872, S. 480. Vgl. auch die Verhandlungen
d. Gesellsch. d. Wiss. zu Christiania aus den Jahren 1870—1873.
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dY~iFdX.
Da links ein vollständiges Differential stellt ^ muss dies auch rechts

der Fall sein. Es muss daher P eine Function von X. allein sein. In

diesem Falle sind also die drei Gleichungen (15) nicht nach x, y,
y'

auflösbar, sie stellen keine Transformation dar. Dieser Fall ist mithin

von vornherein ausgeschlossen.

Wenn andererseits q nicht identisch gleich Null, also

(21) dY—PdX=EO
ist, so sind die Functionen X, F, P, die (19) identisch erfüllen, von

einander unabhängig. Denn bestände zwischen ihnen eine Relation und

nehmen wir zunächst an, sie enthalte P, so wäre etwa

Peee^{X, Y).

Mithin Hesse sich eine Function cd von X, Y so bestimmen, dass der

Ausdruck — (dY— PdX) ein vollständiges Differential df einer Func-

tion von X und Y oder also von x, y,
y' wäre, sodass

(21
')

dY- PdX- CD {x, y, y') df{x, y, y') (« ^ 0)

würde. Dasselbe würde sich ergeben, wenn die vorausgesetzte Rela-

tion nur X und Y enthielte. Nun kommt durch Einsetzen in (19):

Giifxdx + fydy + fydy') = Q{dy — y'dx)

oder einzeln:

woraus folgt:

f. + y'fy = ^, &^o,
d. h. f^ Const., was wegen (21') mit (21) unvereinbar ist.

Es hat sich also ergeben:

Satz 3: Erfüllen drei Functionen X, Y, P von x, y,
y' identisch

eine Bedingung von der Form

dY— PdX =Q.{dy — y'dx),

so sind X, Y, P dann und nur dann von einander unabhängige Functionen

von X, y, y', ivenn die Function q(x, y, y') nicht identisch Null ist

Ferner:

Satz 4: Die Gleichungen

x, = X{x, y, y'), y, = Y(x, y, y'), y,' = P(x, y, if)

hestimmen dann und nur dann eine Berührungstransformation der Ebene

{x, y, y'), ivenn die Functionen X, Y, P einer Bedingung von der Form

dY— PdX => • {dy — y'dx)

identisch genügen, in der die Function Q{x,y,y') nicht identisch Null ist
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Wir haben im ersten Kapitel bei den damals vorgeführten Bei-

spielen von Transformationen der Linienelemente wiederholt Anlass

genommen, das Bestehen der Relation (19) direct zu verifieieren. Damit

ist also der analytische Nachweis dafür erbracht, dass jene Transfor-

mationen Berührungstransformationen sind (vgl. S. 43 unten).

Aufeinan- tti

derfolge v. -CiS Sei
Berührtrf.

(15) x^ = X{x, y, y'), y^ = Y(x, y, y'), y;= P(x, y, y')

eine Berührungstransformation, sodass also vermöge (15)

(20) dy^ — yl dx^ = Q(dy — y'dx)

wirä. Ferner sei

(22) X, = U(x„ y„ y{), y, = r(x„ y„ y^), y.;= W(x„ y„ y,')

eine Berührungstransformation der Veränderlichen x^, y^, y^ in x.^, y.^, y.^,

sodass vermöge (22) eine Relation besteht:

(23) dy^ — y^dx.^ = 6(dij^ — y^dx^.

Bildet man nun die Aufeinanderfolge der beiden Berührungstransfor-

mationen (15), i^2)^ so wird das Linienelement (x, y, y') in ein Element

(^i; 2/i; 2/i')
^"^^ schliesslich in ein Element (^2? 2/2; ^2) übergeführt.

Die Coordinaten x.2, y^, yi des neuen Elementes drücken sich durch

die des Elementes (x, y, y) aus durch Relationen, die aus (22) durch

Elimination von x^, y^, y^ vermöge (15) hervorgehen. Die neuen

Gleichungen stellen eine Transformation von x, y,
y' in x^, y.^, y^ dar;

wir behaupten, dass dies auch eine Berührungstransformation ist. Be-

grifflich leuchtet es ein. Analytisch folgt aus (20) und (23) sofort:

^2/2 — 2^2' ^^2 = 9^{(^y — 2/'f^^)-

Satz 5: Die Aufeinanderfolge ziveier Berührmigstransformationen ist

wieder eine Berührungstransformation.

Wie in § 2 ausgeführt wurde, sind die oc^ Integralgebilde einer

vorgelegten Differentialgleichung erster Ordnung in x, y

F(x,y,y')=^0

die Elementvereine, in die sich alle oo'-^ durch F= definierten Linien-

elemente anordnen.

Liegt nun eine Berührungstransformation

(15) x^ = X(x, y, y'), y, = Y(x, y, y'), y^= P(x, y, y')

vor, und soll sie auf die gegebene Differentialgleichung ausgefühi-t

werden, so heisst dies, dass die neuen Veränderlichen x^^, y^^, y^ ver-
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möge (15) in F= eingeführt werden sollen, wodurch, eine Differen-

tialgleichung erster Ordnung in x^, y^, y^ hervorgeht:

Da bei der Berührungstransformation (15) jeder Elementverein in einen

Elementverein übergeht, da sie ferner die od^ durch F = definierten

Linienelemente in die durch JF\ = definierten verwandelt, so folgt,

dass sie jedes Integralgebilde von J''= in eines von _F^ = über-

führt. Also:

Satz 6: Führt man die Berührungstransformation

X, = X{x, y, y'), 2/i
= Y{x, y, y'), y,' = P(x, y, y')

auf eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in x, y aus:

F{x,y,y')=(),

tvodurch die neue Bifferentialgleichung erster Ordnung in x^ , i/^ hervorgeht:

F{xi,yi,yi) = o,

so geht jedes Integralgebilde von F= vermöge der Berührungstrans-

formation in ein Integralgebilde von F^ == über.

Beispiele hierzu haben wir schon in § 2 gegeben.

§ 4. Bestimmung aller Berührungstransformationen der Ebene.

Wir gehen nun dazu über, Methoden abmleiten, um alle Be-

rührungstransformationen der Ebene wirldich aufstellen m Jcönnen.

Eine Berührungstransformation führt nach ihrer Definition jeden

Elementverein in einen Elementverein über. Jeder Punkt {x, y) all-

gemeiner Lage also wird in einen Elementverein, d. h. in einen Punkt

oder in eine Curve, verwandelt. Wird er in einen Punkt (Xj^, y^) verr

wandelt, so sind die Coordinaten des letzteren Functionen der Coor-

dinaten des ursprünglichen Punktes, d. h. die Transformation hat

die Form:

X, = X{x, y), y, = Y{x, tj), y,'= B{x, y, y').

Aber in § 1 des ersten Kapitels, Satz 1, S. 13 haben wir erkannt,

dass jede derartige Transformation, welche eine Relation von der Form

^Vi — Vid^i "= Q{dy — y'äx)

zur Folge hat, eine erweiterte Punkttransformation ist. Jede Be- Enveiterte

rührungstransformation also, bei der die Punhte allgemeiner Lage in

Punkte übergeheti, ist eine erweiterte Punkttransfortnation. —
Ist allgemein

(24) X, = X{x, y, y'), y, = Y(x, y, y'), y,' = P(x, y, y^)
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eine Berülirungstransformation, so lassen sich aus ihren drei Gleichungen

Relationen frei von y' und i// ableiten und zwar entweder eine oder

zwei. Sind es zwei, so sind sie, wie die Form von^(24) zeigt, nach

x^, i/j auflösbar, x^, y^ sind dann Functionen von x, y allein. Es

liegt also der soeben besprochene Fall einer erweiterten Punkttrans-

formation vor.

Sehen wir von diesem schon erledigten Fall ab, so gelangen wir

^rührgitrf.^^^ dß^ eigentlichen Beriihrungstransformationen , das soll heissen, zu

denen, bei welchen ein Punkt allgemeiner Lage {x, y) in eine Curve

übergeht. Ist (24) eine eigentliche Berührungstransformation, so ziehen

also die Gleichungen (24) eine einzige von y' und y^^ freie Relation

nach sich

Gleichg. zw . \ A
X, t/, X,

, y, (2o) ^{x,y,x^, y^) = 0.
allein.

Man kann nun erkennen, dass unsere Berührungstransformation

(24) durch Angabe dieser Gleichung (25) allein vollkommen definiert

ist. Denn alle oc^ Linienelemente {x, y, y') des Punktes (n; == a, y= h)

gehen bei der Berührungstransformation inoo^ Linienelemente (xj^^ y^, ?//)

über, deren Punktort nach (25) die Gleichung hat:

(26) Slia,h,x„y,) = 0.

Da aber Elementverein in Elementverein übergeht, so gehen die Linien-

elemente des Punktes (a, h) in die einer Curve über, und dies ist die

Curve (26). Kennen wir daher die aus (24) abgeleitete Gleichung (25),

so kennen wir auch die Curve (26), in die ein beliebiger Punkt (a, h)

bei der Berührungstransformation übergeht. Aber damit ist die Bc-

rührungstransfonnation seihst völlig helrmnt. Denn wählen wir irgend

eine Curve c und fragen nach dem Elementverein, in den sie über-

geht, so construieren wir zu jedem Punkte p der Curve diejenige

Curve Pi, in die p übergeht. Die Umhüllende aller dieser Curven p^

muss der Elementverein c^ sein, in den die Curve c transformiert

wird. (Siehe Fig. 24.)

Annahme
^^^ woUcu uuu Zeigen, dass, sobald eine heliebige Gleichung

^^si= Q^' zwischen x, y, x^,y^:

(25) a(x,y,x,,y,) =
vorgelegt ist, die so beschajßfen ist, dass die Gleichung

U{a,h,x^,y^) =
mit den Parametern a, h wirklich oc^ verschiedene Curven darstellt,

alsdann durch die Gleichung (25) stets eine solche Operation bestimmt
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Fig. 24.

Sie haben an dieser Stelle

Die den Curven e, k zu-

wird, die jedem Elementverein der (a^^)- Ebene einen Elementverein

der (x^y^) -Ebene zuordnet, und ferner dass diese Operation eine Be-

rührungstransformation ist.

Zunächst nämlich ordnen wir jedem Punkte (x = a, y = h)

eine Curve durch die Gleichung:

il{a, h, x^, y,) =
zu. Ist nun c eine beliebige Curve der

(^^)-Ebene, so umhüllen die Curven p^^,

die den Punkten p von c zugeordnet sind,

einen Elementverein q. So ist jeder

Curve c ein Verein c^ zugeordnet. (Siehe

Fig. 24.) Es erübrigt, zu zeigen, dass die so

bestimmte Zuordnung durch eine Berüh-

rungstransformation vermittelt wird.

Betrachten wir zu diesem Zweck zwei

Curven c, k der (ä;«/)-Ebene, die sich an

einer Stelle berühren. (Siehe Fig. 25.)

zwei benachbarte Punkte p, p gemein,

geordneten Curven c^, \ der (ic^^/i)-

Ebene sind also die Umhüllenden

von je oü^ Curven, und diese beiden

Curvenscharen haben zwei unend-

lich benachbarte Curven p^ und p^
gemein. Daher berühren c^ und \
einander im Schnittpunkt von p^

und p^.

Betrachten wir überhaupt alle

Curven h der (a?y)- Ebene, die c an

derselben Stelle berühren, also dort

mit c ein Linienelement l gemein

haben, so lehrt die soeben gegebene

Überlegung, dass die zugeordneten Curven \ mit der Curve c,

lieh ein gewisses Linienelement \ gemein haben,

bestimmt somit eine Zuordnung der Linienelemente l der (a;^)-Ebene

zu den Linienelementen l^ der {x^y^-Woene. Dabei entsprechen allen

Linienelementen l einer Curve c alle Linienelemente \ der zugeordneten

Curve q. Dass auch umgekehrt jedem Linienelement Z^ ein Element

l entspricht, liegt darin, dass die erhaltene Operation auch jeder Curve

q der {x^y^-Woewe eine Curve c der {.rAj) -'Eihene zuordnet. Denn es

giebt ja oq^ Curven p^ oder

Lie, Geometrie der Berühruugstrausformationen I. 4 [10.11. 1895.]

Fig. 25.

sämt-

Unsere Operation
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die eine vorgelegte Curve c^ der (a^j^y^)-Ebene berühren. Diesen oo^ Curven

p^ entsprechen aber in der (xy)-^hene die Punkte j) einer Curve c, die

somit die q zugeordnete Curve ist. (Siehe Fig. 24 auf voriger Seite.)

Unsere durch (25) definierte Operation ist also in der That eine

Berührungstransformation. Sie verwandelt jeden allgemein gewählten

Punkt p in eine Curve p^ und alle Curven durch p in Curven, die 2^1

berühren. (Fig. 26.) Ferner führt sie

jede allgemeine Curve in eine Curve über.

Nur die Curven

Sl{x, y, a, ß) =
gehen in Punkte über. Denn der all-

gemeine Punkt p oder {a, b) einer solchen

^^s ^^- Curve, für den also

^(a, h, a, ß) =
ist, geht über in eine Curve p)^:

(26) Sl{a,h,Xi,y,) = 0.

Alle diese Curven 2h ^^^^ gehen durch den Punkt (a, /3), da die letzte

Gleichung durch x^ = a, y^== ß befriedigt wird. Das Umhüllungs-

gebilde ist mithin der PiinJit {a, ß).

Dass wir oben ausdrücklich voraussetzten, dass die Gleichung

ß(a, h,x„y,) =
od^ verschiedene Curven darstellen soll, hat seinen Grund darin, dass

dies bei einer Berührungstransformation stets der Fall sein muss.

Denn da alle Punkte (x, y) der Ebene alle 00^ Linienelemente in 00^

Vereine verteilen, so müssen auch die transformierten Elementvereine

alle 00^ Elemente umfassen, also auch 00^ verschiedene Curven vor-

stellen.

Mit den vorhergehenden Überlegungen ist zunächst auf syntheti-

schem Wege der Satz bewiesen worden:

ErgebniB. Satz 7: Jede Berührungstransformation in x, y, y', die nicht hloss

eine erweiterte PunJcttransformation ist, ordnet den oo^ Punkten (x, y)

der Ebene oo^ verschiedene Curven £u, die durch eine Gleichung von

der Form
il{x, ij, x„ y,) =

in den laufenden Coordinaten x^, y^ definiert werden. JJmgelehrt defniert

jede solche Gleichung
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a{x, y, x^, y,) = 0,

die oo^ verschiedene Curven in oc^, y^ darstellt, sohcdd x, y (ds Parameter

betrachtet werden, eine hestimmte Berührungstransformation in der vor-

hergehenden Weise.

Wir bemerkten vorliin, dass den Curven

(27) ü{x,y,a,ß) =
in X, y die oo^ Punkte {x^ = a, y^ = ß) entsprechen. Also muss (27)

auch oü^ verschiedene Curven darstellen. Daher:

Satz 8: Ordnet die Gleichung

Sl{x, y, x„ y,) =
den oo^ Pimlden (x, y) <x>'^ von einander verschiedene Curven in x^, y^

m, so ordnet sie auch den od^ Punlden (x^, i»/,) oc^ von einander ver-

schiedene Curven in x, y zu.

Wir wollen auch auf rein analiitischem Wege alle Berühruno-s- Anai. Be-
^ <=> <=> Stimmung

transformationen der Ebene bestimmen. aiier Be-
rührgstrf.

Wenn die Gleichungen

(24) X, = X{x, y, y), y, = Y(x, y, y'), y,'= P(x, y, y')

eine Berührungstransformation darstellen, so liefert die Elimination

von y' und y^ aus ihnen entweder eine oder zwei Relationen zwischen

X, y, Xy, y^. Ergeben sich zwei Relationen, so müssen sie notwendig

nach Xy und y^ auflösbar sein, also x^ und y^ als Functionen von x, y

ergeben, anders ausgedrückt: Die beiden ersten Gleichungen (24) sind

frei von y' . Alsdann aber muss die Berührungstransformation, wie

wir wissen, eine erweiterte Punkttransformation sein.

Es bleibt somit der Fall der eigentlichen Berührungstransforma-

tionen übrig, in dem die Elimination von y' und y^ aus (24) nur eine Gleichung

Relation zwischen x, y, x^, y^ liefert:

(25) Sl{x, y, Xy, y^) = 0.

Zwischen den Incrementen dx, dy, dx^, dy^ besteht in diesem

Falle nur die eine Relation

(28) a,dx + Sl,jdy + ^,,dxy + Slyßy^ = 0.

Die Gleichungen (24) stellen nun nach Satz 4 des § 3 (S. 45) dann

und nur dann eine Berührungstransformation dar, wenn zwischen diesen

Incrementen infolge von (24) eine Relation besteht von der Form

(29) dy, — y^ dx, = Q{dy — y' dx)
,

4*
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in der q eine nicht verschwindende Function von x, y,
y' ist. Der

Vergleich mit (28) lehrt also, dass infolge von (24)

sein muss oder also nach Elimination von q:

(30) ß. + ^'ü, = 0, ß., + ^/ß,, =
oder endlich

(31) y' = -'9r^ ^i'=-ß'-

Mithin müssen die drei Relationen (25) und (31) infolge von (24)

allein erfüllt sein, oder also sie müssen den drei Gleichungen (24)

äquivalent sein, da die Gleichung (25) frei von y' und y^, die erste

Gleichung (31) nur y' und die zweite Gleichung (31) nur y^ enthält,

natürlich abgesehen von x,y,x^,y^.

Ergebnis. Satz 9: Jede Beruhrungstransformat'mi der Ebene:

x, = X{x,y,y'), y,= Y{oc,y,y'), y^= F(x, y, y'),

aus deren Gleichungen nur eine Eelation zwischen x^ y, x^, y^ allein folgt:

Sl{x, y, X,, y^) = 0,

tvird bestimmt durch die drei Gleichungen:

Wenn umgekehrt eine solche Relation Sl = vorgelegt wird,

dass die"" drei Gleichungen:

(32) ß = 0, ß, + ij'Sl, = (}, ilx, + ?//%, =
nach X, y,

y' ebensowohl wie nach x^, y^, yl auflösbar sind, so be-

stimmen sie zunächst sicher eine Transformation der Linienelemente

{x^ y, y'). Sie bestimmen aber dann auch gerade eine Berührungs-

transformation, denn sie ziehen die Relation (28) nach sich, die sich

infolge von (32) auf die Form bringen lässt:

sodass eine Relation von der Form (29) besteht, in der

ist. Die Relation (29) ist aber die Bedingung der Berührungstrans-

formation. Also

:

Satz 10: Ist die Eelation

Sl(x, ij, x^, ?a) =
so beschaffen, dass die drei Glciclnnujm
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ß = o, ß, + y'ß, = o, i^,^ + y;ßy^ = o

nach X, y,
y' ebensowolü wie nach a\, y^, y^ auflösbar sind, so liefert

die Auflösung nach x^, y^, yl eine Berühnmgstransformation. In dieser

Weise erhält man alle Berührungstransformationen der Ebene, die nicht

bloss eriveiterte PunJcUransformationen sind.

Wir untersuchen nun, welche analytische Kriterien die Gleichung ^.^^'^^^»^''^^

Sl == erfüllen muss, damit Sl = wirklich eine Berührungstrans-

formation bestimmt. Einerseits zeigte die begriffliche Betrachtung, dass

es notwendig ist und hinreicht, dass iß == gerade oo^ von einander

verschiedene Curven in x^, y^ darstellt, sobald x, y als Parameter auf-

gefasst werden, andererseits zeigt die analytische Entwickelung, dass

es notwendig ist und hinreicht, dass die drei Gleichungen (32) sowohl

nach X, y,
y' wie nach x^, y^, yl auflösbar sind.

Indem wir für beide Forderungen analytische Kriterien suchen,

werden wir beide Male zu demselben Ergebnis gelangen, wie von vorn-

herein klar ist.

Fragen wir uns zuerst, wann die drei Gleichungen (32) sowohl

nach X, y,
y' wie nach x-^, y^, y^ auflösbar sind. Die zweite Gleichung

(32) bestimmt y', sobald nicht 5iy infolge von ß = verschwindet.

Die erste und dritte sind nach x, y auflösbar oder, was auf dasselbe

hinauskommt, die drei Gleichungen

(33) ^ = 0, —
2/,'-f A-ß,, = 0, l-fAiJy^ =

sind nach X, x, y auflösbar, sobald ihre Functionaldeterminante hin-

sichtlich A, X, y, nämlich

Sl,^ Aß,,, ISl,,

nicht infolge von (33) verschwindet. Da nach der letzten Gleichung

(33) A =f= und =|= cx) ist, sobald £ly^ nicht infolge von Sl = ver-

schwindet, so dürfen wir den Factor A, mit dem die ganze Deter-

minante behaftet ist, fortlassen, sodass die Determinante

ß, Sl,

Sl:,, Sl^cx, ^y

bleibt. Die Gleichungen (32) sind mithin nach x, y, y' auflösbar, so-

bald weder Sly noch Sl,j, infolge von Sl = noch endlich die Deter-

minante z/ infolge von (33) verschwindet. Die Determinante z/ ist

aber frei von y^ und A. Wir brauchen also nur zu verlangen, dass
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weder Sl„ noch i^y^ noch z/ infolge von 5i = verschwindet. Wäre

Sil, = infolge von ü = 0, so wäre offenbar auch z/ = 0, ebenso

wenn il>j^ = wäre infolge von ß = 0. Es verbleibt daher nur die

Bedingung, dass z/ nicht infolge von Sl = verschwinden darf.

Da die Gleichungen (32) und ebenso z/ in x, y,
y' und i\, y^, y^

ganz symmetrisch gebaut sind, so ergiebt sich dieselbe Bedingung für

die Auflösbarkeit von (32) nach x^, y^, y^.

Theorem 1: Jede Berührungstransformation der Ebene, die

nicht bloss die Erweiterung einer PtinJcttransformation ist,

tvird bestimmt durch ein Gleichungensystem von der Form

^i^, y, 'h, yi) = 0,
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nicht infolge von (^-l) verschwinden. Sie stellt aber gleich Null gesetzt zusammen
mit der zweiten Gleichung (34) ein in %, A homogenes lineares Gleichungenpaar

dar. Da es kein System von Lösungen u, X vermöge der ersten Gleichung (34)

haben darf, so folgt: Die Determinante dieses Gleichungenpaares hinsichtlich x, Z,

nämlich

I

"^.r %

darf nicht infolge von ß = verschwinden. Diese Determinante ist aber gerade

gleich dem negativen Werte der obigen Determinante ^. Wir kommen also,

wie es sein musste, genau zu der im Theorem foi'mulierten Bedingung.

Dass man bei der Anwendung des Theorems 1 Vorsicht walten lassen muss, Beispiel,

lehrt folgendes Beispiel: Setzen wir

so haben wir nach dem Theorem die beiden Gleichungen zu bilden:

« - ^1 + y' (y — yi) = o,

X — x^ -\- yt'iy — y^) = o.

Diese Gleichungen werden befriedigt durch:

^1 = «, Z/i = y, 2/i'= y',

was eine Berührungstransformation, nämlich die identische darstellt. Trotzdem

aber ist im vorliegenden Falle, wie man leicht berechnet, die Determinante

zTee — 8(a; — x,y — 8{y — i/i)' EE — Sß,

also gleich Null infolge von Sl = 0. Der Fehler liegt hier einfach darin, dass

.-Cj = a?, yj^=y, y^'=y' gar nicht die Auflösung unserer drei Gleichungen

ist. Denn wenn allein ajj = a?, i/j = 7/ gesetzt wird, so wei'den die obigen drei

Gleichungen schon befriedigt, welchen Wert auch y^' haben mag. Die ganze

Schwierigkeit verschwindet, sobald man die Gleichung ß = in ihre beiden

Factoren zerspaltet und für jeden einzelnen

X — x^ ± i{y — 2/i)
=

das Theorem 1 in Anwendung bringt.

In allen bisherigen Entwickelungen haben wir das rechtwinklige Müderes

Cartesische Coordinatensystem {x, y) zu Grunde gelegt. Wir wollen tensystom.

aber nicht unterlassen, zu bemerken, dass ivir auch jedes andere System

von PunJitcoordinaten hätten henutsen JcÖnnen. Liegen z. B. Polarcoordinaten

r, cp vor, so bestimmen die drei Grössen r, (p und (p'= ,7 einen Punkt

(r, (p) mit hindurchgehender Geraden, also ein Linienelement. 00^ Linien-

elemente (r, (p, 9)') bilden einen Elementverein, wenn sie die Linienele-

mente einer Curve oder eines Punktes sind, d. h. wenn sie die der

Relation dy — y'dx = ganz analoge Relation

d(p — cp' dr =
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erfüllen. Demgemäss ist eine Transformation von r, q), (p' in 9\, q)^, cp^

eine Berührungstransformation der Ebene, wenn vermöge ihrer eine

Relation von der Form

d<p^ — ^1 (^'^\ = Q(d(p — q)' dr)

besteht, in der q nur von r, q), qi' abhängt.

Hieraus erhellt, dass die vorherigen Betrachtungen sämtlich richtig

bleiben, wenn man statt x, y,
y' die Grössen r, q), qi' und statt x^, y^, yl

die Grössen r^, qoi, q>^ setzt.

Dasselbe gilt, wie nicht weiter ausgeführt zu werden braucht,

welches System von Punktcoordinaten auch angewendet werden mag.

§ 5. Beispiele von Berührungstransformationen.

Schon im ersten Kapitel gaben wir eine Reihe von Beispielen

von Berührungstransformationen. Wir wollen hier diese Transfor-

mationen mit Hülfe der im vorigen Paragraphen entwickelten Theorie

nochmals ableiten und weitere Beispiele bringen.

1. Beispiel. 1. Beispiel : Wählen wir die Gleichung ß = in der Form

ß = a^ÄJi + «/ + ^ji
= 0,

so liefert unser Theorem 1 ausser dieser die beiden Gleichungen:

^1 + ^' = 0, x-^ xjI = 0,

sodass sich ergiebt:

(35) x^ = — y', y^ = xy'—y, y,' = — x.

Die Determinante z/ ist hier also nicht Null. Die Gleichungen (35)

rS Poiwen »teilen die Transformation durch reciprolie Polaren in bezug auf die

Parabel

x^-\-2y =
dar. (Vgl. § 8 d. 1. Kap., S. 24, Formeln (20).)

Die Annahme:
Sl = xxi-j-yy^ + l=0

führt entsprechend zur Transformation durch reciproke Polaren hin-

sichtlich des imaginären Kreises:

x' + y'-\-l = 0.

(Vgl. ebenda, Formeln (18').)

Wir fügen hier hinzu: Legen wir als Gleichung Sl = eine in

x, y wie in x^, y^ lineare Gleichung zu Gnmde:

(36) ß -^ (ci.x -\- h^y -j- Ci) x, -\- (a^x -{- h,y -{- c.,) y,

-\-(ci,x + h,y-\-e,) = 0,



§ 5. Beispiele von Berührungstransfoi-mationen. 57

so liefert unser Theorem 1 ausserdem die beiden Gleichungen:

a,x^ + a^yi + % + {\^i + hVi + h) y' = 0;

a^x + \y + Ci + {a^x + \y + c^) y^ = 0.

Auflösung nach x^, y^, y^ liefert, sobald man die ünterdeterminanten

der Determinante
H zb %\ ^3

hinsichtlich ai, h;, Ci mit A,, Bi, d bezeichnet:

A,y' -B, + C,{y-xy')

(37)

.2/1'
=

Hier ist die Determinante;

«2^ + \y + C2

Ay' - J?2 + G,{y — xy')

A,y' - B, + C,{y - xy')'

a^x -{- h^y -\- C2

%^i + «2^1 + «3 ^1^1 + hyi + ^:

% ^1

«2 &2

Sie reduciert sich infolge von (36) auf die Determinante

Es ist demnach vorauszusetzen:

Unter dieser Voraussetzung ist (37) eine Berührungsfcransformation.

Wie (36) lehrt, ordnet sie jedem Punkt eine Gerade und jeder Geraden

einen Punkt zu. Sie ist eben die allgemeine Dualität*). Inbesondere Dualität.

kann sie sich auf die Transformation durch reciproke Polaren vermöge

eines Kegelschnittes reducieren. Dies tritt, wie sich leicht beweisen

lässt, dann ein, wenn die Gleichung (36) symmetrisch in den Ver-

änderlichenpaaren x, y und x^, y^ ist, und zwar lässt sich dann

*) Im Jahre 1822 hatte Poncelet in dem Werke Traue des pj-opr. proj. die

Theorie der reciproken Polaren entwickelt. Ausführlicher stellte er sie in dem oben
(S. 27) genannten Memoire dar. Alsdann deutete Ger gönne in den Annales de

Mathem., Bd. 16, 1825— 26, S. 209, das allgemeine Princip der Dualität an. Dass der

Übergang von der Transformation durch recipi-oke Polaren zur allgemeinen Dualität

immerhin ein gewisser Fortschritt war, gab Poncelet nie zu. Allerdings waren
Gergonne's Entwickelungen , wie Poncelet mit vollem Recht hervorhob, vag
und nicht frei von wesentlichen Fehlern. Eine richtige Würdigung beider Trans-

formationen findet sich alsdann bei Möbius in seinem barycentrif<dien Calcul (1827)

und später bei Plücker.
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die Gleicliung des zu Grunde liegenden Kegelschnitts auf die Form

brinsfen:

X

0.

y

1

1

S.Beispiel. 2. Beispiel: Wählen wir ß = in der Form:

Si = (x- x,y + (y - y,y - n' = 0^

so liefert das Theorem 1 noch die beiden Relationen

x — x, + Oj — y,)y'=0, x — x,-\-(y — y,) y,' = 0,

sodass aus allen dreien folgt:

(38) X. = X —-—
z , ?/, = w H— , , ?/, = y .

Dilatation. Dicse Gleichungeii stellen die Dilatation um die Strecke n dar. (Vgl.

§ 2 des 1. Kap., Formeln (11'), S. 15.) Die Determinante z/ ver-

schwindet hier nicht vermöge iß = 0, solange, wie wir voraussetzen,

n von Null verschieden ist.

Aus der geometrischen Bedeutung der Dilatation erhellt unmittelbar,

dass, wenn man zunächst die Dilatation Z)« um die Strecke n, alsdann

die Dilatation B,,, um die Strecke m ausübt, das Endergebnis dasselbe

ist, als ob man nur die Dilatation 7),,4.,„ um die Strecke n -\- m aus-

geführt hätte. Dies muss sich auch in den Formeln zeigen. In der

That, die Dilatation J)„ wird durch (38) dargestellt. Sie führt die

Linienelemente (x, y, y') in neue Elemente (x\, y^, ?//) über. Die nun

auszuübende Dilatation jD^ i^m die Strecke m wird diese neuen Elemente

in andere (x^, y.2, y^) verwandeln vermöge der Gleichungen:

(39) x^ = x^ — -rj^-^T-.i y-z = yi + ,7:-=^=^2' ^2 = ^1 •

Eliminieren wir hieraus vermöge (38) die Zwischenwerte x^, y^, y/,

so ergiebt sich

(n -\- m)y' , n -\- m , ,

x.2 = x — -'-^L=^, tj, = y + , -^ ,.,, y2 =y,

d. h. die Dilatation der ursprünglichen Elemente (x, y, y') um die

Strecke n-\-m. Damit ist die Richtigkeit der symbolischen Gleichung:

X>.i).„ = !)„+,„
analytisch dargethan.

Es giebt insgesamt cx)^ Dilatationen, da in den Gleichungen (38)

ein Parameter n auftritt. Wir können nun also sagen: Die Schar

aller oo^ Dilatationen hat die Eigenschaft, dass. die Aufeinanderfolge
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zweier Dilatationen stets einer Dilatation äquivalent ist. Wir drücken

dies dadurch aus, dass wir sacken: Alle Dilatationen hilden eine Gruppe, Eingi.
7 O ^^ ' Gruppe V.

und 0tvar eine Gruppe mit einem Parameter, also — wie wir sagen Diiatat.

wollen — eine eingliedrige Gruppe von Berührungstransformationen.

Wir werden im 6, Beispiele durch eine besondere Fragestellung

abermals auf die Dilatationen gefürt werden.

Nunmehr wollen wir besondere Kategorien von Berührungstrans-

formationen aufstellen, die dadurch definiert sind, dass sie mit gewissen

einfachen Punkttransformationen vertauschhar sein sollen. Sind /Sund Tvortaasoii-
l>arkt. von

zwei Transformationen, so sagen wir, dass sie vertauschbar sind, wenn 'i'if-

die Aufeinanderfolge ST dasselbe giebt wie die Aufeinanderfolge TS,

symbolisch ausgedrückt, wenn

ST=TS
ist.

Es seien S, T zwei vertauschbare Berührungstransformationen und

zwar T eine erweiterte Punkttransformation. Wenn der Punkt
jf)

ver-

möge T in den Punkt p^ übergeht, so drücken wir dies durch die

symbohsche Gleichung aus:

Entsprechend, wenn S den Punkt ^) in die Curve Je überführt, so

schreiben wir:

(P)S=(J^.
Nun soll

(p)TS = (p)ST
sein, d. h.

(p,)S=(h)T

Weiss man also, dass der Punkt p) vermöge S in die Curve k über-

geht, und verwandelt T den Punkt j) in den

Punkt ji}j, so geht letzterer vermöge S in die Curve ^ ^ ^-/—^
über, die aus der Curve k durch T hervorgeht. ^^ J Ä, j

^Kl
3. Beispiel: Gesucht wird die allgemeinste V ^ V y 1

^J- Beispiel.

Berülirungstransformation, die mit allen Trans- ^ t

lationen vertauschhar ist.
^ "°

Ist S eine mit allen Translationen T ver-

tauschbare Berührungstransformation und führt

S einen bestimmten Punkt p in die Curve Tc 7>,°

über, so wissen wir auch, in welche Curven i'ig. 27.

alle anderen Punkte bei S übergehen. Denn
es giebt ja stets eine Translation, die p nach einer beliebigen Stelle p^ führt.

Nach dem Vorhergehenden wird S den Punkt p^ in die Curve /q über-

führen, die aus li durch eben diese Translation hervorgeht. (Vgl. Fig. 27.)
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Mithin gehen alle Punkte (x, y) bei S in congruente und gleichgestellte

Curven li über. Die Gleichung ß = hat infolgedessen hier die be-

sondere Form:

(40) ^{x - x„ y-y,) = 0.

Theorem 1 liefert

y =0,

da , da , _ ^
\ ?,(„ — «,\ y^ *-';

d{x — x^) ^ d(y

also ?// = y'. Also wird jedes Element parallel mit sich verschoben.

Durch Auflösung ergiebt sich etwa:

x — x^ = q>{y'), y — yi = t(y')y

sodass die gesuchte Berührungstransformation die Form hat:

^i = ^ — fpiy'), yi = y — t(:y'), yi=y'-

Umgekehrt stellen drei solche Gleichungen eine Berührungstransfor-

mation dar, wenn sie eine Bedingung von der Form

(^yi — yxii^i = Q(f^y — y'dx)

erfüllen, die hier so lautet:

dy — i/dx — {il>' — y'(p') dy' == Q(dy — y'dx),

d. h. es muss (> ^^ 1 und
T^' — y'cp' =

sein. Diese Relation wird in allgemeinster Weise durch die Annahme

d(o(y')
,

/ ,N , dco(y')

erfüllt. Also folgt:

Satz 11: Die allgemeinste mit allen Translationen vertauschhare

Berührungstransformation der Ebene hat die Form:

I
dco(y') / r\ , f dco(y') , ,

x^ = x + ~^jr^, yi = y — (^(y)-\-y -^-; !/i
==

2/

,

in der C3(y') eine heliehige Function von y' vorstellt^').

4. Beispiel. 4. Beispiel: Gesucht wird die allgemeinste Berührungstransformation,

die mit allen Translationen längs der y-Äxe vertausciibar ist.

Geht bei der gesuchten Transformation S der Punkt p in die

Curve Ti über, so geht jeder Punkt p^, der durch Translation längs

der y-Axe aus j3 hervorgeht, vermöge S in die Curve Ji\ über, die

*) Beiläufig bemerken wir, dass der Inbegriff aller Berührungstransformationen,

die mit allen Translationen vertauschbar sind, die Gruppeneigenschaft besitzt. Alle

diese Transformationen bilden nach unsrer Terminologie eine unendliche Gruppe.
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durch ebendiese Translation aus h hervorgeht. Mithin gehen alle

Punkte einer zur y-Axe parallelen Geraden bei S in congruente und

gleichgestellte Curven über, d. h. ß = hat die Form:

(41) Sl(x, x„ y-y,) = 0.

Hieraus leitet man nach Theorem 1 die gesuchte Berührungstrans-

formation ab.

5. Beispiel: Gesucht ivird die allgemeinste Berührungstransformation, 5. Beispiel.

die mit allen Rotationen um den Anfangspunkt vertauschhar ist.

Wir legen hierbei Polarcoordinaten r, cp zu Grunde, indem wir

auf die Schlussbemerkungen des vorigen Paragraphen verweisen. Geht

der Punkt j? bei der gesuchten Berührungstransformation in die Curve

]i über, so gehen diese Gebilde durch Rotation um den Anfangs-

punkt in Punkte p^ und Curven \ über derart, dass die gesuchte

Berührungstransformation die 2h in die 7q verwandelt. Also hat ß =
hier die Form:

(42) ß(r, r„ cp - <p,) = 0.

Setzt man x, x^, y, y^ statt r, r^, (p, cp^, so kommt die Gleichung

(41) des vorigen Paragraphen. Der innere Grund hierfür liegt darin,

dass die Rotationen um den Anfangspunkt in Polarcoordinaten:

r^ = r, 9^1 = (p -\- Const.

dieselben Gleichungsformen wie die Translationen längs der y-Axe in

Cartesischen Coordinaten:

^i = ^, yx = y + Const.
haben.

6. Beispiel: Gesucht tvird die allgemeinste Bcrührungstransformation, c. Beispiel.

die mit allen Botationen um den Anfangspunkt und mit allen Translationen

vertauschhar ist Sie wird mit allen Bewegungen der Ebene überhaupt

vertauschbar sein, da sich jede solche aus einer Rotation um den

Anfangspunkt und einer Translation zusammensetzen lässt. Die Gleichung

ii = muss in Cartesischen Coordinaten die Form (40) und in Polar-

coordinaten die Form (42) haben. Nun hat die Gleichung

Sl{x — x^, y — y^) =
in Polarcoordinaten die Form (42) nur dann, wenn sie x — x^ und

y — y^^ in der Verbindung

(x — Xj)-' -\-{y — y,y

enthält, sodass die Gleichung Sl = in der Form angenommen werden

kann:

Si = (x- x,y -\-(y- y,y -n' = 0.

Diese Gleichung aber trat schon im 2. Beispiel auf. Also folgt:
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Dilatation. Satz 12: Biß einzigen mit allen Beivegungen der Ebene vertauscli-

haren BerüJmmgstransfm-mationen sind die Bilataüonen.

7. Beispiel. 7. Beispiel: Gesticht wird die allgemeinste Berührungstransformation,

die mit allen Botationcn um den Anfangspunkt und mit allen Streehmgen

vom Anfangspunkt aus vertauschbar ist.

Unter Streckung vom Anfangspunkt aus ist die Ähnliclikeits-

transformation

Xi = n X, 1)1
= n y

zu verstehen. Die Gleichung ^ = der gesuchten Berührungstrans

formation muss zunächst nach dem Ergebnis des 5. Beispiels in Polar-

coordinaten die Form (42) haben:

ß(r, r^, (p — cp,) = 0.

Sie muss nun ungeändert bleiben, wenn die Punkte (r, 9) und (r^^, qpj

gleichzeitig der Streckung vom Anfang aus unterworfen, d. h. r und r^

mit demselben Factor multipliciert werden. Sie hat deshalb die Form:

^(^, <p-cp,) = 0.

Setzen wir

lgr = Q, \gr, = Q„

so nimmt sie, geschrieben in den neuen Coordinaten q, (p, die Form an:

F{q — Qi_, (p — cpi) = 0.

Vergleich mit der Gleichung (40) des 3. Beispiels zeigt, dass wir den

damaligen Satz 11 unmittelbar übertragen können.

Jetzt sind q, (p und die Grösse -^, die wir mit q) bezeichnen

wollen, die Linienelements-Coordinaten, die an die Stelle von x, y,
y'

treten. Wir finden daher als die Form der gesuchten Berührungs-

transformation diese:

Wir führen nun wieder Polarcoordinaten ein, indem Avir setzen:

r = c?, r^ = c?',

sodr

(43)

9^

sich ergiebt
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Es wird vorzuziehen sein, als dritte Coordinate des Linien-

elements {}', rp, q)') statt cp' den

Winkel t zu benutzen, den das

Element mit dem Radiusvector r

bildet. (Vgl. Fig. 28.) Es ist

tgT
dcp ,

r -5^ = rw
dr ^

also das obige (p, und analog

Eliminieren wir hiernach qo' und

9?/ durch Einführung von t und t^

aus (43), so lauten die Gleichungen der Transformation:

(44)

dwitgt)

fL \ \ L d(o{tg r)

<Pi
= fp — co(tg r) + tg T ^^„-

Satz 13: Die allgemeinste Berilhrwigstransformation, die mit allen

Rotationen um den Änfangspunld und allen Streckungen vom Anfangs-

punlit aus vertauscJibar ist, Jiat die Gestalt:

dw(tg-r)

^ß dtgr ,

9^1 = 9^ - «(tg tr) + tg T -^^-—,

wenn r, cp Polarcoordinaten sind und t den Winlicl des Linienelenients

(>•, cp, t) mit dem Badiusveetor r hezeichnet.

Setzen wir z. B. in (44) für co die Function:

oEEEtgrlgsinr — T + |,

die ja eine Function von tg x ist, so ergiebt sich, da dann

Iff sin T

ist:

(45)

d(o

d igt

ffi qP + T — ö; T^i

Dies aber ist die Fussimnld- Transformation mit dem Anfangspunld ^usspunkt-

als Pol. Denn man erhält das Element (r^, (p^, r^) aus dem Element
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(r, (p,t), wenn man von auf die Gerade des letzteren das Lot fällt

(vgl. Fig. 29) und im Fusspunkt das neue Element so anbringt, dass

es mit dem Radiusvector den Winkel r

bildet. Man vergleiche hierzu die in Fig. 9,

S. 17, gegebene Construction.

Es ist klar, dass auch alle Wieder-

holungen FF= F\ FFF= F^ u. s. w.

der Fusspunkt - Transformation F, die

durch (45) dargestellt wird, mit allen

Rotationen um und Streckungen von

aus vertäuschbar sind. Mithin müssen

die Formeln (44) bei passender Wahl
der Function co (tg t) diese Wieder-

holungen der Fusspunkt-Transformation

F darstellen.

Führen wir nach (45) nochmals diese

Fusspunkt-Transformation aus, so geht das Linienelement (r^, qpg? "^^2)

hervor, für Avelches

Fig. 20.

also nach (45)

ist. Dies ist daher F'^. Nochmalige Wiederholung von F giebt F^'.

9'3 = 9 + 3t — 7C, To == t

u. s. w. Endlich F" wird dargestellt durch

(46) rn = r sin'* t, (p^ = tp -\- m — ^ sr, tn = t.

Li der That geht diese Transformation aus (44) hervor bei der be-

sonderen Annahme:

(47) t lg sin T — T + 2

d. h. wenn man für co das ^^-fache der Function setzt, die zu wählen

ist, wenn sie die Fusspunkt -Transformation F selbst geben soll.

Besonders interessant ist es nun, zu sehen, dass die Gleichungen

(46) auch dann eine Berührungstransformation der Elemente (r, qp, t)

in die Elemente (r„, cpn, t„) darstellen, wenn n nicht gerade eine ganze

positive Zahl, sondern eine beliebige Constante ist. Denn die Gleichungen

(44) stellen ja stets eine Berührungstransformation dar, also auch bei

der Annahme (47), wodurch eben (46) hervorgeht. So giebt die An-
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nähme n=— 1 die zur Fusspunkttransformation F inverse Berührungs-

transformation F~^:

sin T ' ^ ^
' 2

'

'

Es liegt also eine continuierliche Schar von oo^ Berührungstrans-

formationen (46) vor, die insbesondere die Fusspunkttransformation,

ihre inverse und die Wiederholungen dieser beiden enthält. Die Schar

hat die Gruppeneigensdiaft: In der That, wenn wir nach der Trans-

formation (46) diejenige ausführen, in der statt n eine Grösse m
steht, so ergiebt sich als der Aufeinanderfolge beider äquivalent die-

jenige, bei der statt ii die Grösse n -\- m steht. Die Aufeinanderfolge

zweier Transformationen der Schar (46) ist also stets wieder einer Trans-

formation der Schar äquivalent. Die Gleichungen (46) stellen, wie wir

sagen, eine eingliedrige Gruppe von Berührungstransformationen dar.

8. Beispiel: Die Transformation durch reciproke Polaren ist einer Ver- Polaren

allgemeinerung fähig, die sich ergiebt, wenn man statt des Kegelschnittes eine ^^'^curvl»^

algebraische Curve höherer Ordnung zugrunde legt. Wir erinnern zu dem Zweck
an einige Betrachtungen der analytischen Geometrie der ebenen Curven:

Nehmen wir an, gegeben sei eine Curve k von n^^^ Ordnung und es sei

qp(aj, y, z) ^0
ihre Gleichung geschrieben in den homogenen Punktcoordinaten x, y, z. Ver-

stehen wir unter Uf die Operation

^ dx '
''^ dy ' ^ dz'

ausgeführt auf eine Function f von x, y, z, so ist

eine in x,y,z vom (n — 1)'*^", in Xi,y^, z^ vom ersten Grade homogene Gleichung.

Werden ajj
, y^, z^ gegeben, so stellt f/qp = eine Curve {n — 1)'" Ordnung,

geschrieben in x^y, z, dar, die sogenannte erste Polare des Punktes (aj^, y^, z^)

hinsichtlich der gegebenen Curve Tc. Die Gleichung

U{Ucp) = 0,
oder symbolisch kürzer

U^cp =
geschrieben, ist in x, y, s homogen von (w — 2)*"^ in x,^, y^, z^ homogen von
zweiter Ordnung. Bei gegebenen «1,2/1, % stellt sie die zweite Polarcurve des

Punktes (x^
, 2/1 , z^) hinsichtlich der gegebenen Curve k dar. Allgemein ist

eine in x, y, z vom {n— m)'®", in aji , 2/1 , z^ vom w'^" Grade homogene Gleichung.
Bei gegebenem Punkte {x^

, y^, z^) stellt sie eine Curve (« — mf^"^ Ordnung in

x,y, z, die m*« Polarcu/rve des Punktes {x^, t/j , z^) hinsichtlich k, dar.

Man kann nun eine dieser Gleichungen als Gleichung Sl= einer Berührungs-
transformation benutzen, nachdem man in sie etwa vorher nicht -homogene Punkt-
coordinaten eingeführt hat, um Theorem 1 anwenden zu können. Wir wollen

Lie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 5 [23.11. 1S9,5.]
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hier die homogene Schreibweise beibehalten, da wir nur einige Eigenschaften der

betreffenden Berührungstransformation besprechen. Benutzen wir die Gleichung

Ucp = 0,

die in x, y, z vom {n — 1)*''", in x^^y^, z^ vom ersten Grade ist. Wir bemerken,
dass sie bei gegebenen x, y, z auch die [n — 1)"= Polare des Punktes {x, y, z)

darstellt, geschrieben in den laufenden Coordinaten a?j
, 2/i i •^i-

Diese (w— 1)*'' Polare

ist von erster Ordnung, also eine gerade Linie. Wenn nun Ucp = als Gleichung

ß = benutzt wird, so erkennen wir: Die dadurch definierte Berührungstrans-

formation ordnet jedem Punkte (x, y^ z) eine Gerade, nämlich seine (n — 1)*« Polare

hinsichtlich Je, zu. Dabei wird jeder ersten Polarcurve ein Punkt, nämlich ihr Pol,

zugeordnet.

Gehen wir allgemein von

C7"> =
aus. Diese Gleichung stellt bei festen x, y, z die (« — jh)'^ Polare des Punktes

{x,y,z), bei festen «j , 2/n ^i ^^^ "'''*^ Polare des Punktes (a;i,2/n'^i) ^^^- Sie

definiert mithin eine Berührungstransformation, bei der jeder Punkt in seine

(n — wi)'« Polarcurve und jede m^^ Polarcurve in einen Punkt, ihren Pol, ver-

ivandelt tvird.

Berüiirgstrf. Wir wollen noch ganz kurz auf eine Erzeugungsart von Berührungstrans-
e''2«"8' *"ä formationen aus Scharen von Punkttransformationen*), die allerdings Interesse

' darbietet, aber in diesem Werke nicht gebraucht icird, aufmerksam machen.

Es liege eine Schar von oo^ Punkttransformationen vor:

(48) a-'i = (p{oc, y, a), y^ ^tp (x, y, a),

in deren Gleichungen also a die Rolle eines Parameters spielt. Wir wollen die

zum Parameterwert a gehörige Punkttransformation mit T^ bezeichnen. Wenn
man nun auf ein und denselben Punkt {x,y) alle Punkttransformationen T^ aus-

übt, so geht er in oü' durch (48) definierte Punkte {x^, y^) über. Die von ihnen

gebildete Curve wird dargestellt durch die Gleichung, die aus (48) durch Elimi-

nation von o folgt. Es sei dies die Gleichung

(49) Sl{x,y,x,,y,) = 0.

Erfüllt diese Gleichung (49) die in Theorem 1 ausgesprochene Bedingung, so

definiert sie eine Berührungstransformation. Bei dieser Berührungstransformation

geht also jeder Punkt {x, y) in die Curve Cj der Punkte über, in die er durch

alle oo^ Punkttransformationen T^ ver-vyandelt wird. Liegt nun irgend eine Curve

k vor, so erhält man (vgl. S. 48) die Curve k^ , in die sie übergeführt wird, als

die Umhüllende der Curven Cj , in welche die Punkte von k verwandelt werden.

Man kann nun beweisen, dass diese Curve k^ auch die Umhüllende einer zweiten

Curvenschar ist: Führt man auf die Curve k nach und nach alle Punkttrans-

formationen T^ aus, so gelangt sie in oo'^ verschiedene Lagen y^. Die Um-
hüllende dieser Curven y^ ist dann ebenfalls k^.

ATiwend!?. Ein Beispiel hierzu liefert die Theorie der Bollcurven: Liegen nämlich zwei

*) Die Ableitung von Berührungstransformationen aus oo' Punkttransfor-

mationen wurde gelegentlich von Bäcklund angedeutet. Engel hat sie in seiner

Dissertation (Zur 'Theorie der Berührungstransfoi-mationen, Math. Ann. Bd. 27, S. 1,

1883) eingehend dargestellt. Man kann die im Text gegebene Entwickelung ins-

besondere für die Theorie der Zahnräder verwerten. Klein setzte die Construction

der Zahnräder mit Berührungstransformationen in Verbindung.
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auf s ab, so kommt r nach einander in verschiedene Lagen und jeder mit r starr

verbundene Punkt p ebenfalls. Die mit r starr verbunden gedachten Punkte p
der Ebene sind also gewissen oo^ Punkttransformationen T^ unterworfen, die hier

Bewegungen sind. Bei allen T^ beschreibt ein Punkt p eine Curve, seine Roll-

curve Cj. Indem man jedem Punkt p seine Rollcurve c^ zuordnet, erhält mau
eine Berührungstransformation. Wählen wir irgend eine mit r starr verbundene

Curve k, so erhält man die Curve l\, in die sie durch die Berührungstransfor-

mation übergeht, auf zweierlei Weise: Einmal ist sie die Umhüllende der Roll-

curven c^ der Punkte p von k. Andererseits ist sie die Umhüllende aller Lagen

y^, in welche die Curve k beim Abrollen successive übergeht.

Dies erläutert Fig. 30, in der s eine Gerade, r ein auf ihr abrollender Kreis

ist. Die Rollcurven Cj der Punkte p sind dann Cykloiden. Als mit r starr ver-

bundene Curve k ist ein Kreis gewählt. Die von den Punkten p von k ausgehenden
Cykloiden q haben dieselbe Umhüllende kj^ wie die Kreise y^, in die der Kreis k

successive übergeht.

Kapitel 3.

Deflnition der Beriiliruiigstraiisfoi'matioiien durch

Differentialgleiclmngeii.

Die Methode, die wir im vorigen Kapitel zur Aufstellung aller

Berührungstransformationen entwickelt haben, verlangt nur die Aus-

führung von Differentiationen und Eliminationen, also das, was wir

ausfükrhare Operationen nennen. Diese Methode gestattete uns, unter

Anderem eine Anzahl Kategorien von Berührungstransformationen mit

gewissen besonderen Eigenschaften ohne Mühe aufzustellen.

Es giebt nun aber noch eine zweite Methode zur Auffindung

aller Berührungstransformationen, die allerdings die Integration von

Differentialgleichungen verlangt. Wenn auch diese neue Methode des-

halb einen weniger elementaren Charakter hat, so ist sie doch äusserst

wichtig, ja invariantentheoretisch sogar wichtiger als die frühere.

Die neue Methode beruht darauf, dass die Funetionen X, Y, P
in den Gleichungen einer Berührungstransformation
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^1 = X(x, y, y'), y, = Y(x, y, y'), v// = P{x, y, y')

durch gewisse Bifferentialrelationen verhiüpft sind, die notwendige und

hinreichende Kriterien für die Berühnmgstransformation ergehen. Diese

Relationen lehren, dass man z. B. die Function X. völlig willkürlicli —
nur nicht constant — wählen darf, während dann Y eine beliebige von

X unabhängige Lösung einer gewissen linearen partiellen Differential-

gleichung ist. Die zugehörige Function P endlich ergiebt sich hinterher

ohne weiteres.

Die soeben genannte lineare partielle Differentialgleichung lässt

sich in durchsichtiger Weise deuten; sie sagt aus, dass die Functionen

X, Y dann und nur dann zu einer Berührungstransformation gehören,

wenn die Gleichungen X = Const., Y= Const. intermediäre Integrale

einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung m x, y sind.

Hieraus ziehen wir weitere Schlüsse, besonders auch über die Aus-

führung von Berührungstransformationen auf Differentialgleichungen

zweiter Ordnung.

Endlich besprechen wir einige Entwickelungen , die von Lagrange
und Plücker herrühren, welche unter den Vorläufern der allgemeinen

Theorie der Berührungstransformationen der Ebene einen hervor-

ragenden Platz einnehmen.

§ 1. Relationen zwisclien den Functionen X, Y, P.

Vorausgeschickt sei, dass wir von jetzt an häufig statt des Zeichens

y' das bequemere p, also entsprechend statt y^ auch 2h benutzen

werden. —
Liegen nun drei Gleichungen von der Form

(1) X, = X{x, y,p), 2/i
== Y{x, y,p), p, = P(;r, y,p)

vor, so wissen wir, dass sie eine Transformation in den Veränderlichen

X, y, p darstellen, wenn X, Y, P von einander unabhängig sind; wir

wissen ferner, dass diese Transformation eine Berührungstransformatlon

ist, sobald infolge von (1) eine Bedingung von der Form

(2) dY— PdX =Q.(dy — p dx)

besteht. Die Function q darf nicht identisch verschwinden, weil sonst

die Functionen X, Y, P nicht von einander unabhängig sind. (Vgl.

Satz 3, § 3 des vorigen Kapitels, S. 45.)

Die Bedingung (2) liefert die drei einzelnen:

Y, — X.P+PQ = 0,

(3) jr,-x,p-^=o,
Yp — XpP =0.
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Dies sind drei in ^, — P und 1 lineare homogene Gleichungen, deren

Determinante also Null sein muss. Diese Determinante lautet:

w
X,
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Wir haben hiermit eine Bedingung, die zwei von einander unab-

hängige Functionen X, Y von x, y, p erfüllen müssen, damit zwei

Functionen P und q von x, y, p vorhanden sein können, für die

'xyi — identisch die Gleichung (2) erfüllt ist. Wir werden nun sehen, dass

rdlhc^d
di®^® Bedingung auch Jmireichcnd für die Existenz dieser Functionen

P und Q ist.

Wenn nämlich X, Y von einander unabhängig sind, so sind nicht

alle zweireihigen Unterdeterminanten der Determinante (4), die den

Wert [X Y] E^ hat, ebenfalls identisch Null. Mithin reducieren sich

die drei Grleichungen (3), die ja (2) ersetzen, auf gerade zwei von ein-

ander unabhängige, die P imd q eindeutig bestimmen. Sie geben für

P die beiden infolge von [XY]^0 übereinstimmenden Werte:

von denen sicher einer einen nicht identisch verschwindenden Nenner

hat, denn sonst wäre X entgegen der Voraussetzung eine Constante.

Für Q ergeben sich die beiden ebenfalls infolge von [X Y] ^ über-

einstimmenden Werte

:

/g) p ^ ^x^y- ^
y ^x _^p^y- ^y ^p

Q ist von Null verschieden, denn wären beide Zähler Null, so wären

^ X, Y nicht unabhängig von einander.

Hiermit ist bewiesen:

Satz 1: Sind X, Y zivei von einander unahhmigige Functionen von

^) y? P; ^^ '^^^ ^^6 notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass

es 8wei Functionen P und q von x, y, p gieht, die identisch die Belation

dY— PdX = Q {dy — pdx)

erfidlen, gegeben durch die Gleichung:

X,{Y, ^-pY,^- Y,iX^ 4- JPX.) = 0,

die mit Benutzung des Klammersymhols auch so geschrieben werden Jcann:

[XY] = 0.

Ist diese Bedingung identisch erfüllt, so ergeben sich für P und q ein-

deutige Werte und zwar ist der Wert von q nicht identisch Null.

X und J'.

Relation zw. Zwischcn dcu drei Functionen X, Y, P bestehen noch einige

wichtige Beziehungen. Um sie abzuleiten, differenzieren wir die erste

Gleichung (3) partiell nach p, die letzte Gleichung (3) partiell nach

X und subtrahieren sie von einander. Dann kommt:

(9) PpX,-B,X, = Q+pQ,.
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Differenzieren wir die zweite Gleichung (ß) partiell nach p, die dritte

partiell nach y, so giebt ihre Subtraction von einander:

(10) PpX,j- PyXp = — Qp.

Also ist nach (9) und (10):

(11) {PpX, - P.X,) + P(PpX, - PyX,) = Q.

Diese Gleichung lässt sich mit Benutzung des oben eingeführten

Klammersymbols auch so schreiben:

(11') [PX\ = g.

Um eine dritte Relation aufzustellen, schreiben wir die Bedingung ^^^^*^°''^^-

(2), indem wir die Identität

dY— PdX EE d(Y— PX) + XdP

verwerten, in der Form:

(12) d{Y— PX) -\-XdP=Q {dy — p dx).

Diese Relation hat wieder die Form der Relation:

dY- PdX = Q{dy— p dx).

Nur steht statt X, Y, P jetzt P, Y—PX, — X. Wie wir oben

fanden, dass [XY~] = sein muss, so folgt daher auch hier:

[P, Y—PX] = 0.

Dies lässt sich so schreiben:

[PY\- P\PX] — X[PP] = 0,

oder, da [PP] = ist, so:

(13) [Prj-P[PX] = 0,

Hieraus folgt nach (11') die Relation:

(14) [PY]-Pq = 0,

oder:

(14') [PY] = qP

Es hat sich also ergeben:

Satz 2: Sind X, Y von einander unahhängige Functionen von

x,y,p und sind P,q solche Functionen von x,y,p, für die

dY— PdX ~Q(dy— pdx)
ist, so ist

[Xr] = 0, [PXr\::QE~0, [PY] = qP
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Die drei erhaltenen Relationen

(15) [Xri = 0, [PX] = pe|eO, [PY] = qP

wird man nun naturgemäss zerlegen in die beiden:

(16) [XY] = 0, [PY] — P[PX]e^O
und in diese:

(17) [PX]-(>EiEO.

Denn die beiden Grleicliungen (16) stellen Relationen zwischen den in

der Berührungstransformation

(18) x^ = X{x, y, p), y^ = Y{x, y, p), p^ = P(x, y, p)

auftretenden Functionen dar, während die Formel (17) nur q be-

stimmt.

Die Wenn nun die Voraussetzungen des letzten Satzes erfüllt sind, so

fürp. ist zunächst Eines auffallend: Wir wissen, dass eine Berühruugstrans-

formation (18) völlig eindeutig bestimmt ist, sobald man nur ihre

beiden ersten Gleichungen, also die Functionen X, Y gegeben hat (vgl.

§ 4 des 2. Kap., S. 48— 52), dass also dann auch P völlig ein-

deutig bestimmt ist, während doch auf der anderen Seite die zweite

Gleichung (16) eine Differentialgleichung für P ist.

Aber diese zweite Gleichung (16) ist nur scheinbar eine Differential-

gleichung für P. Sie lässt sich ja so schreiben:

^ - [PX] - p^(x, + px^)- (P, + pp^) Xp
•

Infolge der ersten Gleichung (16) ist nun aber

Y,_Y. + pYy

^p~^. + P^y'

sodass factisch rechts die DifFerentialquotienten von P nur scheinbar

auftreten. Die zweite Gleichung (16) reduciert sich daher infolge der

ersten Gleichung (16) auf die schon früher aufgestellte Relation:

(19) ^p~^.^P^y

Also können wir unserem früheren Satz 1 die folgende Gestalt geben:

Satz 3: Sind X, Y von einander unabhängige Fimdionen von

x,y,p, für welche die Belation [Xy]E2 besteht, und erfüllt die

Function P von x, y, p die Bedingung

[PT] — P[PX]_^0,
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SO besteht auch eine Gleichung von der Form:

dY— PdX= Q{(hj— pdx),
in der

9 = [PX]e|eO

ist, und X, Y, P sind alsdann von einander unabhängig.

Setzen wir nun voraus, es seien X, Y, P solche Functionen vonumkehrung.

x,y,p, die den Gleichungen (15) identisch genügen, so sind X und Y
von einander unabhängig. Denn es ist dann zunächst X keine Con-

stante, weil sonst [PX] e^ und also die zweite Formel (15) nicht

erfüllt wäre. Es ist aber auch Y keine Function von X allein, denn

wenn:
Y=^{X)

wäre, so käme nach (15)

qP= [_PY^ = <p'{X) [PX] = cp'iX) Q,
also

P = <p'(X),

mithin [PX]=eO, was wieder der zweiten Gleichung (15) widerspricht.

Folglich hat sich, da nun die Voraussetzungen des Satzes 3 erfüllt

sind, ergeben:

Satz 4: Sind X, Y, P solche Functionen von x, y, p, die den

Gleichungen genügen

:

[XY] = 0, [PX] = Q, [PY] = qP,

in denen q eine von Null verschiedene Function von x, y, p bedeute, so

sind X, Y, P von einander unabhängige Functionen und erfüllen die

Gleichung:

dY— PdX=Q(dy—pdx),

mit anderen Worten: dann stellen die Gleichungen:

X, = X(x, y, p), y, = Y{x, y, p), p^ = P{x, y, p)

eine Berührungstransformation vor.

Zusammengefasst hat sich also das folgende Theorem ergeben:

Theorem 2: Die Gleichungen
Mn«ich
Bedinggn.

^1 = X(^, y, y'), Vi = Y{x, y, y'), y^ = P{x, y, t/) ^jj-

stellen dann und nur dann eine Berührungstransformation
dar, wenn

[xr]-o, [PZ] = ^, [py^-qP
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Ist, tfohei Q irgend eine von Null verschiedene Function von

X, ij, if sein darf. Inshesondere ist dann:

dY— PdX= Q(d4j — y'dx). *)

Auch wollen wir noch besonders notieren:

Satz 5: Die beiden ersten Functionen X, Y in den Gleichungen

einer Berührungstransformation

X, = X{x, y, p), y, = Y{x, y, 2)), 2h = Pi-^', V, P)

sind nur den beiden folgenden Bedingungen unterworfen: Erstens müssen

sie von einander unabhängig sein und zweitens müssen sie die Relation

[xr] = o

erfüllen. Es giebt alsdann stets eine und nur eine zugehörige Berührungs-

transformation.

Dieser Satz ist nur eine andere Ausdrucksweise des Satzes 1.

§ 2. Deutung der Involutionsbeziehung.

Wenn zwei Functionen X^ Y von x, y, }) in der Beziehung zu

einander stehen, dass ihr Klammerausdruck

[XY] =
. ist, so sagen wir: die beiden Functionen X, Y liegen in Involution.

Nun haben wir im vorigen Paragraphen erkannt (vgl. Satz 5, oben),

dass man zu zwei von einander unabhängigen Functionen X und Y
von X, y, p dann und nur dann eine dritte Function P von x, y, p so

hinzufinden kann, dass die Grieichungen:

(20) x^ = X{x, y, p), y, = Yi^x, y, p), p, = P(x, y, p)

eine Berührungstransformation darstellen, wenn die Functionen X, Y
in Involution liegen.

Diese Bemerkung führt zu einer einfachen begrifflichen Auffassung

der Involutionsbeziehung.

Sollen nämlich die Gleichungen

^1 = ^{x, y, P), Vi = Y(x, y, p)

zusammen mit einer passenden Gleichung

Ih = Pi^, y, P)

eine Berühningstransformation , also eine Zuordnung der (xy)- und

(^1 2/i)"Ebene bestimmen, bei der jedem Elementverein ein Element-

*) SophusLie, Verhandlungen der Gesellschaft der Wissensch. zu Christiania

1872—73. sowie Mathem. Annalen Bd. 8, 1874.
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verein zugeordnet ist, so müssen sich bei dieser Berührungstransfor-

mation die oo^ Linienelemente der (x^f/j) -Ebene, die durch den Punkt

^1 = «; ^1 = ^

gehen, in der (:z;^)- Ebene als oo^ Linienelemente eines Vereines ab-

bilden. Es müssen also die Gleichungen

(21) X(x, y, p) = a, Y(x, y, p) = h,

welche Werte auch die Constanten a, h haben mögen, stets einen

Verein von oo^ Linienelementen (x, y, p) darstellen. Dass dies nur für

[XY]eeO der Fall ist, beweisen wir so: Infolge von (21) bestehen

zwischen dx, dy, dp für diese oo^ Linienelemente {x, y, p) die beiden

Relationen

Xx dx -j- X,jdy -{- Xp dp = 0,

^^^^
1 Y, dx + Y,dy-\- Yp dp = 0.

Sie sollen, verlangen wir, zusammen mit (21) die Gleichung

dy —pdx =
nach sich ziehen. Oder also, da die Constanten «, l in (21) beliebig

sind, es soll die letzte Gleichung infolge von (22) allein identisch

bestehen, d. h. es soll
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dass es kein Integralgebilde giebt, das beiden Gleichungen gemeinsam

ist. Ausnahmsweise kann dies aber eintreten.

Liegt nun eine Differentialgleichung erster Ordnung mit einer

willkürlichen Constanten a vor:

(23) X{x;y, y') = a,

so besitzt sie für jeden Wert der Constanten a oo^ Integralgebilde. Alle

durch vorliegende Gleichung dargestellten oc^ Differentialgleichungen

erster Ordnung bestimmen mithin oo^ Integralgebilde, die in Scharen

von je oo^ angeordnet sind, indem jede Schar zu einem bestimmten

Wert von a gehört.

Sehen wir von dem Fall ab, dass die vorgelegte Gleichung frei

von y' ist, d. h. nehmen wir nach § 2 des 2. Kap. (S. 41) an, dass

die betrachteten oo^ Integralgebilde oo^ Integralmrvew sind, so giebt

es natürlich eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in

X, y, deren Integralcurven gerade diese oo^ Curven sind. Es ist dies

die durch Differentiation von (23) hervorgehende Gleichung:

(24) X^-^Xyy' -^rX,jy" = 0,

die, weil sie frei von a ist, von den Integralcurven aller oo^ Gleichungen

inter- (23) erfüllt wird. Man sagt, dass X = ein intermediäres Integral
mediäres ^ '' ^
Integral, dieser Bifferentialgleicimng ziveiter Ordnung ist.

Liegt umgekehrt eine beliebige gewöhnliche Differentialgleichung

zweiter Ordnung in x, y vor, so lassen sich ihre oo^ Integralcurven in

beliebig vielen Weisen in oo^ Scharen von je oo^ Curven anordnen.

Jede Anordnung liefert ein intermediäres Integral X = a. Eine

Differentialgleichung zweiter Ordnung in a;, ^ hat also unendlich viele

intermediäre Integrale.

Fordern wir nun, dass die beiden von einander unabhängigen

Functionen X{x, y, y') und Y(x, y, y') intermediäre Integrale ein und

derselben Differentialgleichung zweiter Ordnung sein sollen, so haben

wir zu verlangen, dass die beiden Gleichungen

X^-\-Xyy' + X,yy"=0,

Y.+ Y,y'-j-Y,yy"=0

dieselbe Differentialgleichung zweiter Ordnung darstellen, d. h., dass

^x + x,y __ X^>

sei. Dies ist aber nichts anderes als die Gleichung

[xr] = o.

Also sehen wir:
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Satz 7: Die heiden von einander unabhänqiqen Gleichungen zweite
Deutung d.

Xix, y, if) = Const., Y{x, y, y') = Const.

stellen dann und nur dann intermediäre Integrale derselben Bifferential-

(jldchimg siveiter Ordnung in x, y vor, tvenn die Functionen X, Y in

Involution liegen.

Wie schon gesagt, ist dieser Satz im Grunde genommen nur eine

andere Form des Satzes 6.

Wir wollen noch darauf aufmerksam machen, dass die Gleichung

(25) [Xf] =
bei gegebenem X eine homogene lineare partielle Differentialgleichung

erster Ordnung für die Function f von x, y, y' ist. Sie besitzt

bekanntlich zwei von einander unabhängige Lösungen. Eine Lösung ist

offenbar f=X selbst. Daraus folgt: Ist Feine von X unabhängige

Lösung dieser Differentialgleichung, so ist eine beliebige Function von

X und Y die allgemeinste.

Wir können daher aus Satz 7 den Satz ableiten:

Satz 8: Sind X(x, y, y') und Y(x, y, y') zivei von einander unah-

hängige intermediäre Integrale einer Differentialgleichung zweiter Ord-

nung in X, y, so ist das allgemeinste intermediäre Integral dieser Diffe-

rentialgleichung eine heliehige Function von X und Y.

Nehmen wir nunmehr an, es liege eine Differentialgleichung erster

Ordnvmg in x, y mit einer willkürlichen Constanten a vor:

(23) X(x, y, y) = a,

also factisch eine Schar von oo^ Differentialgleichungen erster Ordnung.

Kennt man alsdann eine von X unabhängige Function F, die mit

X in Involution liegt, so lassen sich nach dem Satze 7 alle Inte-

gralcurven einer jeden unter diesen oo^ Differentialgleichungen ohne

Mühe bestimmen. Denn da alsdann X und Y intermediäre Integrale

ein und derselben Differentialgleichung zweiter Ordnung sind, so be-

sitzen die oü^ Differentialgleichungen X = Const. dieselben oo^ Integral-

curven wie die oo^ Differentialgleichungen Y= Const., d. h. jede Diffe-

rentialgleichung X=ffo hat mit jeder Differentialgleichung Y= ?>o
®i^®

Integralcurve gemein. Eliminieren wir zwischen

M^, y, y') = «o> Y{x, y, y') = &o

die Grösse y', so liefert die hervorgehende Gleichung

a{x, y, öo, &o) = ö



78 Kap. 3. Definition d. Berührungstransformationen durch Differentialgleichungen.

diejenige Curve, welche die beiden vorliegenden ganz bestimmt ge-

gebenen Differentialgleichungen X = Oq, Y=6q erfüllt.

Um nun aJle Integralcurven der bestimmt ausgewählten Gleichung

^(^; y, y') = %
zu bestimmen, fügt man hierzu die Gleichung

i"(^; y,y') = 'b

mit willkürlicher Constanten h. Beide zusammen stellen alsdann oo^

Elementvereine dar, die Integralgebilde von X = «o sind. Die endliche

Gleichung dieser oo^ Curven ist offenbar

Integration Satz 9: Die Integration einer vorgelegten Differentialgleichung erster
d. Diffgl.

x= const. Ordnung m x, y:

^(^, y, y') = Const.

ist durch Elimination zu leisten, sobald man eine von X unabhängige

Function Y von x, y,
y' Jicnnt, die mit X in Involution liegt.

integr. einer Sind, wic bishcr, X uud Y zwei von einander unabhängige Func-
Schar von '

"

_ _ .

Diffgin.i.o.^ionen von x, y, y', die in Involution liegen, so können wir sogar un-

endlich viele Differentialgleichungen erster Ordnung angeben, die durch

Elimination integrierbar sind. Bilden wir nämlich eine beliebige Diffe-

rentialgleichung von der Form:

(26) Y-^>{X) = i),

so ist infolge von [X Y] e^ auch

[r-^(x), x] = o,

sodass aus Satz 9 unmittelbar die Integrierbarkeit von (26) folgt. Be-

grifflich klar ist dies deshalb, weil Y— ^{X) nach Satz 8 mit X
und Y intermediäres Integral ein und derselben Differentialgleichung

zweiter Ordnung ist. Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung ist

unter den gemachten Voraussetzungen integriert, denn ihre oo" Integral-

curven sind die durch

X = a, Y=b
dargestellten oc^ Elementvereine. Wenn wir aber alle oo^ Integral-

curven einer Differentialgleichung zweiter Ordnung kennen, so kennen

wir natürlich auch die darunter enthaltenen oo^ Integralcurven jeder

Differentialgleichung erster Ordnung, die durch ein intermediäres

Integral dargestellt wird.
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Das Letztere soll durch Fig. ol veranschaulicht werden. Dabei

ist angenommen, dass die oo^ Integralcurven der Differentialgleichung

zweiter Ordnung Kreise sind. Die Integralcurven von X = a werden

durch eine Schar von oo^ dieser Kreise dargestellt werden, die von

Fig. 31.

Y == h durch eine andere Schar von oc^ Kreisen. Ist insbesondere

h == cp{ci), so schneiden sich beide Scharen gerade in dem Kreise, der

eine gemeinsame Integralcurve von

X=a, Y=(p{a),

also auch eine Integralcurve von (26) ist.

Satz 10: Kennt man zwei von einander unabhängige Functionen integr.

X, Y von X, y, y', die in Involution liegen, so ist jede JDifferentiulglei- mümtion.'

chung erster Ordnung in x, y von der Form

r— 9)(X) = o

durch Elimination integrierhar.

Zu jedem Wei-tepaare der Constanten «, /; gehört eine bestimmte

unter den oc" Integralcurven der Differentialgleichung zweiter Ord-

nung (24), nämlich die, deren Gleichung durch Elimination von y' aus

X = a, Y=h
hervorgeht. Es sind daher a, h oder also X, Y als Coordinaten der coord.

cx)^ Integralcurven aufzufassen.

Zur Vermeidung von Irrtümern sei hervorgehoben, dass zwar die

allgemeinen Integralcurven von (26) zu den Integralcurven der Diffe-

rentialgleichung zweiter Ordnung (24) gehören, dass aber eine singu-

Integral-
ciirveu.
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Singulare Järe Integrälcurvc von {2()) im ÄUgemeinen nicht zu den Integralcnricn

curve. i-oYi (^24) geliöH. Denn man kann ja aus den oo^ Integralcurven von

(24) solche oo^ auswählen, die eine beliebig gegebene Curve c um-

hüllen. Sie werden alsdann die Integralcurven einer Differentialglei-

chung (26) sein, und diese letztere Differentialgleichung besitzt die

beliebig gewählte Curve c als singulare Integralcurve. Da man die

singulären Integralcurven durch ein Eliminationsverfahren aus den nicht-

singulären ableiten kann, so leuchtet ein, dass der Satz 10 dennoch auch

für die singulären Integralcurven gilt.

Dritte Schlicsslich sci noch auf eine Deutung der Involutionsbeziehung
Deutung d. ^

_
/^

Involution, aufmerksam gemacht, die allerdings schon früher, wenn auch nicht in

expliciter Form, hervorgetreten ist:

Sind X. und Y zwei von einander unabhängige Functionen von

cc, y, y', so wird der Bruch

dY^ r^rfx-f Yydy + Yydy'

dx— x^dx + x,^dY^\rx^dy

oder also:

y. + Y,x + Y,j y"

im Allgemeinen nicht frei von y" sein. Dies ist er vielmehr dann

und nur dann, wenn
^.+V _ Yy

ist. Aber diese Gleichung ist nur eine andere Form der Involutions-

beziehunĝ
[xr]=o.

Man vergleiche hierzu die Formel (7) des vorigen Paragraphen

(S. 70). Weil X, Y in Involution liegen, kann also der damalige

Ausdruck für P auch so geschrieben werden:

(27) P^m-
Satz 11: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass

der Bruch
dY
dX

aus den Differentialen zweier von einander unabhängiger Functionen

X, Y von X, y,
y' frei von dy' oder also der Bruch

dY
dx
'dX
dx

frei von y" ist, ist die, dass X und Y in Involution liegen.
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Nach Satz 1 des vorigen Paragraphen (S. 70) können wir ausser-

dem wegen (27) noch den Satz formulieren:

Satz 12: Liegen zwei von einander unabhängige Functionen X und

Y von x,y,y' in Involution, so gieht es eine und nur eine Berührungs-

transformation von der Form:

x^ = X(x, y, y'), y, = Y{x, y, y'), tj,' = F{x, y, y').

In ihr hat F die Form

§ 3. Transformation der gewöhnlichen Differentialgleicliungen

zweiter Ordnung.

Nunmehr zeigen wir, dass Differentialgleichungen zweiter Ordnung

vcL X, y keine individuellen Eigenschaften haben, die bei Berührungs-

transformation bewahrt werden; anders ausgedrückt: wir werden zeigen,

dass jede Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y durch eine

passende Berührungstransformation in jede andere derartige Grleichung

übergeführt werden kann.

Zunächst ist zu erläutern, was es heisst, auf eine Differential-

gleichung zweiter Ordnung

(28) y"-oy{x,y,y') =
eine Berührungstransformation

(29) x,^X(x,y,y'), y, = Y{x, y,y'), y^ = P{x,y,y')

Bei dieser Berührungstransformation (29) wird

" =r'^hL — ^F = ^x^^ + Pyf^y + P,y^y'

y^ -^ dx^^ dX— X^dx-\- Xydy-\- X,jdy''

oder, jvenn y" für -y- gesetzt wird:

(30) ,."=|+^f+^f:^ «(.,,, /,/').

Diese Gleichung (30) ist auch nach y" auflösbar, denn ihre rechte

Seite Q wäre nur dann frei von y", wenn die Functionen F und X
in Involution lägen (vgl. Satz 11 des vorigen Paragraphen). Es ist

jedoch \FX~\ z~ 0, wie z. B. in der Formel (17) des vorigen Para-

graphen (S. 72) ausdrücklich notiert wurde.

Mithin sind die vier Gleichungen (29) und (30) nach x,y,y',y"

auflösbar und stellen daher eine Transformation von x, y, y', y" in

Lie, Geometrie der Berühruiigstrausformationen I. 6 [16. UI. 1895.]
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^^Zinex^' ^y^yy^y^^y^' ^^^y ^^® ^^^ ^^^ (einmalige) Erweiterung der Berührungs-
Berührtrf. ffansformation (29) oder auch die erweiterte Berührungstransformation

nennen.

alt"e^üh'^t
Wollen wir nun die Berührungstransformation (29) auf die

aut^Diifgi. JJiffereiitialgleichung zweiter Ordnung

(28) y"-a>(x,y,y') =
ausführen, so führen wir einfach die erweiterte Transformation

(31) X, = X, y, = Y, y; = P, y^ = q

auf die Gleiclmng (28) aus.

Nebenbei sei bemerkt: Die Aufeinanderfolge zweier Berührungs-

transformationen ist nach Satz 5 des § 3 des 2. Kap. (S. 46) einer

einzigen äquivalent, und man könnte beweisen, dass der entsprechende

Satz auch für die Erweiterungen gilt. Doch wollen wir darauf nicht

näher eingehen; begrifflich ist es einleuchtend.

Es mögen nun irgend zwei gewöhnliche Differentialgleichungen

zweiter Ordnung, die eine in x,y, die andere in x^,y^, vorgelegt sein:

(28) y" - coix, y, y') = 0,

(32) y,"-^(x„y„y,') = 0.

Ferner seien u(x,y,y') und v{x,y,y') zwei von einander unabhängige

intermediäre Integrale der ersteren und ü{x^
, y^ , y^) sowie V{x^

, y^ , ^/)

zwei von einander unabhängige intermediäre Integrale der letzteren.

Nach Satz 7 des vorigen Paragraphen (S. 77) liegen u, v in In-

volution und ebenso ü, V. Nach Satz 12 des § 2 (S. 81) giebt es

folglich eine Berührungstransformation von x,y,y' in neue Veränderliche

l, tj, t)', bei der £ = m, t) ^ v ist, und eine Berührungstransformation

von x^, y^, yl in neue Veränderliche j, ^, t)', bei der 1=11, ^ = F
ist, und zwar haben diese Berührungstransformationen die Gleichungen:

\l = u{x, y, y'), t) = vix, y, y'), \)' = /^

;

(33)

j = U(x„ y„ y,'), t) = V(x„ y„ y,'), t)' =
^ j^'

Elimination von j, t), )^' aus den Gleichungen (33) liefert nun nach

Satz 5, § 3 des 2. Kap. (S. 46) eine Berührungstransformation von

X, y, y' in x^, y^, y^, die analytisch durch die Gleichungen

(34) ü=u, V^r, 'Z-%
definiert wird, die man nach Xj^,yy,y^ auflösen könnte. Diese Transformation
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führt u in U, v in F über. Es geht also bei ihr du in d U über. Aber

du = ist die Differentialgleichung (28) und dU= die Differential-

gleichung (32), da u und U intermediäre Integrale von (28) bez. (32)

sind. Mithin führt die Berührungstransformation (34) die Differential-

gleichung (28) in die Differentialgleichung (32) über.

Satz 13: Jede gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung iwfühmn'ge.

X, y lässt sich durch Berührungstransformation in jede andere derartige ''^in^eine*^*'

Gleichung überführen.

Unsere Betrachtung zeigt noch mehr, sie lehrt, dass es unendlich
^^^^f^j,*^^'

viele Berührungstransformationen giebt, welche die Differentialgleichung ™iigen-

(28) in (32) überführen, und dass ferner die allgemeinste von willkür-

lichen Functionen abhängt, und schliesslich liefert sie zugleich alle

Berührungstransformationen, die (28) in (32) verwandeln.

Denn es seien u, v zwei bestimmte von einander unabhängige

intermediäre Integrale der Differentialgleichung (28) und entsprechend

U, V zwei bestimmte intermediäre Integrale von (32). Eine jede

Berührungstransformation, die (28) in (32) überführt, also die Integral-

curven von (28) in die von (32) transformiert, muss offenbar jedes

intermediäre Integral von (28) in ein intermediäres Integral von (32)

verwandeln. Aber das allgemeinste intermediäre Integral von (28) ist

eine beliebige Function von u, v (Satz 8 des § 2, S. 77). Es muss

daher jede derartige Berührungstransformation zwei Gleichungen von

der Form

(35) JJ= (p(u,v), V='4f(u,v)

umfassen.

Fassen wir nun — wie im vorigen Paragraphen angegeben wurde

(S. 79) — u, V als Coordinaten der oo^ Integralcurven von (28) und

U, V als Coordinaten der oc^ Integralcurven von (32) auf, so ordnen

die Gleichungen (35) nach einem willkürlichen Gesetz jeder Integral-

curve von (28) eine von (32) zu. Es leuchtet nun ein, dass bei dieser

Zuordnung jeder Curve — als Umhüllender von oo^ Integralcurven

von (28) — eine ganz bestimmte Curve — als Umhüllende der oo^

zugeordneten Integralcurven von (32) — entspricht, d. h. dass die Be-

rührungstransformation durch (35) vollkommen definiert ist. (Vgl. S. 48.)

Wir können also den Satz aussprechen:

Satz 14: Es giebt stets eine und nur eine Berührungstransformation,

die oo'^ gegebene Gurven in oo^ andere gegebene Curven derart überführt,

dass die Zuordnung der Curven nach einem ivillhürlich vorgelegten Gesetz

geschieht.
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Unsere Berührungstransformation hat nun nach den Formeln (84),

da jetzt nur (p, jI^ an stelle von u, v getreten sind, die Gleichungen:

U=W(U,V), V=lb(U,v), -rrr=j-=^ 5 j 5^ *

Sie führt jede Integralcurve von (28) in eine von (32) über, also auch

die Differentialgleichung (28) in die Differentialgleichung (32).

Insbesondere können wir als die eine Differentialgleichung die

aller Geraden der Ebene wählen:

y" = 0.

Also folgt:

Satz 15: Es giebt unendlich viele Berilhrungstransformationen der

(xy)- Ebene, die eine vorgelegte gewöhnliche Differentialgleichung ztveiter

Ordnung in x, y in eine andere gegebene Differentialgleichung izweiter

Ordnung in x,y, z. B. in die Differentialgleichung

y" =
überführen.

Trf. einer Treten wir insbesondere noch der Frage nach der allgemeinsten

ia sich.
' Berührungstransformation näher, die eine vorgelegte Differentialgleichung

zweiter Ordnung in sich überführt.

Sind u, V von einander unabhängige intermediäre Integrale der

vorgelegten Differentialgleichung:

(28) y"-co{x,y,y') = 0,

so wird die allgemeinste Berührungstransformation, welche diese

Differentialgleichung invariant lässt, nach dem Vorhergehenden ge-

geben durch die Gleichungen:

u{oCi,y„y,') = (p(u,v),

f^(^i,yi,yi) = t(u,v),

dvjx^, j/i , y/ ) ^ df
_

du{x^,y^,y^') dcp'

Hierin sind rechts unter u, v die intermediären Integrale, geschrieben

in X, y, y', zu verstehen, (p, ip bedeuten von einander unabhängige, im

Übrigen aber ganz willkürliche Functionen von u, v.

SoU z. B. die Differentialgleichung aller Geraden

y" =
in sich transformiert werden, so kann

u = y', vEEy — xy'
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gewählt werden
j sodass -j^ = — x wird. Die allgemeinste Berührungs-

transformation der Dijfferentialgleicliung ?/" = lautet somit:

yi — ^iyi=-t{y', y — xy'),

dtp

dw '

oder in aufgelöster Form:

dtpiy', y— xy

(36)

' äcp{y\ y xy')'

y. = Hy, y - ^y) - ^y', y - ^y) ^:^|^~|f']:

yi = fpiy', y — xy').

Die Gleichungen (36) stellen also die allgemeinste Berührungstransfor- oeraden-

niation dar^ die jede Gerade in eine Gerade vertvandeU. matiou.

Wenn man na5h Satz 13 jede Differentialgleichung zweiter Ordnung

in x,y in jede andere durch Berührungstransformation überführen kann,

so liegt darin, dass eine Differentialgleichung 2. 0. in x, y keine gegen-

über allen Berührungstransformationen invariante Eigenschaft besitzen

kann. Ganz anders liegt natürlich die Sache, sobald man sich auf Andeutung
anderer

solche Berührungstransformationen beschränkt, die einer geffebenen Probleme
.

" ° überDiffgl.

Kategorie von Berührungstransformationen angehören, z. B. auf solche 20.

Berührungstransformationen, die erweiterte Punkttransformationen sind.

Hier ist die Aufstellung von kanonischen Formen, auf die sich ge-

gebene Differentialgleichungen zweiter Ordnung durch die in betracht

gezogenen Berührungstransformationen redueieren lassen, ein neues und

unter Umständen wichtiges Problem*).

Sind zwei gewöhnliche Differentialgleichungen dritter Ordnung in x,y vor- Diffgin.3.0.

gelegt, so ist es im allgemeinen unmöglich, die eine durch eine Berührungstrans-

formation in die andere überzuführen. Um dies zu zeigen, genügt ein Beispiel:

Fragen wir nach den Differentialgleichungen, die in

2/1"' =
transformierbar sind.

Bei der Berührungstransformation

«1 = X(^, y, 2/'), 2/1 = ^{oc, y, y'), y,' = P{x, y, y')

wird

„ _dyl_ P.+ PyV' + Py'V"
y^ dx, - X^-^X^y'-j-X^,y"

*) In den Vorlesung&n über Differentialgleichungen mit beJc. inf. Transf.

werden hierhergehörige Probleme im 16.— 20., sowie im 24. Kapitel behandelt.
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und also

,,
.,. _ äy;' _ P,y (^.. + X^ y' + X. y") - X. (P, + P, V' + J^y 2/") „

oder:

U{x, y, y\ y")
'^ {^.+ ^yy'+ ^y'y'y

,.
'" [p^L ,,'" . ^(^' y^ y'^ y")

wo U eine von 2/'" freie, aber noch x^ y, y' enthaltende ganze Function dritten

Grades von y" bedeutet. Also folgt, dass die Differentialgleichung ?//" =
durch Berührungstransformation nur aus einer solchen von der Form

y'" + Ay" ' + By" ^ J^ Cy" ^ D =
wird hervorgehen können, in der A, B, C, D gewisse Functionen von *', y, y'

allein sind. Sie ist daher nicht aus jeder beliebigen Differentialgleichung dritter

Ordnung durch Anwendung einer passenden Berührungstransformation zu erhalten.

Mit diesem negativen Ergebnis steht die Thatsache in Einklang, dass es

Differentialgleichimyen dritter Ordnung giebt, die Jieine Berührungstransformation

gestatten. Es ist daher eine interessante Frage, ob eine vorgelegte Differential-

gleichung dritter Ordnung Berührungstransformationen in sich gestattet oder

nicht. Man kann z. B. alle Differentialgleichungen dritter Ordnung, die eine con-

tinuierliche Schar von Berührungstransformationen gestattei^ auf gewisse typische

Formen bringen. Es liegt uns aber fem, diese Dinge hier auszuführen. Ebenso

wollen wir ein anderes wichtiges Problem nur erwähnen: Wenn eine bekannte

Differentialgleichung eine bekannte Schar von Berührungstransformationen ge-

stattet, so kann man sich die Frage vorlegen, ob und welche Vorteile man daraus

für die Integration der Differentialgleichungen ziehen kann*).

§ 4. Über einige Untersuetiungen von Lagrange und Plücker.

Wie wir schon öfters bemerkten, ist die allgemeine Theorie der

Berührungstransformationen durch viele specielle Untersuchungen vor-

bereitet worden. Einige unter diesen Untersuchungen von specieller

Beschaffenheit, die einfach in der Aufstellung und Verwertung gewisser

einzelner Berührungstransformationen bestehen, haben wir im ersten

Kapitel besprochen. Indem wir uns vorbehalten, bei einer späteren

Gelegenheit, im zweiten Teile, ausführlicher über alle wichtigen Vor-

läufer in dieser Theorie zu referieren, gehen wir hier kurz auf einige

Betrachtungen von Lagränge und Plücker ein, die an dieser Stelle

besondere Beachtung verdienen**).

*) Kann eine Differentialgleichung dritter Ordnung auf die Form y'" =
zurückgeführt werden, so lässt sich ihr Integrationsproblem auf die Erledigung

einer gewöhnlichen linearen Dift'erentialgleichung vierter Ordnung reducieren, die

überdies einen speciellen Charakter hat. (Lie, Verhandlungen der Gesellsch. d.

Wiss. zu Christiania 1883.)

**) Ausser den Genannten, deren hierher gehörige Untersuchungen sich nur

auf die Ebene beziehen, kommen noch Euler, Monge, Legendre und ganz

besonders Ampere, Poisson und Jacobi in Betracljt, deren Arbeiten sich aber

auf den drei- bez. w - dimensionalen Raum beziehen.
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Lagrange*) führt für gewöhnliche Differentialgleichungen in x^ y Lagrange.

den Begriff: intermediäres Integral ein. Liegt insbesondere eine

Differentialgleichung zweiter Ordnung vor:

(37) y" — (o(x,ij,y') = 0,

so zeigt Lagrange, dass es unendlich viele Differentialgleichungen

erster Ordnung mit je einer willkürlichen Constanten a giebt:

^(^, y, y') = «7

durch deren Integration die allgemeine Integralgleichung

(38) ^{x, y, a,b) =
der vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ordnung y" = co hervor-

geht. Er zeigt, wie man aus = durch Differentiation:

(39) 0,-^0^y' = O

und Elimination einmal von a und einmal von b und nachherige Auf-

lösung nach der verbleibenden Constanten aus (38) und (39) zwei

intermediäre Integrale

^(^,y,y') = a, Y(x,y,y') = 'b

der Differentialgleichung (37) findet. Er fügt hinzu, dass eine be-

liebige Function von X, Y das allgemeine intermediäre Integral liefert.

Er zeigt ferner, dass zwei intermediäre Integrale X, Y stets in

der Beziehung

[XYJT^O

stehen, und beweist, dass zwei Functionen u(x,y,y') und v(x,y,y'),

sobald sie in der Beziehung
\uv\ =

stehen, intermediäre Integrale einer gewissen Differentialgleichung

zweiter Ordnung sind.

Überdies hebt Lagrange hervor, dass der Ausdruck

dY{a!,j, y') ^ y.+ YyV'-^ Yy.y"

dX{x, y,y') — x^+^,y'+ X,j y"

dann und nur dann von y" frei ist, wenn die Gleichung

[xr]~o
besteht.

Diese Entwickelungen Lagrange's stehen, wie man sieht, in

engem Zusammenhang mit der Theorie der Berührungstransformationen.

*) Legons sur le caleul des fonctions (1806), Oeuvres Bd. 10. Letztere Vor-
lesungen wurden zum grössten Teil, insbesondere die hier in Frage kommende,
1799 zum ersten Mal gehalten. Man vgl. namentlich die 16. Le9on. Auch in

Lagrange's Theorie des fonctions analyiiques (1813), seconde partie, Oeuvres Bd. 9

finden sich hierhergehörige Stellen, insbes. im 2. u. 3. Kapitel.
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Lagrange betrachtet jedoch nicht die Gleichungen

^1 = ^(^; y, y'), 2/i = Y(^, y, y'), y^ = jx
als eine Transformation in den drei Veränderlichen x, y, y' . Der Begriff

Berührungstransformation kommt daher jedenfalls an den citierten Stellen

bei Lagrange nicht vor.

Bei P lücker*) finden sich mehrere Stellen, die zeigen, dass ihm der

allgemeine Begriff Berührungstransformation in der Ebene vorschwebt.

Eine wirkliche Entwickelung dieses Begriffes bei ihm zu finden, ist

uns aber nicht gelungen.

Plücker betrachtet die Gleichung:

Sl{x,y,x^,y^)^

und zeigt, wie sie — falls sie hiUnear ist — auf die allgemeine

Dualität führt. Er legt sodann die allgemeine Gleichung il = zu-

grunde und sagt, dass sie jedem Punkt a:^ = a^,
!/i
=

^i ßi^^^ Curve c:

U(x,y,a^,\) =
und ebenfalls jedem Punkte x = a, y = b eine Curve c^:

ü(a,'b,x,,y,) =
zuordnet. Er fügt hinzu, dass wenn der Punkt (x, y) eine Curve c

durchläuft, die zugeordneten Curven q sämtlich durch einen Punkt

gehen.

Dass aber durch die Gleichung Sl = jeder allgemein gewählten

Curve der (a;^)-Ebene eine Curve der (x^^y-^) -'Ebene zugeordnet wird

und umgekehrt, das findet sich bei Plücker nicht explicite ausgesprochen,

noch weniger, dass Curven, die einander berühren, in ebensolche über-

gehen, auch nicht, dass ü = eine Transformation der Grössen x, y,
y'

in die Grössen x^, y^, y^ bestimmt.

Nichtsdestoweniger dürfte der Begriff Berührungstransformation

der Ebene sowie ihre allgemeine Anwendung als Übertragungsprincipe

Plücker vorgeschwebt haben, und es ist wohl denkbar, dass Plücker

infolge der äusseren Umstände, die ihn zum Übergang zur Physik

veranlassten, seine Ideen in dieser Richtung nicht weiter hat entwickeln

können.

*) Namentlich in den Analytisch- geometrischen Entwickelimgeri (1828— 31),

insbes. S. 25 1 u. f., sowie im System der analytischen Geometrie, auf neue Be-
trachtungen gegründet, und insbesondere eine ausführliche Theorie der Curven dritter

Ordnung enthaltend (1835), S. 48 u. f.
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Kapitel 4.

Die infinitesimalen Berührnngstransformationen der Ebene.

Nunmehr kommen wir zur Betrachtung und insbesondere zur

Bestimmung der infinitesimalen Berührnngstransformationen^ derjenigen

also, bei denen die Linienelemente nur unendlich kleine Änderungen

erfahren. Wir werden zu dem Ergebnis geführt, dass es möglich

ist, die allgemeine Form der infinitesimalen Berührungstransformationen

explicite anzugehen. Biese allgemeine Form enthält eine willkürliche

Function der drei Coordinaten x, y, p der Binienelemente , sowie die Ab-

leitungen erster Ordnung dieser Function nach x, y, p. Dies Ergebnis

ist überraschend, denn es ist ja keineswegs möglich, eine allgemeine

explicite Form für die endlichen Berührungstransformationen anzugeben,

sondern nur möglich, Methoden zur Bestimmung aller zu entwickeln.

Mit dem Begriff: infinitesimale Berührungstransformation steht

in engstem Zusammenhang der Begriff: eingliedrige Gruppe von Be-

rührungstransformationen. Wir bestimmen ferner die allgemeinen Formen

der gewöhnlichen Differentialgleichungen in x, y, die eine vorgelegte

infinitesimale Berührungstransformation gestatten, und zeigen sodann,

wie man zum Zwecke der Integration einer gewöhnlichen Differential-

gleichung eine bekannte infinitesimale Berührungstransformation der-

selben verwerten kann.

Rechnungen mit infinitesimalen Berührungstransformationen ge-

stalten sich äusserst einfach. Bie infinitesimalen BerüJirungstransfor-

mationen sind überhaupt ein mächtiges Werkzeug in der Theorie der

Berührungstransformationen und ihren Anwendungen. In diesem Kapitel

beschränken wir uns auf einige besonders wichtige und gleichzeitig

sehr einfache Anwendungen*).

§ 1. Eingliedrige Gruppen von Berührangstransformationen.

Es liege eine continuierliche Schar von oc^ Transformationen in schar von
^

_ »1 Trf.

drei Veränderlichen x, y, z vor:

(1) Xy = X{x, y, z, a), y^ = Y{x, y, z, a), z^ = Z{x, y, z, a),

*) Den fundamentalen Begriff": infinitesimale Berührungstransformation führte

Lie in den Verhandlgn. d. Gesellsch. d. Wiss. zu Christiania 1872, S. 25, ein.

Vgl. auch Math. Annalen Bd. 8, S. 239, und Bd. 11, S. 534, sowie Archiv for

Math. og. Naturv., Christiania, Bd. 1 (1876), S. 181 ff". Verschiedenartige An-
wendungen dieses Begriffes auf die Geometrie, auf die Diff'erentialgleichungen und
auf die Gruppentheorie finden sich in Lie's Arbeiten aus den Jahren 1876— 1884

in den beiden genannten norwegischen Publicationen.
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sodass also X, Y, Z Functionen von x, y, z und einer willkürlichen

Constanten a sind, und diese Schar enthalte insbesondere die identische

Transformation, d. h. es gebe einen Wert von a, etwa a = 0, für den

sich (1) auf

x, = x, y^ = y, z^ = z

reduciert. Alsdann werden die Gleichungen (1) für einen unendlich

wenig von Null verschiedenen Wert öt von a eine unendlich kleine

Transformation ergeben. Unter der Voraussetzung, dass die Functionen

X, Y, Z nach ganzen positiven Potenzen von a entwickelbar sind, hat

die Transformation (1) nämlich für a = dt die Form:

(x^ = x-\--^(x,y,z)dt-\ ,

(2) \y,=y + v{^,y,^)st+---,

U, =^+ t(^,y,z)dt+---,

wobei die Glieder höheren Grades in dt nur durch Punkte angedeutet

sind. Bei dieser unendlich kleinen Transformation (2) erhalten x, y, z

unendlich kleine Incremente:

(:J) öx = ^dt-\ , dy=7]dt-] , dz = tdt-i .

Infinit. Trf. Eiuc solche Transformation heisse eine infinitesimale.

Gehen wir von einer specielleren Voraussetzung aus: Eine vor-

Gruppe V. gelegte Schar von Transformationen (1) kann eine Gruppe sein, d. h.

es kann vorkommen, dass die Aufeinanderfolge zweier beliebiger unter

diesen Transformationen stets einer solchen Transformation äquivalent ist,

die derselben Schar (1) angehört. Wir nennen alsdann die Schar (1)

eine continuierliche Gruppe von oo^ Transformationen^^

Es liege eine continuierliche Gruppe (1) vor. Dabei können wir,

wie wir hier nicht weiter ausführen wollen, ohne wesentliche Be-

schränkung der Betrachtung überdies annehmen, dass sie zu jeder ihrer

Transformationen auch die inverse enthält, d. h. also, dass die Auf-

lösung von (1) nach x, y, z wieder die Form hat:

X = X(x„ y^, z„ b), y = Y(xi, y^, z^, b), z = Z{x,, y^, z^, b),

in der b eine Constante ist, die nur von a abhängt. Wenn T« die

zum Parameterwerte a gehörige Transformation der Gruppe (1) be-

deutet, so ist also ihre inverse Ta~^ ebenfalls in (1) enthalten. Femer

wird Ta+öa die zum Parameterwerte a -\- da gehörige, also die von

Ta nur unendlich wenig verschiedene Transformation der Gruppe (1)

*) Ausführlicheres hierüber findet man in den Vorlesungen über Differential-

gleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen, Kap. 2 und 11.
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sein. Die Aufeinanderfolge T„+Sa Ta"^, die wegen der vorausgesetzten

Eigenschaften der Gruppe angehört, wird mithin nur unendlich wenig

von TaTa~^, d. h/ von der identischen Transformation verschieden sein

und demnach eine infinitesimale Transformation sein, die der Schar (1)

angehört. Die Gruppe enthält also eine infinitesimale Transformation.

Liegt andererseits eine beliebige infinitesimale Transformation vor,

so giebt es immer eine gewisse ganz bestimmte Gruppe von Transfor-

mationen, in der sie enthalten ist. Wir wollen eine allgemeine Be-

trachtung anstellen, die verbunden mit einem Grenzübergang die Richtig-

keit dieser Behauptung zeigt.

Sei yS' eine sanz beliebige Transformation in x.ii.z. Betrachten wiederhol.
°

.

°
. . . .

einer Trf.

wir alsdann ausser S auch die Transformationen, die der ein-, zwei-...,

allgemein der w-maligen Wiederholung von S äquivalent sind, ebenso

die zu S inverse S~'^ und die ihrer ein-, zwei- . . ., allgemein w-maligen

Wiederholung äquivalenten, so liegt eine im allgemeinen unendliche

Schar von Transformationen vor:

. . . S-^^ . . . S~% S-\ S", S, SK..S^ ...,

in der S*^ natürlich die identische Transformation sein soll, während n

jede beliebige ganze positive Zahl darstelle. Diese unendliche Schar

ist eine discontinuierliche Gruppe. Denn sind p, q zwei ganze positive

oder negative Zahlen, so ist die Aufeinanderfolge von S^ und S'^ der

Transformation >S'^+'? äquivalent.

In dieser Weise kann man sich, ausgehend von beliebigen Trans-

formationen S, beliebig viele discontinuierliche und unendliche Gruppen

von Transformationen in x, y, z bilden. Ist nun insbesondere 8 eine orenzüber-

infinitesimale Transformation, so sind /S^-und /S'"+^ nur unendlich wenig

von einander verschieden, und man erhält also eine continuierliche Gruppe, Gruppe er-

die die betreffende infinitesimale Transformation S enthält. einer inf.

Rechnerisch gestaltet sich dieser Grenzübergang so: Sind

(4) öx= l{x,y,z)dt-ir---, 8y= y]{x,y,z)dt+ --, öz= i,{x,y,z)8t -\---

die Incremente, die den Veränderlichen x,y,z durch eine infinitesimale

Transformation S erteilt werden, so fassen wir t als die Zeit auf, dt

als einen Zeitzuwachs und dx, dy, dz als die Zuwüchse von x, y, z

im Zeitelement öt. Alsdann bestimmen die Gleichungen (4), wenn man
will, eine stationäre Strömung im Räume mit drei Dimensionen, dessen

Punkte die Coordinaten x, y, z haben. Nach Verlauf der Zeit t hat

der Punkt (x^y^z) die neue Lage (x^,yi,z^) erhalten. Sie wird durch

Integration des simultanen Systems

Trf.
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(5) rr-^^-^ = ,

^"^
,
= w-^^- -^ = dt

mit den Wei-ten x, y, z von x^, y^, z^ für ^=0 gefunden. Die drei

Integralgleichungen können offenbar in der Form angenommen werden:

f

U{x„y„z,)= ü{x,y,z),

(6) yix,,y„z,)= V{x,y,z),

\w{x„y„z,) = W{x,y,z)-{-t

Die Form dieser Grleichungen zeigt unmittelbar, dass diese Gleichungen,

nach x^, y^^ z^ aufgelöst, eine Gruppe von Transformationen mit dem
Parameter t vorstellen.

So erzeugt jede infinitesimale Transformation in x, y, z eine con-

tinuierliche Grujype von <x^ Transformationen, die wir eine eingliedrige

Gruppe nennen.

Bierimg auf ^^^ uuscre Betrachtungen gelten nun insbesondere, wenn wir
Bertrf.

^^ y^ ^ statt X, y, z Schreiben und überdies annehmen, dass die be-

treffenden Transformationen Berührungstransformationen sind. Enthält

eine continuierliche Gruppe von oo^ Berührungstransformationen eine

infinitesimale Transformation, so ist dies ebenfalls eine Berührungs-

Be^hr'trf
^^'^üsformation , die wir also eine infinitesimale Berührungstransformation

nennen. Umgekehrt, jede infinitesimale Berührungstransformation, bei

der Xj y, p gewisse Incremente

(7) öx = i{x, y, p) dt-\----, dy= r^ix, y, p) dt -\- ^ -,

dp = 7t{x,y,z) dt-\

erhalten, erzeugt wie oben die infinitesimale Transformation S eine

eingliedrige Gruppe von Transformationen in x, y, p. Dass sie wieder

Berührungstransformationen sind, lässt sich voraussehen und kann

analytisch dadurch bestätigt werden, dass man zeigt, dass sie eine

Gleichung von der Form

dyi — Pi dx^ = Q (dy — p dx)
nach .sich ziehen*).

Wir begnügen uns mit dieser Formulierung des Thatbestands:

Jede continuierliche Gruppe von Berührungstransformationen enthält

auch eine infinitesimale Berührungstransformation , und umgekehrt erzeugt

jede infinitesimale Berührungstransformation eine ganz bestimmte ein-

gliedrige Gruppe von Berührungstransformationen.

*) Ausführlicher hierüber in dem Werke: Sophus Lie, Theorie der Trans-

formationsgrupjyen, bearbeitet unter Mitwirkung von Engel, Bd. II (1890), S. 255,

Satz 2 daselbst.
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Im nächsten Paragraphen werden diese Bemerkungen^ nachdem

wir die allgemeine Form einer infinitesimalen Berührungstransformation

aufgestellt haben, durch Beispiele erläutert werden.

§ 2. Bestimmung aller inflnitesimaler Berührungstransformationen. -

Die Gleichungen

(7) x^ = x-^^{x,y,p)dt^ , yx = y + n(p,y,p)^H ,

1\ = p + 7i(x,y,z).8t-\
,

durch die den Coordinaten x, y, z die Incremente

8x = %8t^ , 8y = ri8tA^ , 8p = %8t-\

erteilt werden, stellen dann und nur dann eine infinitesimale Berührungs-

transformation dar, wenn vermöge derselben eine Relation von der Form

dy^ — Ä dx^ = Q (dy — p dx)

besteht, in der q eine von Null verschiedene Function von x, y,p
ist. Diese Bedingung liefert durch Einsetzen der Werte (7): Bedingg. f.

dy + dridt^ {p + 7c8t-\ ) {dx ^ d^dt^ ) = ''^^««''f-

= Qidy — pdx).

Hier ist die linke Seite eine unendliche Reihe nach ganzen positiven

Potenzen von dt. Entsprechend muss also auch rechts die Grrösse q

eine Reihe nach ganzen positiven Potenzen von dt vorstellen. Es

müssen alsdann in beiden Reihen die gleichhohen Potenzen von dt

dieselben Factoren haben. Da nun links die von dt freien Glieder

diese sind: dy — pdx, so muss folglich q die Form haben:

^ = 1 -^0dt-\ .

Setzen wir die Glieder erster Ordnung in dt rechts und links einander

gleich, so kommt nun:

(8) drj — pd^ — Ttdx = 6(dy — pdx),

oder, wie wir schreiben können:

d{rj — p^) -{- ^dp — Ttdx = ö(dy — pdx).

Diese Bedingung muss für alle Werte von dx, dy, dp bestehen, in

denen sie linear und homogen ist. Sie zerfällt demnach in drei einzelne.

Diese lassen sich, wenn man

(9) rj — 2)^ = — W{x, y, p>)

W. + 7t =
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Elimination der für uns unwesentlichen Grrösse 6 = — W,j liefert:

sodass (9) noch giebt:

r^ = pWp— W.

Die so gefundenen Werte:

(10) ^=Wp, rj=pWj>-W, 7t = -W.-pW,
erfüllen die Gleichung (8) stets, wie auch die Function W von x,y,p

gewählt sein mag. Sie stellen also, wenn man sie mit 8t multipliciert,

die Incremente von x, y, p bei einer infinitesimalen Berührungstrans-

formation dar, sobald man, wie wir im Allgemeinen thun, die Glieder

Incremente höherer Ordnung in 8 t unberücksichtigt lässt. Die Incremente sind
von X, y, p.

also

:

(11) 8x = W,8t, 8y= (2^W^—W)8t, 8p= — (W.r+ pW,) 8t.

Eine beliebige Function f von x, y, p erfährt bei dieser infini-

tesimalen Berührungstransformation ebenfalls einen unendlich kleinen

Zuwachs, nämlich diesen:

8f= V^ 8x + y~ 8y + y^ 8p
' ex ' cy cp

oder:

8f = [Wplf^ + ij^Wp-W)!^- {W.-\- pWy)!^ 8t

Dieser lässt sich mit Hülfe des im § 1 des vorigen Kapitels (S. 69)

eingeführten Klammersymbols [] bequemer schreiben. Es ist ja nach

der damaligen Formel (6):

\wf-\ = w,{f.+pQ - fp{w.-\-pw,;)
und daher:

(12) 8f=[VWn-Wfy]8t.
Kennt man das Increment 8f einer beliebigen Function f von

X, y, p bei einer infinitesimalen Berührungstransformation, so kennt

man insbesondere auch die Incremente, die x, y, p bei der infini-

tesimalen Transformation erfahren. Denn sie ergeben sich aus d/",

wenn man darin f durch x, y, p ersetzt. Diese Bemerkung legt es

nahe, den Ausdruck

% = [wn-w.lf^

Symbol als Symbol der infinitesimalen Berührungstransformation (11) zu benutzen.

Ber'ührgstrf.Hin uud wicdcr werden wir dies Symbol einer infinitesimalen Berührungs-

transformation auch mit Bf bezeichnen.
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Unsere Ergebnisse sind diese:

Theorem 3: Jede infinitesimale Berührungstransformation

der Ebene ist durch eine einzige Function W(x,y,p) vollständig

bestimmt, die keinerlei Beschränkung unterworfen ist Bei

dieser infinitesimalen Berührungstransformation erhalten x,y,p

die Incremente:

dx ^ Wpöt, dy = {p Wp — W) dt, dp = — ( TT, + i? Wy) dt,

und das Symbol der Transformation ist:

-'^a

i

Die Function W nennen wir die charakteristische Function der ^'\"-. ^<=*-

d. IUI.

infinitesimalen Berührungstransformation. Berührtr f.

Sie besitzt eine beachtenswerte geometrische Bedeutung. Betrachten Geom.

wir nämlich irgend ein Linienelement l{x, y, p), das bei der infini- char.

1 -i-> 1 p • • Function.

tesimalen Berührungstransformation in

das unendlich benachbarte Element Z^

übergeht (Fig. 32). Die Gerade des

Elementes l hat in den laufenden Punkt-

coordinaten i, t) die Gleichung:

p{l — x) — (t) — y) = 0,

sodass ein beliebiger Punkt (ic, t)) von

dieser Geraden den Abstand hat:

PJTC—x) -m— y)
_

yi + y
Insbesondere hat der Punkt des neuen Elementes l^ die Coordinaten;

^ = X -\- dx, t) = y -\- dy.

Er hat also von jener Geraden den Abstand

pdx — dy

Fig. 32.

oder nach (11) den Abstand
j/i + y '

,Z=^dt.

Bildet die Gerade des Elementes l mit der rr-Axe den Winkel a,

so ist

p = iga,

sodass der besprochene Abstand gleich

TFcos a dt

ist. Dieses Lot bildet wieder mit der y-Axe den Winkel cc. Also ist

Wdt
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gleich der Strecke, die auf der i/-Axe von der Geraden des Elementes l

und von der Parallelen dazu durch den Punkt des Elementes l^^ ab-

geschnitten wird.

Gruppe von 1. Belsplel: Setzt man die charakteristische Function
Dilata-

tionen. /
—

so lehrt die soeben angegebene Construction, dass der Punkt des neuen

Elementes l^ einen constanten Abstand dt vom ursprünglichen Element

hat. Femer giebt Theorem 3:

y 1 -\- p^ yi + p*

oder also

x, = x-\- ,-^-, St, y,=y—-^^dt, p,=p.
yi + j9* yi + p^

Diese Gleichungen zeigen, dass wir es hier mit der infinitesimalen

Dilatation um die Strecke d^ zu thun haben. (Vgl. § 5 des 2. Kap.,

S. 58.) Geht man von einer endlichen Dilatation D aus, so erhält man

in bekannter Weise unendlich viele Dilatationen:

. . . D-'» . . .
D-i, DO, D\ Z)^ . . D- . .

.,

die eine unendliche, aber nicht -continuierliche Gruppe bilden. Wird

die Dilatation D infinitesimal gewählt, so kommt man entsprechend

zu einer nunmehr continuierlichen eingliedrigen Gruppe, die aus lauter

Dilatationen und zwar aus allen Dilatationen besteht.

Analytisch ergiebt sich diese eingliedrige Gruppe durch Integration

des simultanen Systems, das wir im vorigen Paragraphen unter (5)

anführten (S. 92), und das hier so lautet:

yi + Pi ' dx^ _ yi + Pt^ dy^ _ dp^ _ dt

J^
-
—

ZTx — — 1
'

Xi, yi, Pi sollen sich dabei für ^ = auf x,y,p reducieren. Die

Integration liefert Pi=p und also:

(13) ^.=^ + ,7i^'
• — --"

Dies aber ist die Dilatation um die Strecke t.

Wellen- Mit der eingliedrigen Gruppe von Dilatationen steht in genauestem

^tXope'™ Zusammenhange das, was man in der Physik unter Wellenhewegutig

*'dium.^' in einem isotropen elastischen Medium versteht. Bei der von einem
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einzigen Erregimgscentrum 2J„ ausgehenden Wellenbewegung (vgl. Fig. 33)

wird die Bewegung innerhalb eines Zeitabschnittes bis zu allen Punkten |j

eines Kreises um den Mittelpunkt Pq etwa

mit dem Radius t fortgepflanzt, genau so

also, wie bei der Dilatation (13) der

Punkt Pq in diesen Kreis übergeht. Man

kann nun einen jeden Punkt p dieses

Kreises als Mittelpunkt einer neuen Ele-

mentarwelle auffassen, die sich nach einem

zweiten Zeitabschnitt bis zu Kreisen mit

gleichen Radien t^ um diese Punkte p
fortpflanzen. Alle diese Elementarwellen

haben eine Umhüllende, und diese ist nach

dem Ruygens'schen Principe die Welle,

die nach der Gesamtzeit aus dem Er-

regungscentrum Pq fortgepflanzt worden

ist. (Es kommt hierbei nur der äussere umhüllende Kreis in betracht,

da die Wellen in einem bestimmten Sinne fortschreiten.) Genau ebenso

aber geht bei der Dilatation

Fig. 33.

(14) x^ = X -{- y — 777^^=«' Pi P

jeder Punkt p des Kreises um Pq in einen Kreis um p) mit dem Radius t^

über, sodass der Kreis um p bei der Dilatation (14) in den Kreis um p
mit den Radius t -^ t^ verwandelt wird, also in den Kreis, in den der

Punkt p bei successiver Ausführung der Dilatationen (13) und (14)

übergeht.

Das Huyqens'sche Princip deckt sich also damit, dass alle Dila- Huygen«-

. , .
sches l'rin

tationen eine eingliedrige Gruppe bilden. c'p-

2. Beispiel : Es liege eine infinitesimale PMwÄ;ftransformation vor, Erweiterte

T „ 1
'inf. Pkttrf.

bei der x, y die Zuwüchse erhalten:

dx = ^{x,y)dt, dy = fi(x,y)dt,

die also nur von x,y, nicht von p abhängen. Wir fragen, ob es eine

infinitesimale Berührungstransformation giebt, bei der x, y gerade diese

Incremente erfahren. Ist W die charakteristische Function der frag-

lichen Berührungstransformation, so muss nach Theorem 3

^{x,y)=W„ 7j{x,y)=pW,-W

sein. Dies würde also liefern:

W=^{x,y)p—}](x,y).
Lie, Geometrie der BeriUiruiigstransformationen I. 7 [1. IV. 1895.]
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W wäre also limar in p. Setzen wir andererseits W s^^p — )], so

ergiebt das Theorem 3 für x, y, p die Incremente:

8x= Wpöt=lÖt,

8y = {p Wp—W)dt = ri dt,

(15) dp = — {W.-\- p TT,) dt =
= {V^ + {Vv — idp — kP^] ^^

Die charakteristische Function pi, — r] liefert also wirklich eine in-

finitesimale Berührungstransformation j die x und y gerade die vor-

geschriebenen Incremente i,dt, rjdt erteilt.

In § 1 des 1. Kap. (S. 13) haben wir aber gefunden, dass das

Erweitern der Punkttransformation

X, = X(x, y), y, = Y(x, y)
liefert:

Wenn nun hier

X = x-^l{x,y)8t, Y=y + ri{cc,y)8t

ist, so liegt eine infinitesimale Punkttransformation vor, und es kommt

nach (16):

_ J^ + (^x + riyP) s t

oder, da statt der Division mit 1 -|- (1« + lyjo) 8 t die Multiplication

mit 1 — (Ix + lj/i>) 8 t vorgenommen werden darf, bei Nichtberück-

sichtigung der höheren Potenzen von 8t:

Pi=p+{nx + ivy — Ix) i> — kp'] 8t.

Vergleichen wir diese Formel mit (15), so gelangen wir zu dem

folgenden wichtigen Resultat:

Es ergiebt sich die Ertveitermig der inßnitesitnaUn Punkttrans-

formation 8x = ^{x,y) 8t, 8y = ri(x,y) 8t, wenn man der charakte-

ristischen Function einer infinitesimalen Berührungstransfm-mation den

in p linearen Wert |j) — ri erteilt.

Anderes 3. Beispiel: Wir haben zum Schluss des § 4 des zweiten Kapitels

tensystem. (S. 55) darauf hingewiesen, dass die analytische Form unserer Theorie

der Berührungstransformationen vom Coordinateusystem unabhängig

ist. Wenn wir z. B. Polarcoordinaten r, cp benvitzen, so wird jedes

Linienelement durch seine Coordinaten

r, cp und cp' = -^|

gegeben. Alle Berührungstransformationen lassen sich bei dieser Wahl
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der Veränderlichen als Transformationen in r^ g) und cp' definieren, die

eine Bedingungsgleichung von der Form

erfüllen. Daher werden die Incremente, die r, tp, (p' bei einer in-

finitesimalen Berührungstransformation erfahren, genau so durch eine

charakteristische Function W{r, (p, (p') und ihre ersten Ableitungen

nach r, (p, cp' ausgedrückt, wie es in Theorem 3 bei Benutzung ge-

wöhnlicher Coordinaten x, y,
y' der Fall war. Nach Theorem 3 haben

wir also zu setzen:

(17) dr=W^öt, 8(p= {cp'W^' — W)öt, 8cp' =— {Wr-]r<p'W^)8t

Setzen wir z. B. für W die Function Inf. fuss-
puukt-Trf.

(18)

so ergiebt sich
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tiuuierliche Gruppe von Berührungstransformationen vor, die insbesondere die in-

finitesimale Transformation (20) oder (20') enthält. Dass sie umgekehrt von dieser

erzeugt wird , verificieren wir durch Integration des zu (20) gehörigen Systems von

simultanen Differentialgleichungen

:

dTi A'h^'^ ^^^1 = dt
i\ Ist sin T, TT

mit den Anfaugswerten r
, qp , r von i\

, qPi , ^i
für t = 0. Es kommt zunächst

T, = T, darauf

und schliesslich noch

d. h.

d Igri

dt
= lg sin T,

Also ergeben sich die Werte (21), nur steht statt n die Grösse t. Wir haben

also die eingliedrige Gruppe von Berührungstransfarmationen vor uns, die ins-

besondere die Ftisspunkt- Transformation mit dem Fol O und alle ihre Wieder-

holungen sowie die dazu inversen Transformationen enthält.

Veraiige- 4. Beispiel: Wir sahen (im 1. Beispiel), dass die Wellenbewegung im iso-

Diiataüon' tropcn elastischen Medium in der eingliedrigen Gruppe aller Dilatationen ihren

analytischen Ausdruck findet. Es giebt eine umfassendere Kategorie von ein-

gliedrigen Gruppen von Berührungstransformationen, die in einer ähnlichen Be-

ziehung zur allgemeinsten Wellenbewegung im nicht isotropen Medium stehen:

Inf. Be- Wir wählen eine infinitesimale Berührungstransformation, deren charakte-

'^^^o^'tik^^''
ristische Function W von p allein abJuingt, aber sonst beliebig ist:

W= Il{p).

Dann ergiebt sich nach Theorem 3:

Sx = n'ät, Sy = {pn' — n)8t, dp = o.

Die letzte Formel sagt aus, dass jedes Linienelement parallel mit sich selbst ver-

schoben tvird. Durch Integration des Systems:

dx, ^ dj/i d2h _ ^^^

n'iPr) ihTi' {p,) - n{p,)

ergiebt sich die zugehörige eingliedrige Gruppe von Berührungstransfonnationen

:

i^i

= * + 71' (p) t,

Vx =y + {p^' -n)t,

Pi =p-

Betrachten wir einen beliebigen Punkt {x, y). Er geht bei der durch (22) für

ein bestimmt gewähltes t dargestellten Berührungstransformation in eine Curve

über, deren Gleichung, geschrieben in den laufenden Coordinaten x^ , i/j , durch

Elimination von p aus den beiden ersten Gleichungen (22) hervorgeht. Man findet

dadurch eine Gleichung von der Form:

(23) ffl("'--^. ^-V^)
= o.

Die eingliedrige Gruppe (22) besteht somit aus Berührungstransfonnationen, die

mit allen Translationen vertauschbar sind (vgl. das 3. Beispiel des § 5, 2. Kap., S. 59).
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Bei jeder einzelnen Berührungstransformation dieser Gruppe gehen alle Punkte in

congmente und gleichgestellte Curven über. Variieren wir t, so sehen wir aus

der Form der Gleichung (23), dass die Curven, in welche ein beliebiger Punkt

(x, y) nach und nach bei allen Transformationen der vorliegenden eingliedrigen

Gruppe übergeht, einander ähnlich und ähnlich gelegen sind, indem ihr Ähnlichkeits-

massstab direct durch die verschiedenen Werte von t gegeben wird.

Wenn wir z. B. die charakteristische Function W oder 11(2)) in der be-

sonderen Form

(24) W :_i: n -: Ya'p'^b 2

wählen, in der a, b Constanten bedeuten, so ergiebt sich, dass der Punkt {x, y)
bei der Berührungstransformation (22) in die Ellipse:

(^1

—

^y (^1
— yy
(bty

übergeht, geschrieben in den laufenden Coordinaten x^, y^. Diese besondere An-
nahme erläutert die Fig. 34, Der Punkt p^ geht bei der zum Werte t gehörigen

Fig. 34.

Transformation der eingliedrigen Gruppe in eine Ellipse Je über. Führt man nach-

her auf alle Punkte p dieser Ellipse die zum Werte t^ gehörige Transformation

der Gruppe aus, so gehen diese Punkte p in Ellipsen über, die einander congruent

und mit k ähnlich und ähnlich gelegen sind. Sie besitzen als äussere Umhüllende

eine gewisse Curve Jc^ , in welche die Ellipse k bei der zweiten Transformation

übergeht. Der Aufeinanderfolge beider Transformationen ist die Transformation

der eingliedrigen Gruppe äquivalent, die zum Parameterwert t -}- t^ gehört. Sie

führt den Punkt p direct in die neue Curve kj^ über, und diese muss daher eine

zu k ähnliche, ähnlich gelegene und concentrische Ellipse sein.

Hätten wir der Function W, die nur von p abhängen soll, irgend eine

andere Form erteilt, so wären anstelle aller dieser Ellipsen andere einander

ähnliche und ähnlich gelegene Curven getreten.

Bei der successiven Ausführung der Transformationen unserer eingliedrigen Allgemeine

Gruppe geht also jeder Punkt ^^ in eine Reihe einander ähnlicher und ähnlich
i^^eg^'^im

gelegener Curven über. Dies erinnert an die in der Theorie der elastischen elastischen

Medien auftretende Erscheinung: Ist die ganze Ebene von einem elastischen ^^^^i"""-

Medium erfüllt, in dem sich Bewegungen, die von einem Punkte ausgehen, mit

verschiedenen Geschwindigkeiten nach den verschiedenen Richtungen hin fort-

pflanzen, doch so, dass die Geschwindigkeit nur von der Richtung abhängt, so
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verursacht ein Erregungscentrum p^ nach und nach eine Reihe von WcUcn, die

einander ähnlich und ähnlich gelegen sind mit dem gemeinsamen Ähnlichkeits-

punkt p^. Unsere obige Betrachtung ist eben nichts anderes, als die rein mathe-
Huygeus- matischc Auffassung des Huygens'sehen Princips, angewandt auf elastische Medien

®cip/^""der genannten Art. Sie zeigt, dass dieses Princip sich damit deckt, dass die be-

trachteten Oü^ Berührungstransfoi-mationen eine eingliedrige Gruppe bilden. Der
durch die Annahme (24) bewirkte Specialfall tritt in der Optik bei den doppelt

brechenden Krystallen auf.

Wellen bei Liegt irgend eine infinitesimale Berührungatrcmsformation mit der charak-

*'ß*^pp""^^teristischen Function W{x, y, p) vor, sowie die von ihr erzeugte eingliedrige

Bertrf. Gruppe, so führen alle oo* Berühningstransformationen dieser Gruppe eine be-

liebige Curve successive in eine Schar von Oü' Curven über, deren jede folgende

aus der unmittelbar vorhergehenden durch Ausübung der infinitesimalen Be-
rührungstransformation

8x = W^ dt, 8ij = {p Wj, - W) dt, dp = - {W^ + p Wy) 8t

hervorgeht. Deutet man t als die Zeit, also 8t als Zeitelement, so Tcann man
dies Phänomen als eine Wellenbeivegung auffassen. Man kann alsdann von der

Geschwindigkeit sprechen, mit der sich der Punkt p eines Linienelementes l einer

der Wellen bewegt. Geht l in der Zeit 8t in Zj über, so wird diese Geschwindig-
keit gemessen durch den Abstand der Punkte der beiden Elemente l und l^

,

dividiert durch 8 t. Projiciert man den Abstand auf die Normale des Elementes l,

d. h. auf die Wellennormale, und dividiert die Projection durch St, so erhält

Normaige- man, können wir sagen, die Normalgeschivindigkeit der Welle an der betreffenden

'"^S^-J^gifg^*- Stelle. Infolge der oben (S. 95) gegebenen geometrischen Deutung (vgl. Fig. 32)

ist diese Nonnalgeschwindigkeit gleich

W
yi + P'

^°trf"er'
^- ß^ispiel: Wir suclien jetzt die allgemeinste infinitesimale Be-

Mechanik. rührungstransformation der Ebene, bei der jedes Linienelement {x,y,p)

eine solche neue Lage (x -\- dx, y -\- Sy, p -\- Sp) erhält, dass die

Verschiebungsriclitiing 8y : 8x des Punktes des Elementes {x, y, p)
und die Gerade dieses Elementes auf einander senkrecht stehen. Da
die soeben erwähnte Gerade in den laufenden Coordinaten j, ^ die

Gleichung hat:

p{ic — x) — (t) — y) = 0,

so soll also sein:

dx -\- pdy = 0.

Wir suclien mithin alle infinitesimalen Bemhrumjstransformationen, hei

denen

(25) 8x-{-pdy =
ist Nach Theorem 3 müssen ihre charakteristischen Functionen W
der Relation genügen:

(26) W,+p{pW,^ >r) = u,
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oder
dlgW^l dlgji + p')

dp 2 dp ^

woraus sich ihre allgemeine Form ergiebt:

(27) W=Si(x,y)yi+p'.

Hierin bedeutet il(x, rj) eine willkürliche Function von x, y. Nach

Theorem 3 kommt

Zu denselben infinitesimalen Berührungstransformationen der Ebene

wird man geführt, wenn man alle die sucht, hei denen jeder Punkt in

einen unendlich Meinen Kreis iibergeht, der den PunJd zum MiUelpunM

hat'^ hierbei sind die erweiterten Punkttransformationen von vornherein

ausgeschlossen. Diese Forderung drücken wir nämlich so aus, dass

wir verlangen, dass dx^ -f- dy^ von p unabhängig sei, obgleich 8x und

8y nicht beide frei von p sein sollen. Wir fordern also, dass der

Ausdruck
Wj? + {pWp— Wf

frei von p sei. Dies giebt die Bedingung:

Da dx und 8y nicht beide frei von p sein sollen, so ist Wpp sicher ver-

schieden von Null. Es bleibt also gerade die Bedingung (26).

Üben wir eine der gefundenen infinitesimalen Berührungstransfor-

mationen (27') fortwährend aus, so ergiebt sich eine eingliedrige Gruppe.

Eine beliebige Curve c geht bei dieser Gruppe in eine Schar von

oü^ Curven c^ über. Dabei liegen die Punkte der Linienelemente, in

welche irgend ein Linienelement l von c nach und nach übergeht, auf

einer Orthogonalcurve dieser Schar. Es wird also von den Curven Cj

und den Punktorten der aus den Linienelementen von c hervorgehenden

Linienelemente ein Orthogonalsystem erzeugt.

Die eingliedrige Gruppe von Dilatationen gehört als Specialfall

hierher. In diesem speciellen Falle bestehen die zugehörigen Orthogonal-

systeme aus oo^ parallelen Curven zusammen mit ihren gemeinsamen

Normalen.

Die in diesem Beispiele betrachteten Berührungstransformationen

spielen in der Mechanik eine wichtige Rolle, worauf wir später zurück-

kommen*).

*) Siehe Lie, Die infinitesimalen BerüJirungstrunf^formationen der Mechanik.
Leipziger Berichte 1889, S. 145— 153. Daselbst ist die Betrachtung für den Fall

eines Raumes von n Dimensionen angestellt.
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^dieeineBe-
'^^^^^ gehen wii' dazu über, die geivüJmlicJien JDijferentidlghichungen

'"5[*^[g «®' ersfcr Ordnung in x,y m betrachten, die eine Berührungstransformation

und insbesondere eine infinitesimale Berührungstransformation gestatten.

Indem wir auf Satz 6 des § 3 des 2. Kap. (S. 47) verweisen,

erinnern wir an Folgendes: Die vorgelegte Differentialgleichung

(28) ^'_c,(^,,^) =
gestattet die gegebene Berübrungstransformation

(29) X, = X(x, y, tf), y, = Y{x, y, y), y,' == P(x, y, y'),

oder — wie wir auch sagen — sie bleibt bei ihr invariant, wenn die

aus (28) vermöge (29) hervorgehende Gleichung genau die Form (28)

hat, nur geschrieben in ^i,^i,^i'7 also die Form:

y^ —(o(x„y,) = 0.

Alsdann führt unsere Berührungstransformation (29) jede Integral-

curve der Differentialgleichung (28) wieder in eine Integralcurve

derselben Differentialgleichung über. Die Berührungstransformation

(29) ordnet dabei jedem Linienelement (x, y,
y' = co) einer Integral-

curve von (28) ein Linienelement der neuen Integralcurve zu, also

auch jedem Punkt einer Integralcurve einen Punkt einer anderen Integral-

curve derart, dass allen Punkten einer Integralcurve alle Punkte einer

anderen Integralcurve entsprechen. Hierdurch erhalten wir also eine

"^Pkttrf^'
Pw^^^'^^ransformation, die jede Integralcurve in eine Integralcurve ver-

wandelt. Ihre Gleichungen erhalten wir, indem wir y' == co in (29)

einsetzen, in der Form:

X, = X(x, y, (o), y, = Y{x,y, co).

Satz 1 : Gestattet die geivöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung

in X, y:
y' — co{x,y) = Q

die Berührungs transformation

x^ = X{x, y, y'), y, = Y(x, y, y'), y,' = P(x, y, y'),

so gestattet sie auch die PunJcttransformation:

X, = X{x, y,G)(x, y)), y, = Y{x, y, co{x, y^).

Beide Transformationen vertauschen die Integralcurven der Differential-

gleichungen in derselben Weise unter einander.

Triyiaie Trf. Unter eiucr trivialen Berührungs- bez. Punkttransformation einer

Differentialgleichung (28) soll künftig eine solche verstanden werden, die

jede Integralcurve nicht in eine andere Integralcurve, sondern in sich

selbst überführt. Man sieht, dass die vorgelegte Berührungstrans-
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formation und die aus ilir abgeleitete Punkttransformatioii der Diffe-

rentialgleichung (28) immer gleichzeitig nicht -trivial oder trivial sind.

Unsere Betrachtungen gelten nun insbesondere für infinitesimale ^^%];^'^^l

Transformationen:

Liegt die Differentialgleichung

(28) y' — (D{x,y) =
vor und gestattet sie eine bekannte infinitesimale Bertihrungstransfor-

mation:

(29) dx==Ux,y,y')St, dy = ri(x,y,y') dt, öy' = 7t(x,y,y') dt,

deren Symbol also die Form hat:

so gestattet sie also auch die infinitesimale Pw^it^ransformation:

(30) 8x = ^(x, y, (o) 8t, dy = r](x, y, co) dt

Bei dieser erfährt eine beliebige Function f von x und y den Zuwachs,

der gleich

UfEE ^(x, y, CO) ^ + ri{^, y, «) |^,

multipliciert mit dt, ist.

Ist nun die vorgelegte infinitesimale Berührungstransformation Bf
nicht -trivial, so ist es auch nicht die infinitesimale Punkttransformation

(30) oder Uf Es besteht nun der Satz, dass die Differentialgleichung

(28) durch Quadratur integrierbar ist, sobald sie eine bekannte nicht-

triviale infinitesimale Punkttransformation gestattet.

Denn wenn ^(x,y) Integral von (28) ist, also

^(x,y) = Const.

die unbekannten oo^ Integralcurven darstellt, so muss einerseits wegen

(28) identisch

(31) 0^-\-a>^y = O

sein und andererseits der Zuwachs dO von ^ bei der infinitesimalen

Punkttransformation (30) eine Function von O werden*):

d0=^a:dx+ %dy=^{^)dt,
anders geschrieben

(32) U^ = i2;(^).

Diese Function ß(0) ist nicht identisch Null, denn sonst würden die

einzelnen Integralcurven ^ = a vermöge der Transformation (30) in

*) Ausführlicher hierüber in den Voi-lesungen über Differentialgleichungen

mit bekannten infinitesimalen Transformationen, Kap. 6.
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sich übergehen, also die Transformation (30) trivial sein. Aus (31)

und aus der Gleichung (32) oder:

^(x, y, to) CD., + riipc, y, a) ^,, = ß(cD)

lassen sich nun CD^ und ^y berechnen, sodass sich für d^^EOxdx-\-0ydy
ergiebt:

fZ<5 dy — CO dx
ß(«f) ~ r](x, y, a>) — co^{x, y, ro)

"

Da jede Function von ^ wieder ein Integral ist, so ergiebt sich folglich

ein Integral durch Quadratur des vollständigen Differentials:

dy — adxW^^
J r]{x, y, 09)— (o^{x, y, co)

Für dies Integral W ist Ü^F^ 1. Hiermit haben wir gefunden:

^"'durch°" ^^^^ 2' Gestattet eine vorgelegte geivöhnliche DiffcrciUialglcichimg

Quadratur. g^^.^g^ Ordnuiig tfi x,y:
y' — (o{x, y) = ()

eine deJcannte nicht-trivicde infinitesimale Berührungstransformation, so

ist sie durch eine Quadratur integrierbar.

Unter einer trivialen Berührungstransformation einer Differential-

gleichung y' = ü}(x, y) verstanden wir eine solche, die jedes Linien-

element hinführt längs der Integralcurve, dem es angehört, sodass also

jedes dieser Linienelemente mit dem durch die Transformation hervor-

gehenden vereinigt liegt. (Vgl. § 1 des 2. Kap., S. 38.)

Wir können nun umgekehrt, wenn eine infinitesimale Berührungs-

transformation mit der charakteristischen Function W vorliegt, die

Frage nach allen den gewöhnlichen Differentialgleichungen erster

Ordnung stellen, die sie in trivialer Weise invariant lässt.

Um dies zu erledigen, wollen wir zuerst nach allen den Linien-

elementen der Ebene fragen, die vermöge der Transformation in solche

übergehen, die mit den ursprünglichen jedesmal vereint liegen: Das

Element (x, y, p) geht vermöge der vorgelegten infinitesimalen Be-

rührungstransformation in ein neues Element {x-\- dx, y -j- dy, p -\- 8p)

über. Letzteres liegt mit ersterem vereint, wenn

8y — p8x =
ist. Nach Theorem 3 giebt dies einfach:

W{x, y, p) = 0.

Die Gleichung TF(^, y, p) = ,0 definiert mithin alle die oo^ Linien-

elemente (x, y, p) der Ebene, deren jedes mit dem durch die infini-

tesimale Berührungstransformation hervorgehenden Elemente vereint ist.

Liuienelem
die in ver
einte trf.

werden.
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Es liegt nahe zu vermuten, dass die Schar aller dieser <X)'^ Linien-

elemente bei der vorgelegten infinitesimalen Berührungstransformation

in sich transformiert wird. In der That ist die Änderung, die W
vermöge der infinitesimalen Transformation erfährt:

^TT-- W,dx + W,jdy + Wpdp,

infolge des Theorems 3 gleich:

dWEE—WW,dt,
d. h. für die Linienelemente, für die W == ist, ist auch dW= 0.

Es wird also die Schar der betrachteten oo^ Linienelemente in sich

transformiert. Da ferner jedes dieser Elemente in ein mit ihm vereintes

übergeht, da sich andererseits diese oo^ Elemente in oo^ Element-

vereine anordnen, so wird jeder dieser Elementvereine von der vor-

gelegten infinitesimalen Berührungstransformation in sich übergeführt.

Diese cx)^ Elementvereine sind die Integralgebilde der gewöhnlichen

Differentialgleichung erster Ordnung W{x, y,y')= 0. Diese Differential- Diff^h\!"o!

gleichung bleibt also in trivialer Weise invariant und ist andererseits

die einzige, die in trivialer Weise invariant bleibt.

Satz 3: JEs giebt <x>^ Linienelemente, die durch die infinitesimale

Berührmigstransformation mit der charakteristischen Function W(x,y,p)
so transformiert iverden, dass das transformierte Element mit dem ursiyrüng-

lichen vereint liegt. Es sind dies die durch die Gleichung

W{x, y,p) =
definierten Elemente. Die Schar dieser Elemente ist hei der infinitesimalen

Berührungstransformation invariant. JDie Integralgebilde der Bifferential-

gleiclmng erster Ordnung Tf= sind die einzigen Elementvereine, die

hei der infinitesimalen Berührungstransformation einzeln invariant hleih^\^

Es ist ferner W=0 die einzige Differentialgleichung erster Ordnimg in

X, y, die hei der infinitesimalen Berührungstronsformation in trivialer

Weise invariant hleiht.

§ 3. Differentialinvarianten einer infinitesimalen Berührungs-

transformation.

Es liege eine infinitesimale Berührungstransformation vor:

(83) dx = Wj, 8t, öy = (pW, — W) dt, dp = — {W, -\- pW,,) di.

Sie erteilt x, y, p unendlich kleine Incremente. Wir verstanden unter

X, y, p die Coordinaten eines Linienelementes. Wir können aber, wenn
es uns beliebt, x, y, p auch als gewöhnliche Punhtcoordinaten im
Baume auffassen.
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AbbUdg. d.

Linienel. als
Bei dieser Deutung von x, ij, p wird, können wir sagen, jedes

Kaumet Linienelement l der (a;?/)-Ebene in einen Punkt des Raumes (x, y, p)
abgebildet, und zwar in den Punkt,

der vor bez. hinter der (a;y) -Ebene

im Abstände p vom Punkte {x, tj) des

Linienelementes l gelegen ist. (Vgl.

Fig. 35.) Umgekekrt wird jeder Punkt

im Räume {x, y, p) ein ganz be-

stimmtes Linienelement der Ebene dar-

stellen.

Die Gleichungen (33) definieren bei

dieser Auffassung eine infinitesimale PunM-

transforniation des Baumes (x, y, p). Führt

man eine solche fortwährend aus, so beschreibt jeder Punkt allgemeiner

Bahucuxve. Lage (x
, y , p) in diesem Räume eine Curve, seine BaJmcurve. Wird

dt als Zeitelement gedeutet, so definieren also die Gleichungen (33)

eine stationäre Strömung im Räume (x, y, p). Der Punkt {x, y, p)
wird in der Zeit t in eine neue Lage (a^i, 2/i> i^i) übei-geführt. Diese

ergiebt sich durch Integration der simultanen Differentialgleichungen:

Fig. 35.

(34)
dy, dpi

PiW, w^ — w^ — p, Tr„
= dt,

wenn man noch die Bedingung stellt, dass sich x^,y^,p^ für ^ =
auf x, y, p reducieren sollen. Li den Gleichungen (34) soll W^ die

Function W, geschrieben in x^, y^^, 2\ statt x,y,p vorstellen; der

Kürze wegen bezeichnen wir die Ableitungen von W^ nach X-^,y^, p^

einfach mit Wx^, Wy^ und Wp^.

Da eine stationäre Strömung im Räume vorliegt, erhalten wir

nur oo^ Bahncurven. Jede Bahncurve wird bei Ausführung der in-

finitesimalen Punkttransformation (33) des Raumes (x, y, p) in sich

verschoben, indem ihre Punkte längs der Curve hinwandern. Sie bleibt

^"catye^^ also invariant. Es giebt somit gerade oo^ in den ganzen Raum (x, y, p)
verteilte invariante Curven. Denn es erhellt sofort umgekehrt, dass

eine invariante Curve entweder Bahncurve ist oder aber aus lauter in-

varianten Punkten bestehen muss. Letzteres kann aber nicht für oo^

in den ganzen Raum verteilte Curven eintreten, da sonst alle Punkte

des Raumes fest wären.

Soll eine Fläche des Raumes (x, y, p) invariant bleiben, so kann

sie zunächst aus lauter einzeln invarianten Punkten bestehen. Für

diese ist Öx = öy = dj) == 0, d. h. nach (33)

Invariante
Fläche.

w 0, w., W:, -{- pWy = 0.
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Unter Umständen giebt es co'^ Wertsysteme {x,y,p), welche diese

drei Gleicliungen erfüllen. Sie werden dann oo'^ einzeln invariante

Punkte darstellen^ die eine isolierte invariante Fläche bilden. Im all-

gemeinen aber wird es keine solche Fläche geben. Eine invariante

Fläche kann nun andererseits aus nicht-invarianten Punkten bestehen,

aus Punkten also, die Bahncurven beschreiben. Diese Curven müssen

dann vollständig in der invarianten Fläche verlaufen. Die Fläche wird

mithin von oo^ Bahncurven erzeugt. Umgekehrt leuchtet ein, dass

jede von oo^ Bahncurven erzeugte Fläche invariant ist.

Die oo^ Bahncurven im Räume {x, y, p) werden sich durch zwei

Gleichungen

ii{x, y, p) == Const., v{x, y, p) = Const.

darstellen lassen, in denen u, v von einander unabhängig sind. Dabei

sind u, V Integrale des Systems von simultanen Differentialgleichungen:

foÄ'\ dx^ dy _ dp
^'^^) W^ — pW^-W -W^-pWy'

Eine von oo^ Bahncurven erzeugte invariante Fläche wird weiterhin

allgemein durch eine beliebige Relation zwischen u und v.

(35) Sl{u, v) =
dargestellt, denn diese Fläche enthält ja cx)^ Curven u = a, v = h.

Diese Betrachtungen zeigen überdies, dass die Functionen u und v beij,,

der infinitesimalen Transformation (33) — ebenso bei jeder endlichen

Transformation der zugehörigen eingliedrigen Gruppe — invariant

bleiben, und ferner, dass eine jede Function von x, y, p, die diese

Eigenschaft besitzt, die Form ^(u, v) hat.

Im vorigen Paragraphen (S. 107) haben wir schon erkannt, dass TF=0
eine invariante Gleichung ist. Entweder enthält die Fläche TF=
also oo^ Bahncurven oder sie besteht aus lauter einzeln invarianten

Punkten. Im ersteren Fall hat TT = auch die Form ß(M, v) = 0,

und der letztere Fall tritt ein, wenn, wie oben bemerkt wurde, infolge

von W=0 auch Wj,= und W^ + pWy=0 ist.

Gehen wir nun von der Deutung im Räume {x, y, ])) zur (xy)-

Ebene der Linienelemente {x, y, p) zurück, so erhalten wir zunächst

unmittelbar den

Satz 4: Jede infinitesimale Berührungstransfm-mation der (xy)-Ehene^^^^^^^-'F^^^^^-

lässt zwei von einander unabhängige Functionen u, v von x,y,p invariant, »ertrf.

und die allgemeinste invariante Function von x, y, p ist eine heliebige

Function Sl{u, v) von diesen beiden. Biese invarianten Functionen sind

die Integrale des Systems von simultanen Differentialgleichungen:

Invar.
uuctionen.
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dx (ly dp

ivenn W(x, y, p) die charakteristische Function der infinitesimalen Be-

rührungstransformation ist,

ferner:

(jieichgbei ^^^^ ^' ^*^ allgemeinste Schar von oo^ Linienelementen, die hei einer

^''^-
^^^''^- infinitesimalen Berührungstransformation der (xy)-Ebene invariant bleild,

wird dargestellt durch eine heliehige Gleichung zwischen den beiden im

vorigen Satze erwähnten invarianten Functionen u, v:

Sl(u, v) = 0.

Zu diesen Gleichungen tritt, wenn sie nicht schon unter ihnen enthcdten

ist, nur noch die eine:

W{x, y, p) = •

hinzu, wenn W die charakteristische Function der vorgelegten infinitesi-

malen Berührungstransformation ist.

Wir nennen jede bei einer infinitesimalen Berülirungstransformation

Differential-invariant bleibende Function von x, y, p eine Differentialinvariante
iuvarianten

_

; ^7 x ii

i.ordn. erster Ordnung. Die Functionen u, v sowie allgemein die beliebige

Function Sl(u,v) von u, v stellen demnacb die Differentialinvarianten

erster Ordnung im vorliegenden Falle dar. Ist Bf das Symbol der in-

finitesimalen Berülirungstransformation, so können wir diese Differential-

invarianten fix, y, p) statt als Integrale des obigen Systems von simul-

tanen Differentialgleicbungen natürlich auch definieren als die Lösungen

der linearen partiellen Differentialgleichung

Bf=0.

Sicher sind nicht aUe Differentialinvarianten erster Ordnung frei von p.

Denn sonst müssten x, y selbst Differentialinvarianten sein, d. h. es

wäre WpEEiO und pWp — TT:^ 0, d. h. W müsste identisch ver-

schwinden.

Wir können also auch den Satz aussprechen:

Satz 6: Jede infinitesimale Berührungstramsformation der (xy)-Ebene

besitzt unendlich viele Differentialinvarianten erster Ordnung. Die all-

gemeinste ist eine beliebige Function Sliii, v) von zivei von einander un-

abhängigen u und V. Es sind niemals beide Differentialinvarianten u, v

frei von p.

Wir erhielten diese Ergebnisse durch anschauliche Betrachtungen

im Räume [x, y, p). Wir wollen aber andeuten, wie man zu ihnen

auch durch Betrachtungen in der Ebene kommt: Bei beständiger
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Ausübung der infinitesimalen Berührungstransformation (33) wird ein

allgemeines Linienelement (x, y, p) der (xy)-'Ebene nach und nach

unendlich viele Lagen annehmen^ die continuierlich auf einander folgen,

aber im allgemeinen keinen Elementverein bilden. Jede derartige Schar

von oo^ Linienelementen bleibt bei der infinitesimalen Berührungs-

transformation (33) invariant. Insgesamt erhalten wir in dieser Weise

oo^ Scharen von je oo^ Linienelementen der (iC2/)-Ebene derart, dass

sie erstens zusammen alle oo* Linienelemente der Ebene umfassen,

und dass zweitens jede dieser Scharen einzeln bei der infinitesimalen

Berührungstransformation (33) invariant bleibt. (Vgl. Fig. 36, nächste

Seite, die zu einem Beispiel gehört.)

Fassen wir nunmehr oo^ solche invariante Scharen von je oc^

Linienelementen nach einem beliebigen Gesetze zusammen, so erhalten

wir jedesmal eine invariante Schar von oo^ Linienelementen, die durch

eine Gleichung

Sl(u, v) =
dargestellt wird.

Es ist jedoch nicht nötig, diese Betrachtungen, die genau zu den

früheren Ergebnissen führen würden, in ihren Einzelheiten weiter zu

verfolgen. Wir empfehlen aber ihre Durchführung dem Leser zur

Übung und bemerken nur noch, dass sich die besprochenen Scharen

von oo^ Linienelementen im Eaume als die oben betrachteten Bahn-

curven darstellen.

Dagegen müssen wir dem Satze 5 eine zwar naheliegende, aber

doch wichtige neue Form geben: Die oben betrachteten Gleichungen

il(u, v) = sind Di/fercntialgleichnngen in x, y. Deshalb formulieren

wir den Satz 5 jetzt so:

Satz 7: Die allgemeinste gewöhnliche Differentialgleichung erster invar.

Ordnung in x, y, die hei einer vorgelegten infinitesimalen Berührungs-

transformation mit der charakteristischen Function W(x, y, p) invariant

hleibt, wird erhalten durch Nullsetzen einer beliebigen Diff'erentialinvariante

erster Ordnung. Zu diesen Differentialgleichungen tritt, wenn nicht schon

unter ihnen enthalten, nur noch die eine

W{x, y, p) =
hinm. Letztere ist die einzige, die in trivialer Weise invariant bleibt.

1. Beispiel: Liegt eine infinitesimale Dilatation vor, so kann man Beispiele,

ohne Mühe geometrisch die invarianten Differentialgleichungen erster

Ordnung construieren. Da nämlich die Dilatation jede Curve in eine

Parallelcurve verwandelt, so hat eine solche Differentialffleichung zu
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Es inuss

Integralcurven eine Schar von Parallelcurven, d. h. alle Evolventen

einer heliehig zu tvählenden Ciirve. Die c»- Linienelemente sind also

hier alle Linienelemente, welche die Tan-

genten dieser Curve senkrecht schneiden.

(Vgl. Fig. 36.) Die invarianten Scharen

von oü^ Elementen bestehen aus den Ele-

menten, die eine dieser Tangenten senk-

recht schneiden.

2. Beispiel: Hängt die charakte-

ristische Function W der vorgelegten

infinitesimalen Berührungstransforma-

tion nur von p ab, so liegt eine

Transfonnation vor, die wir in dem

4. Beispiel des § 2 dieses Kapitels

(S. 100) betrachteten. Die invarianten

Differentialgleichungen erster Ordnung

schreiben wir hieram vorteilhaftesten so

:

y - Fix, i>)
= 0.

8y — F^8x — Fj,8p = ()

sein infolge von y = F(x, p). Ist nun W=n(p), so ist nach

Theorem 3:

dx = n' dt, dy = {pW — 77) 8t, 8p = 0.

Es soll also

(36) pn' — n — F,n' =
sein infolge von y = F(x,p), d. h. aber identisch Null, da die Gleichung

(36) gar nicht y enthält. F^ muss somit eine Function von p allein

sein, indem 77' nicht Null ist, da sonst 77 nach (36) Null wäre, was

natürlich ausgeschlossen ist. Ist aber

so kommt
F=<p(j>)x + f(p).

Die gesuchten Differentialgleichungen haben also die Form:

(37) y~cp{p)x~f{p) = 0,

verangem. ^-^^^ jjg jgj. ^verallgemeinerten Clairaut'sehen Differentialgleichung, die

sehe Diffgi.
^^.jj. in § 4 des 1. Kap. (S. 32) besprochen haben.

Wir können sie natürlich auch durch directe Anwendung des

Satzes 7 bestimmen. Zu dem Zweck ist das System

dx
IT pW — n

dp
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ZU integrieren. Ein Integral ist ^^ ein anderes (pW — 11) x — TI' y.

Wenn also
pn' — n

n'
= (p(j))

in Bertrf.

gesetzt wird, so haben wir die Integrale j? und y — q)(p) x, sodass die

gesuchte Differentialgleichung als allgemeine Relation zwischen diesen

beiden Grössen wieder die obige Form (37) hat.

Im nächsten Paragraphen werden wir beweisen, dass man, sobald

eine Differentialinvariante erster Ordnung bekannt ist, eine zweite

durch Quadratur zu finden vermag. Wir bedürfen dazu jedoch einiger

Vorbereitungen, die hier ihren Platz finden mögen.

Es liesfe eine endliche Berührungstransformation vor: Neue ver-

(38) X, = X{x, y, p), y, = Y{x, y, p), p, = Fix, y, p).

Führen wir statt x, y, p neue Veränderliche j, t), p vermöge einer

Berührungstransformation ein

:

(39) i = '^{x,y,p), t) = ^(x,y,p), p = S\^{x,y,p)

und gleichzeitig statt a^^, i/^, jp^ neue Veränderliche fi, ^i, pi durch die

mit (39) ganz gleichgebaute oder, wie wir sagen, cogrediente Berührungs-

transformation:

(40) l^ = '^{x„y„p,), t^, = f\{x„y^,p,), Pi = ?(^i, 2/i; ä),

so ergeben sich drei Gleichungen in J, 9, p und Ji, 9i, pi, die sowohl

hinsichtlich der drei ersten als hinsichtlich der drei letzten Veränder-

lichen auflösbar sind. Es gehen also die Gleichungen einer Trans-

formation hervor:

(41) i, = 0(e, ^, p), l), = ^(£, ^, p), p, = X(j, ^, p).

Wir können leicht nachweisen, dass dies eine Berührungstransformation

ist. Infolge der Berührungstransformationen (38), (39), (40) bestehen

ja Relationen von der Gestalt:

dy^ — py dx^ = q(x, y, p) {dy — p dx),

d\) —^ di^ = ö(x, y, p) {dy — p dx),

woraus folgt:

-*?. - ^''s. = °-^~07^^ i"^ - »"'s)-

Vermöge (38), (39), (40) lässt sich hierin der Factor rechts durch £, t), ^

allein ausdrücken. Die dadurch hervorgehende Relation

di), - \\ dl, = t(j:, 1), \^) {d\) — \> dl)

Lie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 8 [1. IV. 1890.]
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inuss dann infolge von (41) bestehen. Sie sagt aus, dass die neue

Transformation (41) eine Berührungstransformation ist.

Wir haben in die Berührungstransformation (38) dadurch neue

Veränderliehe eingefühlt, dass wir durch cogrediente Gleichungen (39)

und (40), die ebenfalls Berührungstransformationen darstellen, sowohl

für die ursprünglichen als auch für die transformierten Veränderlichen

neue Veränderliche einbrachten. Wir sagen kurz, dass wir in die

Berührungstrcmsformation (38) vermöge der Beriihrungsfransformation

(39) 7t€ue Vcränderliehe eingeführt haben, oder auch: Wir haben die

Berührungstransformation (39) auf die Berührungstransformation (38)

ausgeübt.

Die Einführung der neuen Veränderlichen kann, wenn man will,

aufgefasst werden als die Zugnindelegung eines neuen Systems von

Coordinaten j, t), p der Linienelemente anstelle der alten Coordinaten

^yVyP'i dann ist es naturgemäss, dass man auch die transformierten

Linienelemente (x^, y^, p^) auf dasselbe neue Coordinatensystem bezieht,

d. h. sie durch Ji, ^j, p^ bestimmt.

Satz 8: Jede Berührungstransformation geht durch Einführung neuer

Veränderlicher vermöge einer Berührungstransformation tvieder in eine

Berührungstransformation über.

Neue ver- Liegt uuu cinc eingliedrige Gruppe von Berührungstransformationen

eiugi. "cxr. vor, so wird sie durch Einführung neuer Veränderlicher vermöge einer

Berührungstransformation wieder in eine eingliedrige Gruppe von

Berührungstransformationen übergeführt werden. Denn die Gruppen-

eigenschaft derjenigen Operationen, die in der vorgelegten eingliedrigen

Gruppe ihren analytischen Ausdruck finden, kann selbstverständlich

durch Einführung eines neuen Coordinatensystems nicht gestört werden.

Lisbesondere muss die infinitesimale Transformation der ursprünglichen

eingliedrigen Gruppe in die der neuen übergehen. So folgt denn, dass

jede infinitesimale Berührungstransformation durch Einführung neuer

Veränderlicher vermöge einer Bei'ührungstransformation wieder in eine

infinitesimale Berührungstransformation übergeht *).

Ist

(42) l = 'Si{x,y,p), \) = '^{x,y,p), );> = S\^(x,y, p)

eine vorgelegte Transformation, vermöge derer neue Veränderliche

j, t), p in die infinitesimale Transformation

*) Ausführlicher hierüber in §1,2 de.s .3. Kap. der Vorlesungen über Diffe-

rentialgleichunyen mit bek. infin. Transfarmationeu, sowie in der Theorie der

Transformationsgruppen, 2. Abschn., 15. Kap.
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(43) Sf-^i% + ,%-^.%
eingeführt werden sollen, so bemerkt man, dass wegen

8x = i,8t, Öy = Ti öt, dp = 7tdt

sofort folgt:

di = B^-dt, d\) = Bt)-dt, dp = J5|)-^^

und daher

Es ist dalier

(44) s8^-^Bj.|| + i;^.?^+i?p.§/
•

_ _
Symliol der

das Symbol der infinitesimalen Transformation in den neuen Veränder- neuen inf.

liehen. Natürlich sind B^, Bi), B\) vermöge (42) von x, y,p zu befreien

und durch 1C,\),\) allein auszudrücken.

Insbesondere gilt dies, wenn die Transformationen (42) und (43)

Berührungstransformationen sind.

Beispiel: Führen wir in die infinitesimale Dilatation mit der charakteristischen Beispiel.

Function

w -yv-fp
neue Veränderliche i, \), p vermöge der Transformation durch reciproke Polaren

(vgl. S. 24) ein:

(45) i = — p, ^ = scp — y, p = — X,

so haben wir zu setzen:

Bf J „
^^ J^ ^^

yi :^ p2 dx y 1 _|_ p2 a y
Es kommt also nach (45):

und das Symbol der hervorgehenden infinitesimalen Berührungstransformation

lautet daher:

93/-; l/l -j- r« ^ J *^= ^ .

^ ^^ d\)^ yr-\- 1' dp

Es ist dies die infinitesimale Berührungstransformation mit der charakteristischen

Function

Wir fügen hinzu: Ist W die charakteristische Function der in-
^^^^''J^J'^^^I^

finitesimalen Berührungstransformation Bf, so ist, wie Theorem 3 i^ertrf.

zeigt:

(46) WEEEp^ — t].

Es ist aber | ^ Bx, ^] e— By, also

W= pBx — By.
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Analog wird daher die transformiei-te infinitesimale Berührungstrans-

formation S/' die charakteristische Function haben:

oder da:

Nun besteht vermöge der Berührungstransformation (42) eine Relation

von der Form
d\) — pdi = Q(dy — p dx).

Daher ist:
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hekannt ist, eine ziveite davon unabhängige Differentialinvariante erster

Ordnung v(x,y,p) durch Quadratur zu finden ist.

Es sei

das Symbol der infinitesimalen Berührungstransformation. Alsdann

sind, wie wir wissen (vgl. S. 110), die Differentialinvarianten erster

Ordnung die Lösungen der linearen homogenen Differentialgleichung

Bf=^.
Wir nehmen an, eme Differentialinvariante erster Ordnung w(iC,y,i))^^P®J^^J'°g;

sei bekannt. Alsdann ist mithin ^^.^nv

Bu = 0.

Jede der oo^ Differentialgleichungen erster Ordnung:

(48) u{x, y, p) = a,

die zu den verschiedenen Werten von a gehören, ist nun bei jB/" invariant

oder gestattet Bf Nach Satz 2 des § 2 (S. 106) lässt sie sich daher

durch eine Quadratur integrieren. Wenn wir das damals angewandte

Verfahren hier benutzen wollen, so lösen wir zunächst die Differential-

gleichung (48) nach p auf:

(49) p = G}{x, y, a)

und bilden

Uf~ lix, y, (o) ^^ + ri{x, y,(o)^'

Alsdann existiert ein solches Integral W, das der Relation genügt:

(50) UWeeeI.

Wie an der bezeichneten Stelle ausgeführt wurde, lässt es sich durch

Quadratur finden, und wir nehmen an, dass wir es so bestimmt haben.

Die Function W enthält ausser x, y noch die Constante a. Wenn wir

nun in ^P{x, y, d) für diese sicher auftretende Constante a die Function

u(x, y, p) setzen, so geht aus 'J^ eine neue Function

W{x, y, u)

hervor, die x, y, p enthält. Diese Function hat nun eine besondere

Eigenschaft.

Setzen wir sie in das Symbol Bf für f ein, so kommt der Aus-

druck B"^. Nun aber enthält die neue Function W die Grössen x

und y an zwei Stellen, einmal explicite und dann in u. Daher wird:

(51) jsy= |(e-^ + |^»t) + n {7-+ I^P) + «V^P-^ ^
' \cx ' du CXI ' ' \cy ' du cyi ' cu cp

dW
* ex ^ ' ry ^ cti y ex ' ' ry ' dpi
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Der in der letzten Klammer stehende Ausdruck aber ist Bit und dalier

identisch Null. Der Ausdruck

geht ferner aus

dadurch hervor, dass man rückwärts für co den Wert }) oder, was

dasselbe ist, für a den Wert a wieder einsetzt. Infolge von (50) aber

ist UW^^l, bleibt also auch gleich 1, wenn a = u gesetzt wird.

Der Ausdruck (51) für BW reduciert sich mithin auch auf 1:

BW{x,y,u)^\.

Wir wollen diese Function W{x, y, u), die x, y, }), aber nicht a,

enthält, mit v(x,y,p) bezeichnen. Alsdann ist unser Ergebnis:

luBv^i ^^** kennen zwei Functionen u{x, y, p) und v{x, y, p), für die

Bu -- 0, Bv = 1

ist.

Nunmehr bemerken wir: Die Function u{x, y, j)) ist ein inter-

mediäres Integral der gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ord-

nung in X, y:

(52) u^ + u,jy' + «y' y" = 0,

wo wir es vorgezogen haben, statt _p das Zeichen y' zu benutzen. Die

Integralcurven dieser Differentialgeichung sind die cv)^ Curven, die

von allen Integralcurven aller oc^ Differentialgleichungen erster Ordnung:

u{^, y, y') = ^h

bei willkürlicher Constanten a, gebildet werden. Aber es ist Wix, y, a)

das Integral von ti == a, d. h. diese oo^ Curven werden durch

W(x,y,a) = b

dargestellt, wenn a und b als willkürliche Constanten aufgefasst werden.

Diese Gleichung ist also die allgemeine Integralgleichung von (52).

Setzen wir hierin für a das intermediäre Integral u(x, y, y') ein, so

geht hervor:

^{^,y,y') = ^-

Mithin ist v(x,y,y') ebenfalls ein intermediäres Integral von (52).

Dieses intermediäre Integral v ist von u unabhängig, denn wäre

es eine Function A(m), so wäre

Bv^X{u)Bu — 0,

was mit Bv ee 1 in Widerspruch steht.
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Nach Satz 7 des § 2, 3. Kap. (S. 77) liegen mithin die beiden

Functionen u, v von x, y, p in Involution

(53) \uv]eeO.

Nach Satz 12 des §2, 3. Kap. (S. 81) bilden folglich die Gleichungen i^f^«'^^"^^^^;^

/K ,N / N / N dv mit «und».
(o4) x^ = u{x,y,p), y, = v{x,y,p), Pi = ^^

eine Berührungsirmisformation. Wir wollen nun durch diese Berührungs-

transformation neue Veränderliche in die infinitesimale Berührungs-

transformation Bf einführen.

Nach den Auseinandersetzungen am Schlüsse des vorigen Para-

graphen (S. 115) geht sie dadurch über in
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Zugleich haben wir einen anderen Satz gewonnen: Es gelang uns

ja, Bf vermöge der Berülirungstransformation (54) in die Erweiterung

der infinitesimalen Punkttransformation J~ , d. h. in eine Translation,
et} ' '

zu verwandeln. Daher:

Mn'fTertrf ^^^^ ^^' '^^^^ infinitesimale Bcmhrimgstransformation lässt sich

""j^^^'J"^*"*- r?it>Y7i Einführung neuer Veränderlicher vermöge einer passenden Be-

rühnmgstransformation in eine infinitesimale Translation verwandeln.

Hinzuzufügen ist hierbei, dass diese Überführung durch eine

Quadratur geleistet werden kann, sobald man eine DifFerentialinvariante

erster Ordnung der vorgelegten infinitesimalen Berührungstransformation

kennt.

B^tfacht'
Diese durch analytische Betrachtungen erhaltenen Ergebnisse lassen

sich sämtlich auch rein begrifflich ableiten. Wir begnügen uns damit,

durch synthetische Betrachtungen nur das Eine nachzuweisen, dass

jede infinitesimale Berührungstransformation Bf vermöge einer passenden

endlichen Berührungstransformation in eine infinitesimale Translation

überführbar ist.

Es bedeute u{x,y,y'^ wie vorher eine Lösung der Gleichung

Bf= 0. Jede der cx)^ Differentialgleichungen erster Ordnung

u{x, y, y') ^ a (a = Const.)

gestattet alsdann die infinitesimale Berührungstransformation Bf. Daraus

folgt, dass auch die Schar aller oo^ Integralcurven der Differential-

gleichung zweiter Ordnung

Ux + Uyy' -^u,yy" =
vermöge Bf in sich transformiert wird. Es giebt nun bekanntlich

eine Bertihrungstransformation, ja sogar unendlich viele, welche diese

oo^ Curven in Punkte verwandeln. (Vgl. § 4 des 2. Kap., S. 49.)

Durch Ausführung einer derartigen Berührungstransformation wird

mithin Bf in eine solche infinitesimale Berührungstransformation über-

geführt, die jeden Punkt in einen Punkt verwandelt, d. h. in die Er-

weiterung einer infinitesimalen Pun]vttr&nsiorma,tion. Wir können hier

als bekannt voraussetzen*), dass eine infinitesimale Funkttrunsformation

durch Wahl eines passenden Coordinatensystems j, l) in eine infini-

tesimale Translation

IL

überführt werden kann.

*) Vgl. hierüber die Vorlesungen über Differentialgleichungen mit beJcannten

infinitesimalen Transformationen, §§1,2 des 3. Kap.
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Wir knüpfen hieran noch einige Bemerkungen über weitergehende Theoi'ien an

:

Bisher sprachen wir von DifFerentialinvarianten erster Ordnung. Man kann Diffinv.

auch solche höherer Ordnung definieren: Ist eine infinitesimale Berührungstrans-
o'rd'ngf

formation Bf in x, y, y' vorgelegt, so kann man sie — wie jede endliche (vgl.

§ 3 des 3. Kap., S. 81) — durch Hinzunahme der Transformationen, welche die

höheren Differentialquotienten

erfahren, erweitern. Differentialirwariante n'*'' Ordnung heisst eine solche Function

von X, y, y', y", . . . i/*"\ die bei der bis zu y^^^ erweiterten infinitesimalen Be-

rührungstransformation invariant bleibt. Es ist nicht schwer, zunächst Differential-

invarianten zweiter Ordnung anzugeben:

Sind nämlich u{x, y, p) und w(ic, </, p) zwei von einander unabhängige

Differentialinvarianten erster Ordnung, so bleibt offenbar w — ati für jeden con-

stanten Wert von a invariant. Daher definiert die Differentialgleichung erster

Ordnung
w — au — h =

für jedes Wertsystem der beiden Constanten a und b eine invariante Schar von

oo* Curven.

Folglich definiert die Differentialgleichung zweiter Ordnung

dw du
dx dx

für jeden Wert der Constanten a eine invariante Schar von oo^ Curven, kurz sie

stellt oo* einzeln invariante Differentialgleichungen zweiter Ordnung dar. Lösen

wir nach a auf, so finden wir mithin, dass die Gleichung

dw
dx
du
dx

oder

dto = a
du

für jedes a invariant ist. Die linke Seite oder also -=— ist somit eine invariante
du

Function. Nun aber ist diese Function:

dw
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In derselben Weise folgt, dass -y—^ eine DilFerentialinvariante dritter Ord-

nung u. s. w. ist. Hieraus lässt sich alsdann schliessen, dass die allgemeinste

Differentialinvariante n''^'' Ordnung die Form hat:

('

dio d'w d"'

du' du^' ^y^n

Gleich Null gesetzt stellt sie (für w > 1) die allgemeinste invariante Differential-

gleichung vi^^ Ordnung dar:

(56)
_ / dw d^w d w\

\ du du^' du''~^/

Hieraus kann man weiter folgern:

integr. Gestattet eine Differentialgleichung w'" Ordnung in x. y:
einer Diffgl.

„tero die (57) #(x, y, y' 7/«) =
Bf gestattet.

eine bekannte infinitesimale Berührungstransformation Bf, so lässt sich das

Problem der Integration von $ = in dieser Weise zerlegen: Man sucht zu-

nächst durch Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung in x, y, y'

eine Differentialinvariante erster Ordnung u{x, y, y'). Eine Quadratur liefert eine

zweite to(x,y ,y'). Alsdann lässt sich die vorgelegte Gleichung (57) auf die Form

(56) bringen, d. h. auf die einer Differentialgleichung {n — l)'*'^ Ordnung zwischen

u und IV. Hat man diese integriert, so liegt schliesslich eine Differentialgleichung

erster Ordnung in x, y vor:

die Bf gestattet und deren Integration daher nach Satz 2 des § 2, 4. Kap. (S. 106)

durch eine Quadratur geleistet werden kann.

In dieser Weise erkennt man, dass eine gewöhnliche Differentialgleichung
^ter Ordnung, die eine bekannte infinitesimale Berührungstransformation gestattet,

in zwei Differentialgleichungen zerlegt werden kann, deren eine von (n— 1)**^' Ord-

nung ist, deren andere die Differentialinvarianten erster Oi'dnung bestimmt. Setzen

wir die allgemeine Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen als

bekannt voraus, so können wir, wie beiläufig erwähnt werde, das ganze Intc-

grationsproblem zurückführen auf das Problem der Integration einer gewöhnlichen

Difierentialgleichung {n— l)*«' Ordnung, die eine willkürliche Constante enthält.

§ 5. Vertauschbare infinitesimale Berührungstransformationen.

In diesem Paragraphen zeigen wir, dass man zwei vertauschbare

infinitesimale Berührungstransformationen B^f imd B.J' durch Zugrunde-

legen ein und desselben geeigneten Coordinatensystems stets auf die

Form zweier infinitesimaler Translationen

rf cf
P/x' dy

bringen kann. Zunächst einige Definitionen:

Tnabh. Liegen mehrere infinitesimale Transformationen B^f, B^f, . . .B,f

vor, so sageli wir, dass sie von einander unabhängig sind, wenn

zwischen ihnen keine lineare Relation mit constanten Coefficienten



§ 5. Vertauschbare infinitesimale Berührungstransformationen. 123

besteht, wobei natürlich vorausgesetzt wird, dass nicht alle Con-

stanten c Null sind. Ist andererseits etwa Brf gleich einer Summe
c^B^f -{-' -\- Cr—iBr—if mit Constanten Coefficienten, so ist, sagen Liuear

wir, Brf linear ableitbar aus den übrigen. inr^xrf.

Hiernach sind zwei infinitesimale Transformationen B^f, B,^f' von

einander unabhängig, wenn sie sich nicht nur um einen constanten

Factor unterscheiden. Es leuchtet daher ein, dass zwei infinitesimale

Transformationen, die von einander abhängig sind, dieselbe eingliedrige

Gruppe erzeugen, dagegen zwei unabhängige auch zwei verschiedene

eingliedrige Gruppen definieren.

Es seien nun B^f, B^f zwei von einander unabhängige infini-

tesimale Transformationen in den drei Veränderlichen x, y, p:

1/ '1 goj '
'^ cy ^ ^ dp

'

Bei Untersuchungen über infinitesimale Transformationen spielt nun

der Ausdruck

(58) B,(B,f)~B,{BJ)

fast immer eine grosse Rolle. Wir nennen ihn den KlammerausdriicJv
J„g^,„c"'

der beiden infinitesimalen Transformationen.

Befund jBg/' stellen, analytisch betrachtet, Differentiationsprocesse

dar, die auf eine beliebige Function /' ausgeübt werden. In dem
Klammerausdruck stellt demnach das erste Glied B^(B^f) den Aus-

druck dar, der hervorgeht, wenn man auf /' zuerst den Differentiations-

process B^f, alsdann auf das Resultat den Diff'erentiationsprocess B^f
zur Anwendung bringt. Dies liefert offenbar einen Ausdruck, der die

ersten und zweiten partiellen Differentialquotienten von f linear und

homogen enthält. Ahnliches gilt von B^{B^t'). Aber man erkennt

unschwer, dass die zweiten partiellen Differentialquotienten von /' in

B^iß^f) mit denselben Coefficienten wie in B^(B^f) auftreten, dass

sie daher im Klammerausdruck (58) fehlen. Man erkennt so, dass

der Klammerausdruck die Form hat:

(59) B,{B,f) - B,{B, f) ^^ {B,^, - B,l,) ^^ _|_

-f {B,ri, - B,ri,) ^ + {B,^, - i>>,)
^/^

•

Der KlammeraiisdrucJc ist daher ebenfalls eine infmitesimale Transfor-

mation in dm Veränderlichen x, y, p.



124 Kap. 4. Die infinitesimalen Berührungstransformationen der Ebene.

Gehen ferner B^ f und B,^ f durch Einführung neuer Veränderlicher

etwa in Sd^f und S&^f über, so ist

J^ABJ) = 33, (an, B,{BJ) = 33,(35,/-),

also auch:

(59') B,(B,f) - B,(BJ) = 33,(33,/) - 33,(©,/).

Sind Bi f und B^ f insbesondere Berührungstransformationen und

TFj, TTcj ihre charakteristischen Functionen, so ist nach Theorem 3

(60)

Da der Klammerausdruck die Form (59) hat, so stellt er eine infini-

tesimale Transformation dar, die x, y, p die Incremente erteilt:

dx = {BJ,-B,i,)df,

dp = {B^TC.^ — -^2^1) '^^•

Rechnet man diese mit Rücksicht auf die Werte (60) aus, so verificiert

man durch Rechnungen, die keine principiellen Schwierigkeiten bieten,

dass diese Incremente die Formen haben:

^ß s>^ *.. /.. ^'ß r^\ s^j. ^.. ( cSl

dp

wenn nämlich Sl die Function ist:

^1 - dp '
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Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir uns jetzt einem be-

sonderen Vorkommnis zuwenden: Sind B-^f und B^f zwei von ein-

ander unabhängige infinitesimale Transformationen in den Veränder-

lichen X, y, p, so kann der Fall eintreten, dass der Klammerausdruck

identisch verschwindet:

B,{B,f)-B,(BJ)^^0.
Alsdann ist:

B,{B,f)^r-:B,{BJ),

in Worten: Führt man B.^f OMi B^f aus, so erhält man dasselbe, als

ob man B^f auf B^f ausübt. Die Reihenfolge der beiden durch B^^f

und B.^f dargestellten Differentiationsprocesse ist also dann bei ihrer

Aufeinanderfolge, ausgeübt auf eine beliebige Function f, durchaus

gleichgültig. Daher nennen wir in diesem Falle B^^f und B^f zwei

vertausclibare infinitesimale Transformationen. ^int'rrf
^'

Zwei infinitesimale Transformationen heissen also vertauschbar,

wenn ihr Klammerausdruck identisch verschwindet.

Nunmehr wollen wir in der Folge annehmen , es seien B. f und vertausohb.

_

O ' ... i"f- Bertrf.

B^f zwei von einander imahhängige und vertauschbare infinitesimale

Berührungstransformationen, und es seien W^, W^ ihre charakteristischen

Functionen.

Ihr Klammerausdruck soll identisch Null sein. Er ist aber nach

Satz 12 eine infinitesimale Berührungstransformation, deren charakte-

ristische Function iß den Wert (61) hat. Eine infinitesimale Be-

rührungstransformation hat nur dann das Symbol Null, wenn ihre

charakteristische Function Null ist. Unsere Annahme drückt sich daher

durch das Bestehen der Identität aus:

(62) [ W, W.^ - W,
'J^ + T^. -^ = 0.

Nach Theorem 3 lassen sich B^f und B^f durch W^ und W.^ so

ausdrücken:

Andererseits lässt sich die Identität (62) in einer der beiden Foinnen

schreiben:

.TT,

dy

cy

0,

= 0.
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Daraus folgt, dass wir sie in einer der Ijeiden Formen schreiben

können:

(63) J^.Ü^^O, -«.(t^^^O-

w
Man könnte zunächst denken, dass ^- eine Constante wäre. Aber

'
yy^

dies widerspricht der Unabhängigkeit von B^f und B.^f. Denn wäre

W^ == Const. W^f so wären nach Theorem 3 die Incremente, die

x,y,}) bei B^f erfahren, von den Incrementen, die sie bei B^f ev-

fahren, nur um denselben constanten Factor verschieden, d. h. es wäre

BJ=Gon8i.BJ.
W

Es ist also bei den gemachten Voraussetzungen sicher -^ keine

Constante, sondern eine Function u{x, y, p). Nach (6-3) ist

B^u^O, B.^ueeeO,

d. h. u{x,y,][)) ist eine Differentialinvariante erster Ordnung von B^f
und auch von B^f.

Wie wir im vorigen Paragraphen (S. 117, 118) sahen, giebt es eine

von u unabhängige Function v(x, y, p), die erstens mit u in Involution

liegt

:

[Mi-] =
und überdies die Bedingung erfüllt:

B^v=l,

und zwar findet man, wie dort gezeigt wurde, v durch Quadratur.

Die drei Gleichungen

(64) x^=u, y, = V, 2h = £
stellen wie damals eine Berührungstransformation vor, und in den

neuen Veränderlichen x^, y^, p^ erhält die infinitesimale Berührungs-

transformation B^f die Form (vgl. S. 120):

In den neuen Veränderlichen x^^ y^, p^ erhält B^f zunächst diese Form:

Es ist aber B^u^O, wie wir oben fanden; also erfährt Xj^ bei B,^f

das Increment Null. Ist nun etwa ^{Xi,yi, 2h) ^i^ charakteristische

Function von B^f in den neuen Veränderlichen, so ist mithin nach

Theorem 3
6xi c^ r.
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d. h. enthält nur x^^, y^^. Also ist bei B^f ferner nach Theorem 3:

St '^'^dp.p^ ^ — CD EE^ — O

und somit auch frei von p^. Also ist B^f in den neuen Veränderlichen

^ly Vif Pi 6"^6 erweiterte infinitesimale PwwMransformation^ etwa die

Erweiterung der folgenden:

UJ-EEa(x„y;)^^,

während B^f, wie wir sahen, zur infinitesimalen Translation

TT f=.lt

wird, die ihre eigene Erweiterung ist. Wir haben somit Befund B.^f

auf die Form gebracht:

Nun besteht (vgl. Formel (59'), S. 124) für jede Wahl der unab-

hängigen Veränderlichen die vorausgesetzte Relation:

B,{BJ)-B,{BJ)^0.

Bilden wir aber diese Relation nach (65), so finden wir eine Relation,

in der t^- den Coefficienten hat:

B,{a)-B,{l)^J^^.

Also ist

^" ^ 0,

sodass B.^f nach (65) die Form hat:

Die Function a enthält sicher x^ Denn wenn sie eine Constante wäre,

so wäre B^f= Const. B^ /, was ausgeschlossen wurde.

Die Gleichungen:

(66) X = <^i), ^-Vu ^ = ^ij
stellen nun eine Berührungstransformation von x^, y^, p^ in J, t), p
dar, nämlich eine erweiterte Funkttransformation. In den neueu Ver-

änderlichen
i', Ij, |) haben Bj^f und B^f einfachere Formen. Wir finden

sie am bequemsten, wenn wir zuerst j, ^ in U^^f und ZJ^/" einführen:
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(«7) UJ^l{, VJ^l%
Rpduction
auf einfacheund diese erweitern. Dies liefert:
Formen.

(08) B./-=|/, B,f=,^ + ^.

Es ist uns also gelungen, durch successive Ausführung der beiden

Berührungstransformationen (64) und (66) die beiden gegebenen ver-

tauschbaren infinitesimalen Berührungstransformationen B^f und B.^f

auf die einfachen Formen (68) zu bringen, in denen sie die Er-

weiterungen der infinitesimalen Punkttransformationen (67) sind.

Schliesslich führen wir abermals neue Veränderliche x, y, p durch

eine Berührungstransformation ein, indem wir die Duolitüt benutzen,

die durch die Gleichung:

definiert wird, also diese (vgl. § 5 des 2. Kap., S. 56):

(69) x = )?, .v
= 9 — JP; P = — l-

Tiif^^Trlns".
I^ ^yVyP geschrieben haben jB^/" und B^f die Formen von Trans-

lationen.
laUoneYi:

Wir haben nacheinander die drei Berührungstransformationen (64),

(66) und (69) ausgeübt. Ihre Aufeinanderfolge ist aber einer einzigen

Berührungstransformation äquivalent, nach Satz 5, § 3 des 2. Kap.

(S. 46). Auch sahen wir, dass die Aufstellung der Berührungstrans-

formation (64) eine Quadratur erforderte, während die Berührungs-

transformationen (66) und (69) ohne weiteres gebildet werden konnten.

Die Zurückführung von B^ f und B^ f auf die soeben erhaltenen Formen

verlangt also nur eine Quadratur. Wir haben mithin gefunden:

Satz 13: Zwei von einander unabhängige und vertauschhare infini-

tesimale Berührungstransformationen lassen sich durch Einführung neuer

Veränderlicher vermöge einer und derselben passenden Berührungstrans-

formation auf die Form zweier infinitesimaler Translationen

dl df
dx' dy

Iringen. Diese Zurückführung ist durch eine Quadratur m leisten.

Sind umgekehrt B^ f und B^ f zwei infinitesimale Berührungstrans-

formationen, die sich auf Translationen

d x^ dy
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reducieren lassen^ so ist ihr Klammerausdruck Null, da der Klammer-

ausdruck für diese beiden Translationen Null ist. Folglich sind dann

Byf und B.^f vertauschbar. Daher können wir den Satz 13 ergänzen

zu dem

Theorem 4: Zwei infinitesimale Berührungstransformationen Geaamt-
argebnia.

B^f und B.^f der Ebene lassen sich dann und nur dann durch

Einführung neuer Veränderlicher vermöge ein und derselben

Berührungstransformation auf die Form der infinitesimalen

Translationen

K IL
d x^ dy

bringen, wenn sie von einander unabhängig sind und ihr

Klammerausdruck
B,iB,f)-B,{BJ),~0

ist.

Wir bemerken ferner, dass die beiden infinitesimalen Translationen

cf cf
c x^ dy

eingliedrige Gruppen erzeugen, deren eine aus allen Translationen S
längs der x-Axe, deren andere aus allen Translationen T längs der

y-Axe besteht, wenn wir uns x, y als Cartesische Punktcoordinaten

vorstellen. Führt man zuerst eine Verschiebung S, dann eine Ver-

schiebung T aus, so erhält man dasselbe Ergebnis wie bei Vertauschung

der Reihenfolge. Es ist also

ST= TS.

Die endlichen Transformationen der beiden eingliedrigen Gruppen sind

folglich mit einander vertauschbar. (Vgl. § 5 des 2. Kap., S. 59.) Diese

Beziehung muss natürlich auch dann bestehen, wenn wir der ana-

lytischen Darstellung irgend ein anderes Coordinatensystem zugrunde

legen, also auch für die eingliedrigen Gruppen, die von den beiden ur-

sprünglichen infinitesimalen Berührungstransformationen erzeugt werden.

Wir haben also den

Satz 14: Stehen zwei infinitesimale Berührungstransformationen i?^/", vertauaoh-

BJ' in der Beziehung, dass zweier eingi.
'' ^ ' Gruppen.

ist, so ist jede endliche Transformation der von B^ f erzeugten eingliedrigen

Gruppe mit jeder endliehen Transformation der von B^f erzeugten ein-

gliedrigen Gruppe vertauschbar.

In diesem Satze haben wir die Beschränkung, dass B^^f und B^f
von einander unabhängig seien, mit gutem Grunde fortgelassen. Denn

Lie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 9 [10. IV. 1895.]
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wenn jB^ /" .=ee Const. jB^ /" ist, so ist der Klammerausdruck, wie man
sofort sieht, identisch Null. Dann ist aber auch der Satz erfüllt.

Denn in diesem Falle erzeugen J?^/' und jB^/" dieselbe eingliedrige

Gruppe, da sie factisch dieselbe infinitesimale Berührungstransfor-

mation darstellen. Aber die endlichen Transformationen einer ein-

gliedrigen Gruppe sind stets mit einander vertauschbar. Dies folgt

einerseits begrifflich aus der Erzeugung der eingliedrigen Gruppe

(vgl. § 1 des 4. Kap., S. 91), andererseits aber auch analytisch: Durch

passende Wahl der Veränderlichen lässt sich ja jede infinitesimale

Berührungstransformation Bf auf die Form einer Translation

df

d X

bringen (vgl. Satz 11 des § 4, S. 120), und für die von ihr erzeugte

eingliedrige Gruppe von Verschiebungen längs der iC-Axe gilt die

behauptete Eigenschaft.

Die Entwickelungen dieses Paragraphen spielen eine wichtige Rolle

in der Theorie der infinitesimalen Berührungstransformationen. Für die

einfachen Anwendungen, die in diesem Werke gemacht werden, ge-

nügen die gegebenen Betrachtungen.

An- Wir wollen schon jetzt versuchen, durch Ableitung einiger Sätze
Wendungen.

.

die grosse Tragweite der hier entwickelten Theorie wenigstens an-

zudeuten.

Wir können ohne Mühe den Satz beweisen:

Satz 15: Liegen zivei von einander imabhünyige infinitesimale Be-

rührungstransformationen B^f und B.yf in x, y, y' vor, die in der Be-

ziehung stehen:

B,{BJ)-~^B,(BJ)TE,0,

so giebt es unendlich viele Functionen von x
, y ,

y'
,
y", . . . , die sich sowohl

gegenüher B^f als auch gegenüber B^f als Bifferentialinvarianten ver-

halten.

In der That, wir können nach Satz 13 vermöge einer Berührungs-

transformation solche neue Veränderliche j, t), \)' einführen, dass

wird. Erweitert man diese infinitesimalen Punkttransformationen (vgl.

§ 2, S. 98), so findet man, dass bei beiden 8\)', dt)", . . . sämtlich

Null sind. Also sind

D', t)", t)'", t)iv
. . .

Differentialinvarianten sowohl von B^f als auch von ^g/- Mithin ist
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auch jede Function von l)', l)", \)'", t)^^', . . . eine gemeinsame Differential-

invariante von B^^f und J^g/". Man erkennt leicht, dass wir dieses

System von gemeinsamen Differentialinvarianten auch durch das folgende

ersetzen können:

Umgekehrt ist auch klar, dass B^ f und B^ f keine anderen ge-

meinsamen Differentialinvarianten haben. Denn wenn eine Function

f{l, t^, \)', \^", . . .) bei B^f invariant sein soll, so muss sie frei von j,

und wenn sie bei B^f invariant sein soll, so muss sie frei von t) sein.

Indem wir auf die Bemerkungen im vorigen Paragraphen, S. 122,

verweisen, fügen wir hier noch an, dass man aus diesen Ergebnissen

den Satz ableiten kann, dass jede bei B^f und B.2f invariante ge-

wöhnliche Differentialgleichung n^""" Ordnung in j, t) die Form hat:

Sl

Diese Differentialgleichung kann als eine gewöhnliche Differential-

gleichung (n — 2)'®'' Ordnung zwischen t) ' und t} " aufgefasst und

integriert werden. Die cx)» Integralcurven der Differentialgleichung

bilden eine bei B^ f und B^ f invariante Schar. Aus jeder krummen
Integralcurve gehen also durch Ausübung aller Translationen

Ji
= J + Const., ij^ == t) -f- Const.

oü^ Integralcurven hervor. Die Schar der oo" Integralcurven zerfällt

somit in <X)^—^ Scharen von je oo'^ congruenten und gleichgestellten

Nehmen wir andererseits an, dass drei infinitesimale paarweis Mit aiien

vertauschbare von einander unabhängige Berührungstransformationen^verta'uschb.

vorliegen: B^f, B.^f und Bf. Durch passende Wahl der Veränder-'"'

liehen lassen sich Befund B^f nach Theorem 4 auf die Form bringen:

BJ=!/', BJ=i^,

sodass ihre charakteristischen Functionen lauten:

Tf,-i), W, -1.
Hat die dritte infinitesimale Berührungstransformation Bf in diesen

Veränderlichen die charakteristische Function W, so müssen nach

(62) die beiden Relationen bestehen:

[IW]- W,:^0
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oder:

d. h. W ist eine Function von p allein:

sodass Bf die Form hat:

Die Gleichungen der endlichen Transformationen der von Bf erzeugten

eingliedrigen Gruppe ergeben sich bekanntlich (vgl. § 1, S. 92) durch

Integration des Systems:

A^i__^ == ^^yj = l^A = (jt

mit der Bedingung^ dass sich x^, y^, Pi für t=0 auf x, y,p redu-

cieren sollen. Die Integration ist sofort ausführbar und liefert:

•z'i = ^ + "'(p) ^ Vi-^y — ö(p) t -\- p^\p) t, Pi = p-

Dies also sind Berührungstransformationen, die nach Satz 14 mit allen

Translationen der Ebene vertauschbar sind. Es sind dies genau die-

selben, die wir in Satz 11, § 5 des 2. Kap. (S. 60), erhielten, als wir

nach allen mit den endlichen Translationen vertauschbaren Berührungs-

transformationen fragten. Aus unseren jetzigen Formeln gehen die

damaligen hervor, wenn wir Gi{p) t mit a{p) bezeichnen.

Umkehrung Es sei noch in aller Kürze angedeutet, dass sich der Satz 14 umkehren

Satzes^ 14 lä^st: Sind nämlich 5j /" und i?« /" infinitesimale Berührungstransformationen und

sind alle Transformationen der von B.^f erzeugten eingliedrigen Gruppe mit allen

Transformationen der von B^f erzeugten eingliedrigen Gruppe vertauschbar, so

ist der Klammerausdruck von Sj/'und B„f Null. Zum Beweise bemerken wir,

dass jBj/" einer beliebigen Function f den Zuwachs B^föt erteilt. Durch fort-

währende Ausführung von £j /", also durch Ausführung einer endlichen Trans-

formation der von B^f erzeugten eingliedrigen Gruppe, wird daher f in eine

Function /^ übergehen, die nach ganzen positiven Potenzen des Parameters t

entwickelt mit den Gliedern beginnt:

(70) /; =f-{-tB,f-\-.-- .

Entsprechend wird eine endliche Transfonnation der von B^f erzeugten ein-

gliedrigen Gruppe die Function f in eine Function f^ verwandeln, die sich als

Potenzreihe nach einem Parameter r entwickeln lässt in der Form:

(71) /. =/'+rii,/+-- .

Für jeden bestimmten Wert des Parameters t bez. t stellt also (70) bez. (71) eine

endliche Transformation der einen oder anderen eingliedrigen Gruppe dar, aus-

geführt auf die beliebig gewählte Function f.

Führen wir nun auf f zberst die erste Transformation aus, wodurch /' in f^

übergeht, alsdann auf das Ergebnis /^ die zweite, so kommt die Function:

/;,=/•+ ^ 1?, /+•• + r i?, (/•+ f 5, /-}-•••) + •• •

= /+ tBj-i-rBJ + rtB,{Bj) -f-
• • • .
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Entsprechend kommt bei Umkehrung die Reihenfolge:

f,,=f-\-rBJ-\-tBJ-^ttB,{BJ)-^....

Sollen beide "Werte /"jg und f^^ für jede Parameterwahl t, v übereinstimmen, so

muss also insbesondere bei beiden der Coefficient von tz denselben Wert haben, d. h.

B,{B,f) A(B,/-)

sein. Es muss also der Klammerausdruck identisch verschwinden. Also folgt:

Satz 16: Ist jede Transformation der von der infinitesimalen Berührungs-

transformation B^f erzeugten eingliedrigen Gruppe mit jeder Transformation der

von der infinitesimalen Berührungstransformation B^ f erzeugten eingliedrigen Gruppe

vertauschbar, so ist der Klammerausdruck:

B,{B,f) - B,{BJ) _ 0.

Zusammen mit Satz 14 liefert dieser Satz noch den folgenden:

Satz 17: Die endlichen Transformationen der von zwei infinitesimalen Be-

rührungstransformationen -Bj f und B^ f erzeugten eingliedrigen Gruppen sind dann

und nur dann vertauschhar , wenn der Klammerausdruck

B,{B,f)-B,{BJ):z:0

K a p i t e 1 5.

Infinitesimale Berührungsfransformationen der Schar der

geodätischen Kreise.

In diesem Kapitel prüfen wir die Tragweite unserer Theorie der

infinitesimalen Berührungstransformationen , indem wir sie der Be-

handlung eines schwierigen und wichtigen Problems*) zugrunde legen.

Wie in der Ebene, so können wir auch auf einer Fläche, deren Punkte

durch Gaussische Coordinaten x, y bestimmt werden, den Begriff:

Berührungstransformation einführen. Wir stellen uns nun die Auf-

gabe, zu bestimmen, welche Form das Quadrat des Bogenelementes auf

allen den Flächen haben muss, auf denen die Schar aller oo^ geodä-

tischer Kreise unendlich viele Berührimgstransformationen gestattet. Dies

Problem reduciert sich unmittelbar auf die Frage nach dem Bogen-

element aller der Flächen, für die eine gewisse Differentialgleichung

dritter Ordnung in x, y eine oder mehrere infinitesimale Berührungs-

transformationen zulässt. Diese Fragestellung findet ihren analytischen

Ausdruck in einem complicierten System von Differentialgleichungen.

Es ist merkwürdig, dass es gelingt, nicht allein diese Differential-

gleichung vollständig zu integrieren, sondern auch genau festzustellen.

*) Die Entwickelungen dieses Kapitels veröffentlichte Lie 1884 im Archiv
for Math, og Naturv., 9. Bd., S. 40.
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welche verschiedene Fälle überhaupt eintreten können. Das Ergebnis

wenden wir schliesslich insbesondere auf die Ebene an und gelangen

dadurch zu einem Satze, der im zweiten Abschnitt auf anderem

Wege hervorgehen wird. Der letzte Paragraph behandelt ein hiermit

in Zusammenhang stehendes Problem.

Wir bemerken noch, dass wir in diesem Kapitel die Hauptlehren

der Flächentheorie als bekannt voraussetzen und verweisen bezüglich

derselben auf die Originalwerke*) und Lehrbücher**).

§ 1. Analytische Formulierung des Problems.

Sind die Cartesischen Coordinaten der Punkte einer Fläche als

Functionen zweier Gaussischer oder krummliniger Coordinaten x, y

dargestellt, so bestimmt jedes Wertsystem x, y,
y' '^ -w^ ein Linien-

element der Fläche, nämlich dasjenige durch den Punkt {x, y) gehende

Linienelement, dessen Richtung durch y' bestimmt wird. Wie in der

Berührgstrf. j]i3ene vcrstehcn wir auch auf der Fläche unter einer Berührunqs-
auf einer

_

<-'

Fläche, transformation eine solche Transformation von x, y, y' , bei der die

Gleichung

dy — y' dx =
invariant bleibt, oder also bei der eine Bedingung von der Form

(IVi ~ Viäx^ = Q(dy — y' dx)

erfüllt ist, sobald x^, y^, y^ die neuen Veränderlichen bezeichnen.

Wie in der Ebene — im zweiten Kapitel — lässt sich der Begriif

des Elementvereins auf einer beliebigen Fläche definieren. Unsere Ent-

wickelungen gelten ja für beliebige zweidimensionale Gebiete (vgl. S. 55).

Als die krummlinigen Coordinaten wählen wir nun zwei solche Ver-

änderliche x, y, bei denen die Gleichungen x = Const., y = Const. die

Minimalcurven der Fläche darstellen, oder, anders ausgedrückt, bei

denen das Quadrat des Bogenelementes ds der Fläche die Form hat

(1) ds^ = z{x,y) dxdy.

Wir merken hierbei an, dass alle unsere folgenden Entwickelungen

auch noch dann gelten, wenn man anstelle von x eine Function von x

und anstelle von y eine Function von y einführt, denn dabei behält

das Quadrat des Bogenelementes seine Form (1). Hiervon machen

wir später (in § 3) Gebrauch.

*) Insbesondere: Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas,

1827, Ges. Werke Bd. 4, sowie Minding, Crelle's Journal Bd. 6, 1830, S. 159.
**) Wir verweisen beispielsweise auf das Werk: Stahl und Komm ereil,

Grundfarmeln der Flächentheorie, 1893, insbes. S. 85 u. f.
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Unter der geodätischen Krümmung einer Cnrve auf der Fläche Krümmung,

versteht man bekanntlich das Verhältnis aus dem Winkel consecutiver

geodätischer Tangenten der Curve, dividiert durch das zugehörige Bogen-

element. Eine solche Curve auf der Fläche nun, deren geodätische

Krümmung constant ist, soll ein geodätischer Kreis heissen*). Geod. Kreis.

Wir wollen nunmehr zunächst die Differentialgleichung dieser oc-'

geodätischen Kreise aufstellen. Die geodätische Krümmung einer durch

eine Relation zwischen x, y gegebenen Curve der Fläche hat den Wert**)

wenn

edx-\- fdy mdx'^-{-2m' dxdy-\-m" dy^-\-ed'^x-\-fd'^y

fdx-\-gdy ndx^-\-2n' dxdy-\- n"dy^-\-fcPx-\-gd^y
yeg-rN=

und ^

1 ce l ce , ofw = - -.—

,

n = — - 7. h >;—

,

2 ex' 2 cy c
x'

, 1 de , 1 dg
2 cy

'

2 dx'

" ^ dg . df „ 1 dg

2 ex cy ^ 2 cy

ist und e, f, g die Fundamentalgrössen erster Ordnung der Fläche be-

zeichnen. Aber wie (1) zeigt, ist hier insbesondere

sodass kommt

iN= - U~ dx^ dy — x— dx dy^ -\- zd^x dy — zd^y dx)

.

Setzen wir
dy „ , d^y __ „

dx - y ^ Jx^-~-^y '

so kommt also

'^=\{y'7x-y'"ly-y"')^'^''

sodass die geodätische Krümmung den Wert hat

i / " _ 1 ^_f '
-I- i

2y'^/y'~z^^ zcxy ^ z dyy )

*) Diese zuerst von Min ding betrachteten Curven dürfen nicht verwechselt
werden mit den von Gauss betrachteten Curven, deren Punkte Constanten geodä-
tischen Abstand von einem festen Punkte haben.

**) Wir benutzen die Bezeichnungen des oben erwähnten Lehrbuches.
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Zur Vereinfachung der späteren Formeln führen wir ein

sodass das Quadrat des Bogenelementes ds die Form annimmt:

(1') ds^

Es sei ausserdem

(2)

gesetzt, sodas

(2')

dxdy
"^3

Z. = P, Zy= Q,

Zxx ^ -Pa: == -R, Zyy ^ Qy ^^ T

1 c z

z ex
lcz^_^Q
z cy Z

(L gJod. ist. Nunmehr stellt sich die geodätische Krümmung so dar:
Krümmung

.

Daher ist

[Zy' '^y" + 2y' ^P~2y'^Q).

'Zy'~ ^' y" + 2y'~ ^ P - 2y'-' ^ = Const.

die Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y für die Curven, die

in jedem Punkte dieselbe constante geodätische Krümmung haben.

Differenzieren wir nun nach x, so ergiebt sich die Differentialgleichung

der^geod.' dritter Ordnung aller oo^ geodätischer Kreise der Fläche:geod,
Kreise.

(3) F -lEE
y"' '-iy"^ + 2 2^'-2|-^'^ = 0.

Sie lässt sich auf eine bemerkenswerte Form bringen. Setzen wir

nämlich:

Andere
Form d.

Diffgl.
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Invarianz
einer gew.Wenn nun eine gewöhnliclie Differentialgleichung in x, y bei oo^

Transformationen Ta invariant bleibt, oder, anders ausgedrückt, wenn ^i^^i-

sie diese oo^ Transformationen Ta gestattet, so gestattet sie offenbar

auch die zu ihnen inversen Transformationen TaT^. Bilden jene oo^

Transformationen Ta eine continuierliche Schar, so enthält sie eine von

Ta unendlich wenig verschiedene Transformation T«+f. Da TaTa~'^= 1,

der identischen Transformation, ist, so wird also die Aufeinanderfolge

TaJr^ Ta~^ einer infinitesimalen Transformation äquivalent sein. Da

sowohl Ta-^-i als auch Ta~~^ die Differentialgleichung invariant lässt,

so gilt dasselbe von der Aufeinanderfolge Ta^, Ta~~^. Mithin gestattet

die Differentialgleichung eine infinitesimale Transformation. Anderer-

seits leuchtet ein, dass eine Differentialgleichung, die eine infinitesimale

Transformation gestattet, auch cx)^ endliche Transformationen zulässt,

nämlich die Transformationen der zugehörigen eingliedrigen Gruppe.

Die Frage, wann die obige Differentialgleichung dritter Ordnung

in X, y eine continuierliche Schar von Berührungstransformationen

gestattet, kommt also zurück auf die Frage, wann sie eine infinitesimale

Berührungstransformation gestattet. Wie wir schon früher bemerkten

(in § 3 des 3. Kap., S. 85), gestattet durchaus nicht jede gewöhnliche

Differentialgleichung dritter Ordnung in x, y eine infinitesimale Be-

rührungstransformation. Es ist daher ein Problem, zu untersuchen, ^ntstenung

wie die Form des Bogenelementes oder also wie die Function Z{x, y) Problems.

beschaffen sein muss, damit die Differentialgleichung (3) der geodätischen

Kreise eine hez. mehrere infinitesimale Beriihrungstransformationen ge-

stattet. Gestattet sie solche, so fragen wir insbesondere, wie viele der-

artige Berührungstransformationen vorhanden sind und welche Form

sie haben.

Um das Problem analytisch vollständig zu formulieren, wollen incremente

,
. . . . d. höheren

wir unter W{x, y, y') die charakteristische Function einer infinitesi- Disquot.

malen Berührungstransformation verstehen. Nach Theorem 3 (S. 95)

sind dann die Incremente von x, y, y' diese:

(6) 8x= W,jdt, 8y={y'W,j~W)8t, dy' = - {W,-^ tf W,;)8t.

Wir bestimmen nun, wie ii" und y'" hierbei transformiert werden, incremente
von

Da y" durch die Formel y" und y".

dy' — y" dx 3
definiert ist, so berechnen wir das Increment, das y" erfährt, aus

der Bedingung:
8{dy' ~ y" dx) = 0,

die ausführlich geschrieben so lautet:

d8y' -— y"d8x — 8y" dx = 0.
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Hierbei machen wir davon Gebrauch, dass das Differentiationszeichen ä

lind das Variationszeichen Ö mit einander vertauschbar sind. Hieraus

folgt nach (6):

Sy" _ d{W_^^-jnV,^^ _ dW^
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in der u eine von y'" freie Function ist, deren Wert wir zwar hin-

schreiben könnten, der aber zunächst nicht in Betracht kommt. Zu

beachten ist nur, dass u eine in y" quadratische ganze Function ist.

Wir haben nun in diese Relation den Wert von y'" einzusetzen, der

aus (3) folgt. Wie man sieht, ist dieser Wert auch eine quadratische

Function von y" . Also wird schliesslich die linke Seite unserer Relation

eine cubische Function von y'\ und zwar hat y"'^ darin den Coefficienten:

Da die Relation jetzt identisch bestehen soll, so müssen die Coeffi-

cienten von y"^, y"^, y" und das von y" freie Glied einzeln Null sein.

Vorderhand wollen wir nur die Schlüsse ziehen, die durch Nullsetzen

des Coefficienten (10) von y"^ hervorgehen. Es ergiebt sich:

oder:

cy' 2 ^

Also hat -,v die Form:
cy '

f^=-T^^(x,y)y ,

worin Sl eine noch unbekannte Function von x, y bedeutet. Zwei-

malige Integration ergiebt, dass W selbst die Form hat:

(11) W= 2Sl(x, y) Yy' + l{x, y) y' - r^ix, y), ]l^!i
in der |, ri zwei noch zu bestimmende Functionen von x, y sind.

Diese Form (11) der charakteristischen Function unserer infini-
j)^®t^„g

tesimalen Berührungstransformatipn ist einer interessanten geometrischen^^^^^^^°^^-

Deutung fähig. Wir erinnern dabei an das 5. Beispiel des 2. §, 4. Kap.

(S. 102) und bemerken ausserdem, dass wir den Fall ß eee aus-

schliessen können, da sich in ihm die infinitesimale Berührungstrans-

formation nur auf die allgemeine infinitesimale P^w^ttransformation

reduciert. (Vgl. § 2 des 4. Kap., S. 98.)

Bei unserer infinitesimalen Berührungstransformation wird ein be-

liebiger Punkt {x, y) der Fläche in eine unendlich kleine Curve über-

gehen, deren Punktcoordinaten x -f- dx, y -{- dy sich von x, y um die

Grössen dx, dy unterscheiden, die nach (6) und (11) die Werte haben:
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(11')
8x = ( Sly' ' + l) dt,

Es ist nun leicht zu beweisen, dass alle Punkte dieser unendlich

kleinen Curve von einem festen Punkte constante geodätische Ent-

fernung haben, nämlich von dem Punkte, dessen Coordinaten sind:

X -f- 1^^, y + ^^^•

Denn es unterscheiden sich die Coordinaten der Punkte der genannten

Curve um die Differentiale

dx — ^dt, 8y — ri8t

von denen dieses Punktes. Wegen der Form (1') (S. 136) des Quadrates

des Bogenelementes ist also das Quadrat des Abstandes:

(12) ds^ = ^, {8x --I8t){8y- riöt),

oder nach (H'):

d. h. es hängt nur von x, y, nicht aber von y' ab.

Bei einer eigentlichen infinitesimalen Berührungstransformation

also, deren charakteristische Function die Form (11) hat, geht ein

beliebiger Punkt {x, y) in eine Curve über, deren Punkte gleichen

Abstand von einem gewissen Punkte haben, nämlich von dem Punkte

mit den Coordinaten

x-\r ^(x,y)8t, y -\- rj(x, y) 8t.

Verlangt man umgekehrt, dass eine eigentliche infinitesimale Be-

rührungstransformation mit der charakteristischen Function W jeden

Punkt in eine Curve verwandele, deren Punkte von einem gewissen

Vunkte ,{x-\-^8t, y^rjdt) gleichen Abstand haben, so ist zu fordern,

dass

{8x — ^8t){8y—r]8t)

unabhängig von y' sei (vgl. Formel (12)). Nun aber ist bekanntlich

8x = l^,8t, 8y==(i/i^, — W)8t.
cy ' -^ ^ cy I

Es ist daher zu fordern, dass

frei von y' sei. Differentiation nach </', das in | und r/ nicht auf-

tritt, liefert die Bedingung:

a*Tr/„ ,cW „^ <. A r.
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Der erste Factor ist Null, wenn W in y' linear ist, d. h. wenn man

es mit einer infinitesimalen Punkttransformation zu thun hat, was aber

bei unserer Fragestellung ausgeschlossen ist. Der zweite Factor ist

dann und nur dann Null, wenn TT die Form (11) hat, wie man leicht

einsieht.

Wir kehren nach dieser geometrischen Deutung der Formel (11)

zu unserem analytischen Problem zurück.

aufnähme

nun die in (11) auftretenden Functionen ü, |, i] von x, y haben probiems

müssen, damit die Differentialgleichung (3) der geodätischen Kreise

die infinitesimale Berührungstransformation gestatte, deren charakte-

ristische Function W den Wert (11) hat. Die Differentialgleichung

(3) haben wir in § 1 auf die bemerkenswerte Form

(5) co" — y (o -\- ~r^ G)-3 =

gebracht durch Einführung der Grösse w vermöge (4). Wir werden

von jetzt ab die Differentialgleichung in dieser Form (5) benutzen.

Alsdann aber müssen wir zunächst ausrechnen, welche Incremente

X, y, 03 und co" bei der infinitesimalen Berührungstransformation er-

fahren. Diese Incremente haben wir dann in die Gleichung einzusetzen,

die aus (5) durch Variation folgt:

(13)

8m ^

' ex \

+ a7 V

R
,
T

B
,
T

8x-\-

öy =- 0,

und zu fordern, dass die hervorgehende Relation infolge von (5)

bestehe.

Nach Theorem 3, § 2 des 4. Kap. (S. 95), ist, wenn W die Form

(11) hat:

oder nach (4):

(14)

Analog kommt:

(15)

und drittens

Sx
öt

^y' ^ + ^,

'^f
= ^- + ^-

11=-^-^ + ^

25^:rW ^
-]r nx — «~^(^a- — y-ly) ly
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Nach (4) ist ferner

d. h.

(16) If
= ß. + «^ii. + \{- oyhu + co{l. - %) + ^-nA'

03
' ist definiert durch die Formel

da — co' dx '^ 0,

sodass

ddo3 — a'döx — dca'dx = 0,

oder
Sco Sx

öt dx dx

wird. Die Ausrechnung giebt:

Da endlich w" durch die Formel

da' — a" dx -m

definiert ist, so kommt

da" dt „dt
dt dx dx

und die Ausrechnung ergiebt:

-|^=— 3 a' a" Sl—2a~'^a" Sly-\-3a'(a^xx-~G)~'^^yy)-{-

-{- a^ilj:-cX-]-'^^XXy-{-^G)-^Sl:,yy-{-a-~*Slyyy —

(1^)

213 3 1 -

— - CJ
" (3 «'^

?/^ 4- 7/j,)
— 3 OJ CO '

^ 7?^— 3 03
' (C3^;^ ^+ 7^^ j,)

—

2

1
-q«" '/^x.r— „""/-rxy— 2"^ '/•rj/2/"~2
1 „ 3 3 , 1 -"^

Setzen wir nun die Werte (14), (15), (16), (17) in (13) ein und

und führen wir darauf für a" seinen aus (5) folgenden Wert
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li T
//"

ein, so ergiebt sich eine Relation, deren identisches Bestehen gefordert

werden muss. Man übersieht, dass diese Relation die Form hat:

(18) Zö'2 + Mio' + J\^= 0,

denn o' tritt nur in 8(o" auf und zwar quadratisch.

Die Coefficienten L, M, N in (18) enthalten noch x, ij, to. Sie

müssen einzeln Null sein. Dies liefert drei Bedingungsgleichungen,

von denen wir zunächst nur die erste L = verwerten. Sie lautet

einfach:

L ^ 3aj~^|y — 3cö7;^ = 0.

Da nun |j, und rj^ nur von x, y, aber a von y' abhängt, so muss

einzeln

li/
= ^r =

sein. Also ist t frei von y und ri frei von x, sodass die charakteristische weitere
=

'
-^

' ' ' Eeduct. d.

Function W die Form hat: Form a.

char. Fct.

(19) W= 2§l{x, y) Yy' + ^(x) y' - ri{y).

Wenn insbesondere ß e^ ist, so wird 8x = i,(x) 8t, 8y = ^{y) 8t,

d. h. es werden die Minimalcurven x == Const. sowie y = Const. unter

sich vertauscht. Die Transformation ist also dann conform.

Nunmehr vereinfachen sich die obigen Werte etwas. Bilden wir

dann noch die Gleichungen M = und N= 0, so erhalten wir:
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dliiguugen.

(20)

ß.. = 5^
Z' ^>jy-^z'^

Slyyy ^y ^ ~ ß ^ ^ ^
== ^

2^xxx ^t,^y^
'^cxZ ^iyZ~

c T
l'hyy-'^ny z~^VxZ~'l c'yZ

Man beachte, dass die dritte und vierte Gleichung (20) directe

Folgen der beiden ersten sind, während die fünfte und sechste infolge

der beiden ersten eine einfache Form annehmen. Danach ist dies acht-

gliedrige Gleichungensystem (20) zu ersetzen durch das folgende sechs-

gliedrige

:

(21)

cy Z

P^,n, = ß
Z'

cx Z '

2 ^^^^

%.

9t -R
t ^ ^

T
^Vy-z ^ dx Z

« .- „ = 0,
' tiy Z

' oy Z

Gegen- Hiermit ist ein solches System von Di/ferentialgleichungen in den

stand der Unabhängigen Veränderlichen x, y gefunden, durch das die Functionen

Z{x,y), ICr), n{y), ^{x,y)

vollständig hcstimmt werden. Es ist nun unsere nächste Aufgabe, die

allgemeinsten Formen dieser Functionen hieraus abzuleiten. Dadurch

finden wir einerseits die Form des Quadrates des Bogenelementes

, .. dxäy
ds' = .,/

,

die zu den Flächen gehört, auf denen die Schar der geodätischen

Kreise eine infinitesimale Berührungstransformation gestattet; anderer-

seits aber werden wir erkennen, welches die charakteristischen Functionen

(19) dieser infinitesimalen Berührungstransformationen sind.
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Die Form der vier ersten Gleichungen (21) zeigt, dass die beiden
J^^^^^^^jj^"

Fälle Sl ^- und SI^eO gesondert behandelt werden müssen. Im j- 1 o.

nächsten Paragraphen soll der Fall Sl ^t erledigt werden, im über-

nächsten der Fall ü e^ 0.

§ 3. Erledigung des ersten Falles.

Wir behandeln zunächst den Fall, dass die Function si^o.

ist. Die dritte und die vierte Gleichung (21) ergeben alsdann, dass

„ und „ nur von x bez. y abhängen. Wir setzen daher:

(22) 1 = ^», ^=Y{y),

sodass die übrigen Gleichungen (21) die Form annehmen:

(23)

Die
Bedingungs-

l^_-2|.X-iX' = 0,
«""'^"«^'^

Um diese Gleichungen zu integrieren, machen wir von dem bisher

noch nicht benutzten Umstände Gebrauch, dass wir anstelle von x

eine beliebige Function tc(x) von x als neues j und anstelle von y Neue

eine beliebige Function t)(y) von y als neues Ij einführen dürfen, wie uche"

wir schon zu Anfang des § 1 (S. 134) bemerkten.

Wenn wir den ersten, zweiten u. s. w. Dififerentialquotienten von

X nach j mit x^, X2, - ., entsprechend die von y nach t) mit y^yy^, • •

bezeichnen, so nimmt das unter (1') in § 1 (S. 136) angegebene Quadrat

des Bogenelementes der Fläche die Form an:

^2 did^

es hat also wieder die Form:

nur dass jetzt

ds^ = ^S.

^ = Zx, ^y,
•'

wird. Hieraus aber folgt durch partielle Differentiation nach j:

^:H r. i -i 1 ry-i^ "^
^ j

Z^xjyy^ —^- Zxi '^
x.^ yi

also weiter:

Lie, Geometrie der Berühruugstransformationen I. 10 [20. IV. 1895.]
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Nun ist nach den Formeln (2) des § 1 (S. 136) und nach obigen

Formeln (22):

-^=X{X),
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Constanten, die keinerlei Beschränkung unterworfen sind. Da das

Quadrat des Bogenelementes den Wert hat:

— Z- '

da ferner nach Formel (19) des § 2 (S. 14o) die charakteristische

Function W nunmehr den Wert annimmt:

(26) W= (Äxtj + Bx + Cy + D) Vy' + (a,x- + a,x + a) y'

so ist also unser Ergebnis dieses:

Gelins't es, das Quadrat des Bogenelementes einer Fläche auf die jetzige
~

_ ' Form der

Form zu bringen: Ergebmase.

. ^, , 9 dxdy
V^ ^

)
" ^' ^

{klcy-\- lx-\-my -\-n)^ '

SO gestattet die Schar der oo^ geodätischen Kreise unendlich viele

infinitesimale Berührungstransformationen. Die charakteristischen Func-

tionen derselben haben die Form (26), in der die Grössen A, B, C, D'-,

^2 7 ^17 ^5 ß-2 7 ßxy ß beliebige Constanten bedeuten. Wie man sieht, ist

die allgemeinste dieser infinitesimalen Berührungstransformationen linear

ableitbar aus denjenigen zehn, welche die charakteristischen Functionen

besitzen (vgl. § 5 des 4. Kap., S. 123):

1, y, y\ y', ^y', ^'y\

Vy', yVy', ^Vy', ^yVy',

und umgekehrt ist jede von diesen abhängige von der Form (26).

Wie die Gleichung (3) des § 1 (S. 136) zeigt, nimmt die Differential-

gleichung der geodätischen Kreise nunmehr die Form an:

(28) y"'-ly'-'y"' = o,

7? T'

da jetzt „ und ^ gleich Null sind.

Die Flächen, deren Bogenelement- Quadrat sich auf die Form (27)

bringen lässt, haben nun eine einfache geometrische Definition: All-

gemein lässt sich das Quadrat des Bogenelementes auf die Form

bringen

:

.2 _ dxdy_
«^ -Z\x,y)-

Dann aber hat das Krümmungsmass der Fläche den Wert:

10*
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Im vorliegenden Falle nun ist:

Z= kxy -{- Ix -\- my -\- n,

constanter also tlas Krümmungsmass gleich 4(Ä;w — lm\ mithin constant

Umgekehrt, da die Flächen constanter Krümmung auf einander

abwickelbar sind, so kann man ihr ds^ stets auf die Form (27) bringen.

Um die Ergebnisse zu formulieren, bemerken wir noch, dass der

Fall i5i =|e 0, den wir in diesem Paragraphen erledigt haben, gerade

der ist, in dem die charakteristische Function W nicht linear in y'

ist, wie die Formel (19) des § 2 (S. 143) zeigt. Wir haben daher nach

§ 2 des 4. Kap. (2. Beispiel, S. 98) gerade den Fall erledigt, dass die

gesuchten Berührungstransformationen nicht sämtlich nur erweiterte

Punkttransformationen sind.

Daher fassen wir unsere Ergebnisse in einer Reihe von Sätzen

so zusammen:

Ergebnisse. Satz 1: Gestüttet die Differentialgleichung der geodätischen Kreise

einer Fläche eine infinitesimale Berührungstransformation, die Jceine er-

weiterte Punkttransformation ist, so hat die Fläche constante Krümmung.

Ferner (vgl. S. 143):

Satz 2: Gestattet die Differentialgleichung der geodätischen Kreise

einer Fläche, die nicht constante Krümmung hat, eine infinitesimale

Berührmigstransformation, so ist diese Transformation eine infinitesimale

Punkttransformation und 2war eine conforme.

Wir können auch sagen:

Satz 3: Gestattet die Differentialgleichung der geodätischen Kreise

einer Fläche eine continuierliche Schar von Berührungstransformationen,

die keine erweiterten Punkttransformationen sind, so hat die Fläche

constante Krümmung.

Ausserdem haben wir erkannt:

Satz 4: Die Differentialgleichung der geodätischen Kreise einer

Fläche constanter Krümmung lässt sich durch 'passende Wahl der Flächen

coordinaten x, y stets auf die Form bringen:

y'" — -^y'~~'y"~ = o.

Dabei erhält das Quadrat des Bogenelementes die Form:

j , _ dxdy

in der Z bilinear in x, y ist:

Z i_; kxy -\- Ix -\- my -\- n.
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Die Differentialgleichung der geodätischen Kreise einer Fläche constanter

Krümmung gestattet stets sehn von einander unabhängige infinitesimale

Berührungstransformationen. Ihre charaJderistischen Functionen haben

hei Zugrundelegung obiger PunJctcoordinaten x, y auf der Fläche die Form:

1, y, y\ y', ^y', ^'y',

Vy', yVy', ^Vy', ^yVy'-

Die charakteristische Function der allgemeinsten infinitesimalen Be-

rührungstransformation, welche die Differentialgleichung gestattet, erhält

man aus diesen zehn durch Multiplication mit beliebigen Constanten und

Addition.

Die Differentialgleichung der geodätischen Kreise in ihrer jetzigen

Form

(28)
^"'_^y'-x^"._0

lässt sich auch so schreiben:

1

(28') -1^ = '^

und giebt integriert:

y = (ax -f b)-^ + c.

Durch Einführung der neuen Veränderlichen ^deriT"

(29) i = x-\-y, t) = i{x — tj)

geht die Integralgleichung in diese über:

(30) (j - uf + (^ - vf = r\

wenn u, v, r jetzt die Integrationsconstanten bezeichnen. Die Er-

weiterung der Punkttransformation (29) lautet nun:

(31) T^^x-i-y, t^^i{x — y), \)' = i \^^-,

,

und hier ist

d\^~\)'di = — ^-^ {dy - y'dx),

also die Function q in der Relation

d\) — \)' di^ Q(dy — y' dx)

Die charakteristische Function der allgemeinsten infinitesimalen Be-

rührungstransformation, welche die Schar (30) in sich überführt, geht

nach Satz 9, § 3 des 4. Kap. (S. 116) aus qW durch Einführung der



150 Kap. 5. Infinitesimale Berührungstransformationen d. Schar d. geodät. Kreise.

neuen Veränderlichen j, \), t)' vermöge (31) hervor. Da W den Wert

(26) hat, so findet man als charakteristische Function in den neuen

Veränderlichen j, \), t)' durch Ausrechnung diese:

I

{Ä(f + if) + jßj + ct) + -D} T/r-f7^^ +
(3^) + ^' + W + c(l) - ¥ir) + cij: + t)l)') +

I + a{2ii) + (If - f) l)'} + ß{t)' - f - 2it)t)'\,

in der die zehn Constanten Ä, B, C, D, a, h, c, e, a, ß völlig willkürlich

sind. Doch sei hervorgehoben, dass sie nicht mehr die früheren in (26)

auftretenden Constanten sind, sondern gevrisse Functionen von ihnen.

Die Gleichung (30) ist identisch mit der Gleichung aller Kreise

der Ebene in Cartesischen Punktcoordinaten j, i). Also folgt:

^d^g^^d^ Satz 5: Jede Fläche constanter Krümmung, sonst aber keine Fläche

lässt sich durch Berührungstransformation so auf die Ebene abbilden,

dass sich die geodätischen Kreise der Fläche als die Kreise der Ebene

abbilden *).

Für die Ebene, als Specialfall der Flächen constanter Krümmung,

wollen wir die letzten Ergebnisse in einem besonderen Satze formulieren,

indem wir die neuen Veränderlichen j, \) als Cartesische Coordinaten

der Ebene mit x, y bezeichnen. Die Formel (32) lehrt nämlich:

d^KreisI ^^^^ ^ ^^^ Schar aller Kreise der Ebene gestattet gerade zehn von
d. Ebene, ßinandcr unabhängige infinitesimale Berührungstransformationen. Die

charaTiteristiscJie Function der allgemeinsten ist linear mit beliebigen con-

stanten Coeffcienten aus den folgenden zehn abzuleiten:

1; y', y — xy', ^,-{-yy', 2xij -{- (f — x^)y', tf — x' — 2xyy',

VTT'y'l ^V^-f~y", yV^-hl", (j^ -{- y')ViT~y''-

Dabei bedeuten x, y Cartesische Punktcoordinaten der FJbene.

Dies Ergebnis wird uns im zweiten Abschnitt an mehreren Stellen

wieder beschäftigen.

§ 4. Erledigung des zweiten Falles.

Es bleibt jetzt noch übrig, unser Problem in Anknüpfung an die

Ergebnisse des zweiten Paragraphen für den Fall zu erledigen, dass

die in W auftretende Function

ist. Alsdann sind die infinitesimalen Berührungstransformationen, die

*) Dieser Satz ist ein Analogen zu dem schönen Satz von Beltrami
über die geodätischen Linien der Flächen constanter Krümmung. (Annali di

matematica, 1. Serie, Bd. 7, 1866, S. 185.)
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eventuell die Schar der geodätischen Kreise invariant lassen, nur er-

weiterte Funkttransformationen. Da die charakteristische Function W
jetzt nach Formel (19) des § 2, S. 143, die Form

(33) W=i{x)i/-ri{y)

hat, so sind die fraglichen Punkttransformationen überdies conform,

weil sie die Minimalcurven x = Const. und ebenso die Minimalcurven

y = Const. in einander überführen, wie schon S. 143 gesagt wurde.

Für die Function W sowie für die im Quadrat des Bogenelementes

(34) ds^ = 4^,,

auftretende Function Z bestehen jetzt nach den Formeln (21) des § 2,

S. 144, die Bedingungen:

\-n -^v z-^dxz-'^dy-z-^-

Wir schreiben hier |"' statt ^^xx u. s. w., da jetzt | nur von x, r] nur

von y abhängt.

Zunächst sei die Annahme gemacht, class weder | noch rj identisch Annahme

Null sei.
*'

Dann können wir anstatt x und y solche Functionen von x bez. y
allein als neue Veränderliche x, y einführen, dass anstelle der Formeln

öx = ^(x) dt, öy = 7j(y) dt

die einfacheren treten:

dx = dt, dy = dt

Dadurch werden, wie schon gelegentlich betont wurde, die bisherigen

Formeln in ihrer Richtigkeit nicht beeinträchtigt. Nach (33) reduciert

sich nun W auf

(36) W = y'~l,

während die Formeln (35) wegen

jetzt liefern:

dxZ^ dy Z ~ ^'

dx Z ^ dy Z
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7? 7'

„ und „ hängen mithin nur von x — y ab. Aber nach Formel (2)

des § 1 (S. 136) ist i2 = Z^^ und T^ Z,,,^. Mithin kommt:

(37) ^^,= ^>{x-rj)Z, ^^n,{x^y)Z.

Es handelt sich nun darum, die allgemeinste Lösung Z dieser beiden

Differentialgleichungen zu bestimmen.

Setzen wir

(38) Z=e'^,'
so giebt (37):

.OQX {^,.-^^,^ = cp{x-y),

(40)

Differentiation nach x bez. y liefert die vier Gleichungen:

Addition der beiden ersten giebt:

'^%t-— + 2 *'(«>" + -Px,) = 0, .

woraus folgt:

(41) 0.. + 0., = Y(y) e-^^.

Ebenso kommt:

(42) 0,, + 0., = X{x) e-'"^.

In diesen Gleichungen bedeutet X eine Function von x allein und Y
eine Function von y allein. Differenzieren wir die zweite Gleichung (40)

nach y, die dritte nach x, so kommt:

^^^,j,j + 2 0, ^x,nj + 2^l,j = (p",

Hieraus folgt durch Subtraction:

2^^^^,jy—20y^:cx,j = (p"—i^"
oder

2^,(a>,,, + 20y^,,;) — 2^,j{0,,,j + 20), 0),,,) = (p" — t",

woraus sich durch Benutzung der zweiten und dritten Gleichung (40)

ergiebt:

20x^' + 2^,j(p' = cp" — i/>".
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Difierenzieren wir diese Gleichung nach x und nach y^ so erhalten wir

zwei Gleichungen, die addiert liefern:

(^.. + ^x,) ^' + (^., + ^,<]) ^' = 0,

woraus nach (41) und (42) zu schliessen ist:

(43) X(p' + Yi;' = 0.

Differentiation nach x bez. y giebt hieraus:

T-ip' — X(p" — Yijj" = 0,

also:

(44) x>'+ r>' = o.

Die beiden Gleichungen (43), (44) sind linear und homogen in Ab
sonderung

fP und i)' mit der Determinante «''^^^k*®'
Fälle.

z] XY' — X'Y.

Die Annahme ^ eje führt nun auf P'lächen constanter Krümmung.

Denn das Krümmungsmass der Fläche, für die

7 ., dxdy

ist, hat den Wert

(45) K=4{ZZ,,-Z,Z,).

Wäre nun z/ ^;= 0, so würde (43) und (44) ergeben, dass (p' und ^'

Constanten wären, sodass (37) lieferte:

(46) Z,, = aZ, Z,,j = l>Z.

Aber nach (45) ist

~dx
"^ ^{.ZZxxij — ZxxZ,]),

und dies ist nach (46) identisch Null, da (46) noch Z^xy = ciZ,j giebt.

Entsprechend wäre |— ^ 0, d. h. Z" wäre constant. Da wir nun die

Flächen constanter Krümmung im vorigen Paragraphen schon voll-

ständig behandelt haben, so können wir hier von ihnen absehen und

somit annehmen:
zJi^^XY — X'Y 0.

Wäre jetzt eine der beiden Grössen X, Y, etwa FezO, aber die

andere X-' 0, so käme man sogar zu abwickelbaren Flächen, denn

dann würde aus (41) sofort folgen, dass O^ + ^y eine Function von

y allein wäre, also nach (42) auch Xe^^* von y allein abhinge, so-

dass das Quadrat des Bogenelements nach (38) die Form

(7s^ = a{x) ß(y) dxdy

hätte. Die Fläche wäre daher auf die Ebene abwickelbar.
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Mithin bleibt nur die Untersuchung der beiden Fälle übrig:

Erstens: z/ eee 0, X=e 0, Tee 0,

Zweitens: zf = 0, X= 0, Y=0.

Die erste Annahme kann noch anders charakterisiert werden: Die

infinitesimalen Punkttransformationen, welche die Diiferentialgleichung

der geodätischen Kreise invariant lassen, sind, wie wir wissen, conform.

Sie erteilen daher ds^ ein Increment, dass sich von ds^ nur um einen

von X, y abhängigen Factor unterscheidet. Soll nun die infinitesimale

Transformation, die wir oben (S. 151) auf die Form

8x =Jit, 8y = 8t

gebracht haben, ds^ nicht nur um einen constanten Factor ändern, so

darf das Increment

t, , c. ^dxdy ddx- dy 4- dSy dx 2dxdy , r^ s: i v js \
öds' = d —^^- = -^^-^ Z^ (^^ ^^ ^^'j^y)

2ds^
( Z I z,

nicht die Form Const. ds^ haben, d. h. es muss

-f+|..Const.
sein, also nach (38):

^x + ^v =1^ Const.

und nach (41), (42), wenn von abwickelbaren Flächen abgesehen wird:

x=|eo, rE^o.

Der erste Fall führt also zu allen Flächen, auf denen die Differential-

gleichung der geodätischen Kreise auch solche infinitesimale Punkt-

transformationen gestattet, die ds^ nicht nach constantem VerMltnis

ändern.

Wir behandeln die beiden Fälle nach einander.

Erstens: z/ = 0, X e= 0, Y ee 0. Aus ^ = folgt

X' Y'

-X= Y = ^^'

also

X = ae'"^, Y= he'"^' (a,b,m = Const.).

Nach Voraussetzung muss ab =^ sein. Die Formeln (41) und (42)

geben:

Differenzieren wir die erste Gleichung nach y, die zweite nach x und

ziehen sie dann von einander ab, so kommt:

(47) 2ae'^'' ^^ — 2&e"'J' 0y — m(ae""= — he""-') = 0.
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Es ist dies eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ord-

nung für $. Sie zeigt^ dass die Form hat:

(48) ^ = I (^ + ^) + üiu),

in der ü eine noch näher zu bestimmende Function von

bedeutet. Allerdings ergiebt sich bei der Integration von (47), dass

der Fall m = besonders zu behandeln ist. Aber die Annahme

m = widerspricht unseren Voraussetzungen. Denn in diesem Falle

zeigt (47) sofort, dass eine Function von bx -{- ay allein ist, während

(39) darauf lehrt, dass a und h entgegengesetzt gleich sein müssen.

(p wird also eine Function von x — y allein, und nach (41) und (42)

sind für eine solche Function X und Y Null, was eben unserer Voraus-

setzung widerspricht. Wir müssen daher

annehmen.

Wenn wir nun den obigen Wert (48) von in die noch zu er-

füllenden Bedingungen (39) einsetzen, so kommt:

Nach dem bisher Erörterten haben wir hierbei die Voraussetzung zu

machen:

ahm =j= 0.

tp und il) ferner sind Functionen von x — y allein. Beide Gleichungen

sagen also dasselbe aus, nämlich dass

eine
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Ä und B sind hierin Constanten. Berechnen wir hieraus rückwärts

ü und 0, so ergiebt sich für Z nach (38) der Wert:

wobei

ist. Das Ergebnis wird noch einfacher, wenn wir

he-'"'', ae-"'y

als neue Veränderliche x, y einführen, was wir ohne weiteres thun

dürfen, da ahm^O ist. Dann nimmt

äs' = ^-^p-

die Form an:

Den Constanten Factor ahni^ können wir zu A und B schlagen, wo-

durch sich als endgültige Form ergiebt:

(49)- cW = . ^-^^^^ -^--,,

Wir besprechen diese Flächen weiter unten.

Zweiter Zweiteus : z/ee^X^ F^O. In diesem Fall liefern die Glei-

chungen (41) und (42):

wobei a eine Constante ist. Daher hat Q die Form:

^ = —
I «
—

^ lg ö(^— y)-

Diese Form erfüllt die Bedingungen (39). Also erhalten wir nach

(38), wenn wir noch — y anstelle von y und — ca anstelle von w

einführen, das folgende Quadrat des Bogenelements:

(50) ds^ = (o{x -\- y) e'^'' dx dy.

Ehe wir zur näheren Discussion der erhaltenen Flächenfamilien

übergehen, erledigen wir noch die oben (S. 151) vorläufig aus-

geschlossene Annahme, dass eine der beiden Functionen |, iq identisch

Null ist. Beide zusammen dürfen natürlich nicht gleich Null an-

genommen werden. Wir nehmen also jetzt an:

Annahme y i r\ f\
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Der Fall ^^^0, rj == geht aus diesem durch Vertauschen von x

mit y hervor, ist also im Grunde genommen mit ihm identisch.

Durch Einführung einer passenden Function von x als neues x können

wir im vorliegenden Falle erreichen, dass | :^ 1 wird.

Die Relationen (35) liefern jetzt einfach:

dx z ^' dx z '

oder, da R-=^Zxx, T= Zyy ist:

(51) ^.. = Y{y) Z, Zyy = l\{y) Z ^

Berechnen wir aus beiden Gleichungen Z^xyy, so kommt:

Y"Z-{-2Y'Zy + YZyy = Y,Z,.,

oder, wenn wir hierin die Werte (51) einsetzen:

Y"Z^2Y' Zy = 0,

d. h. Z' hat die Form:

^2 ^^ ">(*)

Daher sind die hier auftretenden Flächen, für die

ds^ = T-Mdxdy
(o{x) ^

ist, abwickelbare Flächen, also Flächen, die schon im vorigen Para-

graphen behandelt wurden.

Unser Gesamtergebnis ist also dies: Ergebnis.

Abgesehen von den schon behandelten Flächen constanter Krümmung
haben sich zwei Flächengattungen ergeben, die durch die folgenden

Bogenelement- Quadrate definiert sind:

(49) ds^ = . j-^^^^ --^.,

(50) ds^ = co{x -{- y) e''''dxdy.

Allerdings ist unser Problem hierdurch noch nicht völlig erledigt.

Wir wissen zwar, dass die Differentialgleichung der geodätischen Kreise

auf den gefundenen Flächen mindestens eine infinitesimale Punkttrans-

formation gestattet. Wir werden aber nach allen derartigen Trans-

formationen fragen. Indem wir hierzu übergehen, wollen wir zugleich

die gefundenen Flächenfamilien näher besprechen.

Unter den Flächen, deren ds'^ die Form (49) besitzt, sind auch i'iächon der

_^
\ / /

ersteu Art.

Flächen constanter Krümmung enthalten. Wir finden sie, indem wir
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das Krümmungsmass K nach der oben (S. 153) angegebenen Formel

(45) berechnen, ohne Mühe. Es zeigt sich, dass nur die Fälle

,
1

Flächen constanter Krümmung liefern. Von diesen Fällen können wir

daher in der Folge absehen, da sie zu den im vorigen Paragraphen

behandelten Flächen gehören.

Die Form des Bogenelementes der betrachteten Flächen zeigt, dass

sie auf Rotationsflächen abwickelbar sind. Um dies zu verificieren,

schreiben wir die Gleichungen einer Rotationsfläche in den laufenden

Punktcoordinaten j, ^, 5 in der Form:

sin V cos V

Das Quadrat ihres Bogenelements:

geht durch Einführung der Parameter

\y = I '^^^

—

'—-^ du — idv

(52)

über in

^^,_dxdy

Nun ist u nach (52) eine Function von x -\- y allein. Also sind unsere

Flächen (49) auf die Rotationsfläche abwickelbar, sobald

<p(u) = Ä(x + y^'^" + B{x + y)^~"

ist, und dies lässt sich durch passende Wahl der Function (p{u) er-

reichen.

Wir wenden uns nun zur Bestimmung oller infinitesimaler Punkt-

transformationen, welche die Diiferentialgleichung der geodätischen

Kreise der Fläche (49) invariant lassen. Von vornherein sind uns

zwei bekannt. Denn oben gingen wir davon aus, dass eine der in-

finitesimalen Transformationen auf die Form

dx = dt, dy = dt

gebracht werden konnte (S. 151). Da wir aber alsdann ftg— "'-^ und

ae—'^y als neues x bez. y einführten (S. 156), so nimmt sie — ab-

gesehen von einem gleichgültigen constanten Factor — die Form an:

8y = yöt.
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Ferner bleibt ds^ nach (49) ungeändert, wenn sich x, ij um

8x = dt, 8y = — dt

ändern. Es ist sofort zu erkennen, dass auch diese infinitesimale^j"^*^^"^^)!,^«

Transformation zu den gesuchten gehört. Geometrisch folgt es daraus,

dass diese Transformation eine Rotation der obigen Rotationsfläche

ist. Wir zeigen es analytisch, indem wir bemerken, dass die Gleichungen

(35) zu Beginn dieses Paragraphen jetzt, da

(49') Z=A{x + ?/)^+" + i?(,r + #""",

also

Z Z ^x+ yY
ist, die Form haben:

(,3^

|ä«"'-(»'-j)(^' + (""-j)

Sie werden aber ofi'enbar von 1=1, ri = — 1 erfüllt. Es sind also

x^l 4-t ^1 ^ — K
dx~^ ^ dy ^ dx dy

von vornherein bekannte infinitesimale Transformationen der gesuchten

Art. Wir werden nun sehen, dass es ausserdem keine giebt. Zu

dem Zweck haben wir |(a?) und iq^y) aus (53) zu berechnen.

Da I nur von x, iq nur von y abhängt, so lehren diese Gleichungen,

wenn man in der ersten statt x, in der zweiten statt y irgend eine

Constante setzt, dass ^, y} die Formen haben müssen:

I ^ a{x + ßf + r^ + ^,

^ = ^(!/ + ^y + T«/ + C3,

in denen a, ß, y, d sowie ^, 6, t, co Constanten sind. Dieser Schluss

ist nur dann nicht gestattet, wenn «^ = - ist, aber diese Annahme

führt auf die ausgeschlossenen Fälle von Flächen constanter Krümmung.

Setzen wir die obigen Werte von |, 7/ in (53) ein, so finden wir

schliesslich, dass |, t] die Form haben: •

I = «ä; -f- ^; 7j =^ ay — h.

Dabei sind a, h willkürliche Constanten.

Folglich gestattet die Differentialgleichung der geodätischen Kreise

der Fläche die infinitesimalen conformen Punkttransformationen:

(54) (ax-\-h)l^^(ay-h)l^,
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die linear ableitbar sind aus den beiden infinitesimalen Transfor-

mationen:

df . cf cf cf
ex ^ "^ cy' ex cy

^^^^^^^ Wir wollen noch untersuchen, ob die infinitesimalen Punkttrans-
d. Schar '

der geod. formationcu (54) insbesondere auch die Difi^erentialffleichung ziveiter
Linien. ^ ' O O

Ordnung der geodätischen Linien unserer Fläche invariant lassen.

Die geodätischen Linien sind die geodätischen Kreise mit der

Krümmung Null. Nach der Formel des § 1 (S. 136) für die geodätische

Krümmung sind sie daher definiert durch die Differentialgleichung

zweiter Ordnung.

(55) 2/" + 2§2/'-2§^'^ = 0.

Erfahren nun x, y nach (54) die Incremente

dx = {ax + h) dt, 8y = {ay — h) dt,

so erfährt y' das Increment Null (vgl. das 2. Beispiel^ § 2 des 4. Kap.,

S. 98). Das Increment von y" ist

^ „ ^ dy' dSy' dx — dy' ddx dSy' „ dSx
^ dx dx^ dx ^ dx '

also:

dy" = — ay" dt.

Da ferner Z den Wert (49') hat, so ist, wenn wir die Differential-

quotienten von Z nach x -\- y durch Z', Z", . . . bezeichnen, das

Increment
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D^
, 1

ist, so lässt sieb diese Bedingung ancli so schreiben:

a [{x + yf Z'-^ - {x^if) Z'Z- (n^ ~
^-)

Z'^] = 0. '

Sie wird befriedigt, wenn entweder

l

friedigt, wenn entwe

oder

{x-\-^i)Z' — \z±nZ=0

I

ist, wobei das obere oder das untere Vorzeichen gewählt werden kann.

Infolge von (49') liefert dies die Gleichung:

Ain + n) {x + yf^" + Bi— n ± n) {x + yf~'' = 0.

Sie wird befriedigt, wenn entweder n= oder A= i) oder B= ist.

Das Ergebnis a= () lehrt nach (54), dass die Differentialgleichung

der geodätischen Linien stets die infinitesimale Transformation

dl _ df
dx dy

gestattet. Sie gestattet ausserdem auch

X w~ + y A—ex ^ ^ dy

dann und nur dann, wenn entweder w= () oder A= i) oder i?=0 ist.

Diese drei Fälle sind jedoch auszuschliessen. Denn oben (S. 154)

zeigten wir, dass die erste Flächengattung (49) dadurch charakterisiert

ist, dass bei ihr ds^ durch die bestimmte infinitesimale Transformation

8x = öt, dy = dt nicht nur um einen constanten Factor geändert

wird. Diese Transformation hat in den jetzigen Veränderlichen nach

S. 158 die Form dx==xdt, 8y = yöt. Eine einfache Ausrechnung

zeigt, dass das Quadrat des Bogenelementes (49) bei ihr bloss um einen

constanten Factor geändert wird, wenn n oder A oder J5 gleich Null

ist. * Diese Fälle gehören also gar nicht hierher. In diesen Fällen

lässt sich in der That ds^ auf die Form*):

*) Weingarten hat bekanntlich gezeigt (Journal für d. reine u. ang. Mathem.,
Bd. 59, 1«61, S. 382), dass die Centraflächen aller der Flächen, deren Haupt-
krümmungsradien B^ , B^ durch eine Relation F{Bi , B^) = verknüpft sind,

auf eine Rotationsfläche abwickelbar sind. Lie fand (Math. Annalen, Bd. 20,

1882, S. 387), dass die Rotationsflächen mit

(X + yr -

Lie, Geometrie der Berühruiigstranaformationen I.
'

11 [.5. VI. 1895.J
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ds
dxdy

{x+yT

bringen, die sich unter die Form (50) für ds^ unterordnet, sodass sich

also Flächen der zweiten Gattung für nAB = i) ergeben.

fweit'enArt^
^^^' wendcu uus jctzt zur zweiten Flächengattung, zu der durch

die Formel definierten:

(50) ds^ = co(x -\- y) e^^'dxdy.

Hier bemerken wir: Lie lenkte seinerzeit die Aufmerksamkeit auf die

Flächen, die eine infinitesimale Ähnlichkeitstransformation des Raumes

dächen
gestatten*), und nannte sie Spiralflächen. Alsdann hat Levy gezeigt,

dass jede Fläche, deren ds^ die obige Form (50) hat, auf eine Spiral-

fiäche abwickelbar ist**). Die erhaltene Flächengattuny besteht somit

aus allen Flächen, die auf Spiralfläehen abwickelbar sind.

^iier°inf
Unserc Aufgabe ist die Bestimmung aller infinitesimaler Punkt-

i''^^- transformationen, welche die Differentialgleichung der geodätischen

Kreise dieser Flächen invariant lassen. Zu diesem Zweck erinnern wir

daran, dass die Flächen, auf denen die gesuchten infinitesimalen Punkt-

transformationen ds^ nicht nur um einen constanten Factor ändern,

schon in der zuerst betrachteten Kategorie (49) enthalten sind. (Vgl.

S. 154.) Von ihnen können wir deshalb absehen. Wir fragen also

nur nach solchen Transformationen

bei denen

(56) dds' = cds'öt

ist, wobei c constant ist. Es empfiehlt sich, anstatt der Form (50),

die äquivalente Form

zu benutzen. Nun ist:

Sds' = [«-t"' dxdy - ^-^^P-Q i + § ,;)] St

die einzigen sind, auf denen die Schar der geodätischen Linien zwei conforme
infinitesimale Punkttransformationen gestattet, sowie dass auf ihnen die Centra-

flächen derjenigen Flächen abwickelbar sind, zwischen deren Krümmungsradien
jBj , jBg die Relation

Const.

besteht.

*) Siehe z. B. Mathem. Annalen Bd. .0 (1872), S. 204.

**) Siehe Comptes Rendus Bd. 87 (1878), S. 788.
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Also finden wir nach (56) und (50'):

(57) r + ^' - 2(9>' + h)i- 2^'ri = c.

Andererseits nehmen die zu Beginn des Paragraphen gegebenen

Formeln (35) jetzt wegen (50') die Form an:

^ri'" - 2ri'v~{l + ii)r' = 0,

(58)

u

wenn zur Abkürzung

(59) {(p' -{- h)- -\- fp" i::2 u , (p'^ -\- (p" ^iFv

gesetzt wird, u und v sind also Functionen von x -\- y. Die Formeln

(58) folgen übrigens unmittelbar durdi Differentiation aus (57).

Es handelt sich also darum^ |(x) und ri{y) in allgemeinster Weise

aus (57) und (58) zu berechnen. Dabei aber dürfen wir von allen

den Fällen absehen, in denen sich Flächen constanten Krümmungs-

1 nasses ergeben. Das Krümmungsmass

K=A{ZZ,y — z,z,;)

hat nach (50') den Wert 4Z>". Es ist also nach (59):

Z;, = 4Z2m', K,j = 4.ZJv'.

Wir sehen mithin ab von den Fällen, in denen u' und v' beide Null

sind, also auch von dem Fall (p" z~ 0.

Differenzieren wir nun die Gleichung (57) partiell nach x und das

Ergebnis partiell nacli y, so kommt:

dx ' cy

Bezeichnet also F eine uns noch unbekannte Function, so können wir

setzen:

(p"^=^F,j, cp"ri = — F^,

sodass sich, weil cp" ist, ergiebt:

; Setzen wir diese Werte in (57) ein, so kommt

oder nach (60) und (59)

(7^.-i^,)^,-2(9,'+/>)^i+ 29.'^ =

u'l -\- v'i] = — cq)'
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Differenzieren wir diese Gleichung das eine Mal nach x, das andere

Mal nach y und bilden die Differenz^ so kommt:

(Ol) ul'—v'ri' = 0.

u und v' sind, wie bemerkt, nicht beide Null. Wäre etwa u' --~
0,

v' =ß 0, so käme ^' = 0, also nach der zweiten Gleichung (58) auch

h, -{- r] = 0^ d. h. I und 1] wären — da | nur x, rj nur y enthalten

darf — zwei entgegengesetzt gleiche Constanten. Dies liefert also die

von vornherein bekannte infinitesimale Transformation

dx == dt, dy = — dt.

Zu demselben Ergebnis führt die Annahme ?/ ^ 0, u' e;e 0. Es

bleibt die Annahme u e\e 0, v' ee 0. Hier zeigt (61), dass ^, nur

von X -\- y abhängt. Da aber | nur x, i; nur y enthält, so geht dies

nur dann an, wenn:

ist, wobei cc, ß, h Constanten bezeichnen. Hieraus ergiebt sich:

I = "
e^-^ -j- Const., ij= '^ e~^y -\- Const.

oder, wenn h = ist:

i, = ax -{- Const., tj = ßy -\- Const.

Setzen wir diese Werte in (57) ein, so können wir cp' berechnen. Indem

wir fordern, dass cp' nur x -\- y enthalten soll, finden wir alsdann ohne

weitere erhebliche Schwierigkeit, dass allein die Annahme ^ -{- t] =
wie vorher bleibt, sobald nicht etwa die Fläche abwickelbar ist oder

& = und {x -\- y) <p' = Const. ist. Im letzteren Falle ist cls'^ auf

die Form

(x + yf

reducibel, die wir oben (S. 161, 162) besprachen.

Sehen wir hiervon ab, so ergiebt sich nur die eine Transformation

§x = dt, dy = — dt. Man erkennt ohne Mühe, dass die Differential-

gleichung der geodätischen Linien der Fläche diese infinitesimale Trans-

formation nicht gestattet.

Wir fassen nun die Hauptergebnisse des Kapitels bis hierher zu-

sammen in dem Theorem (vgl. die S. 133 genannte Arbeit im norweg.

Archiv, Christiania 1884):
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Theorem 5: Gestattet die Schar der oo^ geodätischen Kreise ^rgew.

einer Fläche eine unendliche continuierliche Schar von Be-

rührungstransformationen, gestattet sie also eine oder mehrere

infinitesimale Berührungstransformationen, so können folgende

Fälle eintreten:

Erstens: Findet sich unter den infinitesimalen Berührungs-

transformationen auch nur eine einzige, die keine erweiterte

Punlcttransformation ist, so hat die Fläche constante Krüm-
mung. Auf jeder Fläche constanter Krümmung gestattet die

Schar der geodätischen Kreise zehn von einander unabhängige

infinitesimale Berührungstransformationen. Die Schar der

geodätischen Kreise lässt sich hier stets in der Form schreiben:

(^ _ af + (^ - hf = c\

Ztveltens: Gestattet die Schar der geodätischen Kreise nur

infinitesimale Punkttransformationen, so sind diese conform

und es gieht entweder zwei von einander unabhängige oder nur

eine. Im ersteren Falle lässt sich das Quadrat des Bogen-

elementes auf die Form bringen:

dxdy
ds"

U(x+2/)i+"+:B(^ + ^)^ '^T

In diesem Falle gestattet insbesondere auch die Schar der <xß

geodätischen Linien der Fläche die beiden infinitesimalen

Transformationen dann und nur dann, wenn ds" die besondere

Form hat:

ds'- ^""^'J

{X + yr

In dem anderen Falle, dass die Schar der geodätischen Kreise

nur eine infinitesimale Punkttransformation zulässt, ist die

Fläche eine beliebige auf eine Spiralfläche abwickelbare Fläche.

Bei ihr kann also ds^ auf die Form gebracht werden:

ds^ = (o{x -{- y) c"'' dxdy.

§ 5. Verallgemeinerung der stereographischen Abbildung für

beliebige Rotationsflächen.

Von jeher ist die punktweise Abbildung der Kugel auf die Ebene Abb. a.

als besonders wichtig betrachtet worden. Unter den unendlich vielen d. Ebene,

möglichen Abbildungen haben zwei bemerkenswerte ausgezeichnete

Eigenschaften, nämlich die Centralprojection von dem Mittelpunkt der
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Kugel aus auf eine beliebige Ebene sowie die Centralprojection von

einem beliebigen Punkte der Kugel aus auf eine Ebene, die parallel

der Tangentenebene dieses Punktes ist. Erstere Abbildung bezeichnet

man bekanntlich als die gnomonische, letztere als die stereographische.

Bei der gnomonischen Protection bilden sich die grössten Kreise

der Kugel als Geraden ab. Die stereographische Projection anderer-

seits ist conform und bildet jeden Kreis der Kugel als Kreis in der

Ebene ab. Wir können also sagen, dass bei der gnomonischen Pro-

jection jede geodätische Linie in eine geodätische Linie, bei der stereo-

graphischen aber jeder geodätische Kreis in einen geodätischen Kreis

übergeht. Die erstere Bemerkung war die Veranlassung dazu, dass

Beltrami*) seinen berühmten Satz aufstellte, nach dem die Flächen

constanter Krümmung die einzigen Flächen sind, die sich punktweise

so auf die Ebene abbilden lassen, dass jede geodätische Linie in eine

geodätische Linie übergeht. Daraufhin stellte Beltrami das Problem**),

das allgemeinste Paar von zwei Flächen zu bestimmen, die sich punkt-

Abbüduug ^^^^ ^^ aufeinander abbilden lassen, dass jeder geodätischen Linie der

einen Fläche eine geodätische Linie der andern entspricht. Dini***)

löste dies Problem für reelle Flächen und reelle Abbildungen und ge-

langte zu Flächen, die zur Kategorie der Flächen mit dem Liou-

uille'sch.en Bogenelement gehören. Lief) behandelte zuerst das Problem

in voller Allgemeinheit, ohne sich auf das Reelle zu beschränken. Er

fand drei Flächenkategorien, deren ds^ die Form hat:

Erstens: ds-^ = £o(iC -f- y) e"''dxdg (Spiralflächen),

Zweitens: ds'^ = (^ + X(x)) dxdy,

Drittens: ds^ = ((p{x -j- y) — i^{x — y)) dx dy (Liouville'vsche

Flächen).

Er gab die allgemeinste geodätische Abbildung zweier Flächen einer

dieser Kategorien auf einander und lenkte gleichzeitig u. A. die Auf-

merksamkeit auf diejenigen Flächen, deren ds^ entweder in mehrfacher

*) Annali di Matematica, 1. Serie, Bd. 7 (1866), S. 185.

**) Am Schluss der soeben citierten Abhandlung.
***) Annali di Matematica, 2. Serie, Bd. 3 (1869), S. 269.

t) Classification der Flächen nach der Transformationsgruppe ihrer geodä-

tischen Curven, Univ.-Programm , Christiania 1879, sowie: Math. Annalen Bd. 20

(1882), S. 419, und Berichte der Gesellsch. d. Wissensch. zu Leipzig, 1889, S. 155.

Diese letztere Note, die neueren Verfassern unbekannt geblieben ist, zeigt u. A.,

dass die Flächen, auf denen die Schar der geodätischen Linien mehr als zwei

von einander unabhängige infinitesimale Transformationen gestattet, entweder
constante Krümmung haben oder aus den Flächen mit

ds^ = {x -f y) dxdy

durch die von Dini und die von Lie herrührenden Formeln abgeleitet werden
können. Wir werden an einem anderen Orte die neueren Avcrtvollen Unter-

suchungen über geodätische Abbildungen besprechen.
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Weise auf eine dieser Formen oder aber gleichzeitig auf mehrere

unter diesen Formen gebracht werden kann. Endlich behandelte er

eingehend das Problem, die Flächen zu bestimmen, die auf unendlich

viele Arten auf sich selbst so abgebildet werden können, dass jede

geodätische Linie wieder in eine geodätische Linie übergeht.

Die stereographische Projection giebt nun zu ähnlichen Problemen Abb., bei der

Anlass, indem man an die Stelle der geodätischen Abbildung diejenige iu geo.i.

. , -rr . . . jT. Kreis über-

Abbildung 'treten lässt, bei der jeder geodätische Kreis m einen geodä- geht.

tischen Kreis übergeht. Dabei wird, wie bisher, unter einem geodä-

tischen Kreise stets eine Curve von constanter geodätischer Krümmung

verstanden. Analog dem Satze von Beltrami gilt jener Satz, den

wir ausser anderen Ergebnissen in § 3 dieses Kapitels abgeleitet haben

und nach dem die Flächen constanter Krümmung die einzigen sind, die

sich punktweis so auf die Ebene abbilden lassen, dass sich jeder

geodätische Kreis als ein Kreis darstellt. Analog dem von Beltrami

gestellten, von Dini unter speciellen Voraussetzungen sowie von Lie

in allgemeinster Form gelösten Problem kann man hier weiterhin

nach dem allgemeinsten Paar von Flächen fragen, die sich punktweis

so aufeinander abbilden lassen, dass jedem geodätischen Kreis der

einen Fläche ein geodätischer Kreis der andern entspricht. Diese Frage

wird im gegenwärtigen Paragraphen beantwortet. Es wird sich er-

geben, dass die beiden Flächen auf Rotationsflächen abwickelbar sein

müssen und die eine dieser Flächen eine ganz beliebige derartige Fläche

sein darf*). Alsdann ist die zugehörige zweite Rotationsfläche aus

einer gewissen Schar solcher Flächen beliebig auszuwählen. Die Ab-

bildung ist überdies conform, und es besteht eine gewisse bemerkens-

werte Beziehung zwischen den Flächeninhalten einander entsprechender

Zonen der beiden Flächen, die auf einander abgebildet werden. Diese

merkwürdige Abbildung giebt insbesondere für die Flächen constanter Bilreogr.'

Krümmung die stereographische Projection.
'"'''"' ""*'

Nach diesen einleitenden Worten wenden wir uns nun zu dem

Problem, 2wei Flächen in solcher Weise Punkt für Punkt aufeuKuider Problem.

ahzuhilden, dass den geodätischen Kreisen der einen Fläche die geodä-

tischen Kreise der andern entsprechen. Eine solche Allbildung ist offenbar

immer möglich, sobald die eine Fläche auf die andere oder auf eine

mit letzterer ähnliche Fläche abwickelbar ist. Wir sehen im Folgenden

von dieser trivialen, durch Abwickelunjr vermittelten Abbilduufj ab. —

*) Hierin liegt eine neue charakteristische Eigenschaft aller Flächen, die

auf Rotationsflächen abwickelbar sind.
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coord'^auf
^^^ zwischeii den Punkten zweier Flächen eine Zuordnung fest-

d. Flächen, geg^g^^ so giebt es nach einem Satz von Tissot auf der einen Fläche

zwei einander orthogonal schneidende Curvenscharen, denen auf der

anderen Fläche zwei ebensolche Scharen entsprechen. Dieser Satz

erleidet jedoch eine Ausnahme — auf die Lie gelegentlich aufmerksam

gemacht hat — dann, wenn sich das Orthogonalsystem auf der einen

Fläche auf die eine der beiden Scharen von Minimalcurven reduciert.

Dieser Ausnahmefall aber führt bei unserem Problem zu keinem neuen

Ergebnis von Interesse, wie man leicht nachzuweisen vermöchte. Deshalb

sehen wir hier von ihm ab.

Wir dürfen also annehmen, dass die bei der vorausgesetzten Zu-

ordnung einander entsprechenden Orthogonalsysteme durch die Para-

meterlinien X = Const., y = Const. der Flächen dargestellt werden,

sodass die Quadrate der Bogenelemente ds, ds^ beider Flächen die

Form haben:

(62) ds^ = edx^ -{- (jdy^, ds^^ = e^dx^ -f" g^dy^

und dem Punkt {x, y) der einen Fläche der Punkt der andern ent-

spricht, der dieselben krummlinigen Coordinaten x, y hat.

Die geodätische Krümmung der ersten Fläche hat nach Min ding
den Wert*):

<iOy" + -^(jg:cy"'+ (2^^//" -^^V
^''+ r^a;— 2^V y ~2^^!'

K= ~ -3 —~ •

VeyVe-\-gy'^

Setzen wir diesen Wert gleich Constans, so stellt die hervorgehende

Relation die Differentialgleichung zweiter Ordnung der geodätischen

Kreise dar, die eine bestimmte constante Krümmung haben. Differen-

zieren wir die Gleichung total nach x, so ergiebt sich die Differential-

gleichung dritter Ordnung aller geodätischer Kreise der Fläche. Man
erkennt, dass diese Differentialgleichung die Form hat:

in der (p und i/> gewisse Functionen von x, y, y' sind. Entsprechend

ist die Differentialgleichung der geodätischen Kreise der zweiten Fläche

zu bilden:

Soll nun bei der angenommenen Abbildung jedem geodätischen

Kreis der einen Fläche ein geodätischer Kreis der andern entsprechen,

*) Zur Berechnung dieses Ausdruckes vgl. z. B. Stahl und Komm er eil,

Grundformeln der Flüchentheorie, S. is'.t u. .s').
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SO müssen die beiden Differentialgleichungen übereinstimmen. Also

miiss zunächst

9 ^ J!i_

für alle Werte von x, y,
y' sein, d. h. es folgt

e Cy

1)~ Ol'

Die Quadrate der Bogenelemente beider Flächen unterscheiden sich ,

mithin nur um einen Factor, der eine Function von x, y ist. Die ge-

suchte Äbhlldung ist folglich conform, und die Minimalcurven der einen
^"Xbb.™^

Fläche entsprechen also denen der andern.

Wir können daher voraussetzen, dass die Minimalcurven als Para- Neue coord.
' auf d.

meterlinien gewählt werden, sodass ds^ und ds^^ in den neuen krumm- riächen.

linigen Coordinaten x, y die Form annehmen:

(63) ,7,2 __^^ ,7,^2_^^
Nach wie vor sind diejenigen Punkte {x, y) beider Flächen einander

zugeordnet, deren Coordinaten x, y übereinstimmen. Setzen wir nun

wie in § 1:

und analog

^J?i = 7? ^ J?i -^ T
ex' --"i' ~dy'"- ^'

I

so lauten die Differentialgleichungen der geodätischen Kreise der beiden

Flächen nach Formel (3) des § 1 (S. 136):

y —^yy+^zy—^z
y —^y^'y '

-\- ^ y y — 2 '-y' = o.

Auch jetzt haben wir zu fordern, dass diese beiden Differential-

gleichungen übereinstimmen. Dies führt zu den notwendigen und nun

auch hinreichenden Bedingungen:

(-64^ ^ = r^i ^' = .^i

.

^^^ Z Z^' Z Z^

Um sie auszuwerten, setzen wir

(65) Z^ = SIZ.

Wäre Sl ^^. Const., so läge der oben ausdrücklich ausgeschlossene

triviale Fall vor. Die Gleichungen (64) geben nun nach (65):
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oder integriert:

log Sl.-j-2logZ= log Y(y),

logSl, + 2logZ=logX{x),

wobei X eine Function von x allein, Y eine Function von ij allein

bezeichnet. Wir haben somit gefunden:

(66) ^. = #., ß.= #.-

Zur Vereinfachung führen wir auf beiden Flächen in derselben

Weise eine Function von x als neues j und eine Function von y als

neues t) ein, was Avir thuu dürfen. Dann wird nach (63):

"^'-^4l%'<^^'>,
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von J + t) allein sind. Wenn wir die jetzt benutzten Coordinaten mit

X, y bezeichnen und ferner

setzen, so reducieren sich die beiden Relationen (64) auf die eine:

(68) X-f=0.
wenn die Accente die Differentiationen nach ra andeuten, und sie

werden nach (67) und (65) erfüllt durch die Annahmen:

(69) ^=/zt-^P' ^' = ^^-

Da jetzt

ist, so sind die beiden Flächen auf Botaüonstlächen abwickelbar. (Vgl.

zu dieser Bemerkung S. 158.) Da ferner Z als ganz beliebige Function

von x-\-y gewählt werden kann, so ist die eine dieser beiden Rotations-

flächen ganz beliebig zu wählen.

Somit kommen wir zu dem wichtigen Ergebnis*):

Satz 7: Lassen sich swel Flüchen Funld für Punkt derart auf ^rgebr

einander abbilden, dass den geodätischen Kreisen der einen Fläche die

geodätischen Kreise der andern migeordnet werden, so ist entweder die

eine Fläche auf die andere oder auf eine Fläche, die der andern ähi^lich

ist, in mgeordneten Punkten cä)wickelbar oder cüjcr beide Flächen sind
,

auf Botationsflächen abtvickelhar. Wählt man im letzteren Fall als die

eine Fläche eine beliebige Fläche, die sich auf eine Botationsfläche db-

ivickeln lässt, und bringt man bei ihr ds^ auf die Form

ds^ = V
dxdy

Z{x+yy

so ist die zweite Fläche irgend eine solche Fläche ) deren ds^ auf die

Form gebracht werden kann:

ds'=
'^""^y

\^'^-^^fZlt^

Zugeordnet sind einander dann diejenigen Punkte beider Flächen, die

dieselben krummlinigen Coordinaten x, y haben. Die Abbildung ist

conform.

*) Zum ersten Male hat Lic diese Entwickelungen und den obigen Satz

im Jahre 1884 im Archiv for Math, og Naturv., Christiania, 9. Bd., S. 62, ver-

ööentlicht.
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Wir können unsere Ergebnisse auf eine andere bemerkenswerte

Form bringen. Das Gesamtresultat besteht ja darin, dass Z und Z^

solche Functionen von w ee; ä; + y sein müssen, für die nach (68): ^.

Z" _ Zi"

z ~ Z^

^'iM^r '^^- -^^ ^^^^ mithin Z und Z^ irgend zwei particulare Lösungen z ein

und derselben gewöhnlichen linearen Bifferentialgleichung ziveiter Ordnung:

(70) z" + a'(ra) ^ = 0.

Wählt man die Function ^(o) in beliebiger, aber bestimmter Weise,

so giebt es oo^ Lösungen z dieser Diiferentialgleichung. Jede liefert

eine Flächenkategorie
-, .. dx dy

und alle diese Flächen, die zu derselben Function 0(co) gehören, sind

aufeinander in der Weise Punkt für Punkt bezogen, dass den geodä-

tischen Kreisen wieder geodätische Kreise entsprechen.

Oben haben wir unter (69) durch Einführung einer Hülfsfunction

SI(g)) zwei Lösungen Z und Z^ in der Weise bestimmt:

(71) Z=^'~'', Z, = ÜSI'~^,

Es entspricht dies, da hier

z"
,^'^"'-1^'-

Z 2 ß'2

ist, der Annahme, dass die lineare Differentialgleichung (70) in der

Form geschrieben wird:

Sl'Sl"'-lsi"^

(70') /'^h-....^^-l-^^-, = 0.

Geom. Um die gefundene Abbildung näher zu untersuchen, beschränken
Untersuch. " ^
d. Abbild, wir uns darauf, die Beziehungen zwischen den beiden Rotationsflächen

zu betrachten, auf welche die beiden Flächen abwickelbar sind. Dass

sie auf Rotationsflächen abwickelbar sind, folgerten wir oben aus der

Form der Bogenelemente. Dies wird überdies durch die folgende Über-

legimg verificiert.

Sind J, 9, J
Cartesische Punktcoordinaten einer Rotationsfläche,

deren Axe die J-Axe ist, so können wir setzen:

j = y cos cp, \) = r sin (p, i
= lif).

r bedeutet den Radius des durch einen Punkt (r, <p) der Fläche gehenden

Parallelkreises und (p den Winkel, den die durch diesen Punkt gehende
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Meridianebene mit der (j 5) -Ebene bildet. Das Quadrat des Bogen-

elementes der Rotationsfläche ist:

äs" = rhlcp^ + dr^ + df.
Hierin ist die Grösse

da'r.dr' -\-di'

das Quadrat des Bogenelements der Meridiancurve, sodass

ds' = r'd(p'' + d6^

ist. Dies zerlegen wir in:

fZs^ = — r' (iJcp + / '^) (— dq) 4- i ~)
und setzen:

\dx = d(p -\- i - -

,

^dij =— d(p-{-t ~;^,

was geschehen darf, da rechts vollständige Differentiale stehen. Nun ist

d{x -j- y) 'zEz-i dco = 2i —;- , ^

*

also r eine Function von co allein. Es erhält also

ds^ = — r^ dx dy
die Form '

, 2 _ ^^A^

wobei

^' = -\
ist.

Es zeigt sich also Folgendes:

Sind Zia) und Z^{c}) zwei particulare Lösungen der linearen

Differentialgleichung (70) und wird

(73)
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\dx = d(p -\- i \ , dy = — d(p -\- i -—

(75)
\dx = d(pi-\- i ^^^ , dij= — d(p, + i

-'

und X -{- y ^E (o gesetzt wird, wobei

d6^ = dr^ 4- df, dö^' = dr/ + d^,^

ist.

(76)

Nach (75) ist ferner bei der Abbildung;

idq)= dq)j^,

Die erste Formel lelirt, dass man durch eine passende Rotation der

einen Fläche um die gemeinsame Axe erreichen kann, dass

wird, in Worten: Jede Meridiancurve der einen Fläche bildet sich als

^die Meridiancurve der andern ah, die in derselben Meridianebene liegt.

Da (o'^x -{- y = Const. auf beiden Flächen nach (73) einen Breiten-

kreis r = Const. bez. r^ = Const. darstellt, so ergiebt sich ferner:

Jeder Breitenkreis der einen Fläche bildet sieh als ein Breitenkreis der

andern Fläche ab.

Die Abbildung ist also völlig bekannt, sobald man die Abbildung

in der Ebene eines Meridians kennt, z. B. in der Ebene ^ = 0. In

dieser sind r, § rechtwinklige Punktcoordinaten der einen, r^, ly solche

der andern Meridiancurve, und die beiden Curven stehen dabei in der

durch die zweite Gleichung (7G) ausgedrückten Beziehung, in der d6

und döy die Bogenelemente beider Curven bezeichnen. Wählen wir

also die eine Curve ganz beliebig:

5 = Kr),

so haben wir die zweite Curve

*iM bestimmen aus der Forderung:

wobei r und r, nach (73) gewisse Functionen von to r^:; x -\- y sind.

Bezieiij;. Die Abbildung hat noch eine interessante Eigenscliafi: Nacli dem

'ilihaiten.' Vorhergehenden wird jede Flüchenzone, die von ::irci Brcitviikreiseu
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begrenzt wird, als eine ebensolche abgebildet. Die Flächeninhalte der

Zonen werden gegeben durch:

/ = / 27trd6, /i
= / ^nr^da^. •

Es ist aber nach (75)

oder nach (73):

also:

, idco f ida

^ . i da „ . i du)

und zwar sind beide Integrale zwischen denselben Grenzen für cj zu

erstrecken, denn co ===^ Const. stellt die Breitenkreise der beiden Flächen

dar. Nun sind aber Z und Z^ zwei particulare Lösungen der linearen

Differentialgleichung (70), und wir können sie in der Form (71)

durch Benutzung der Hülfsfunction Sl schreiben. Setzen wir aber

diese Werte (71) ein, so lassen sich die beiden Integrale auswerten.

Es kommt:

/•= in(Si - a), /; = — ijt(^ —
^),

wenn wir die Integrale von cj^ an rechnen und i>l(a^)) = n setzen.

Also ist:

f == f_^
- '1 — a

in '

oder auch:
1 a^ ^^ a

'/;
—

f ^J^'

Werden die Flächeninhalte nicht gerade von zugeordneten Kreisen an

und nicht gerade nach demselben Massstab gerechnet, so besteht also

zwischen ihnen eine allgemeine projective Beziehung*).

Zum Schluss machen wir noch darauf aufmerksam, dass sich noch andere

Probleme ähnlicher Art, wie hier, aufstellen lassen, wenn man nämlich die punkt-

weisen Abbildungen ersetzt durch solche Abbildungen der Linienelemente der

*) Dies Ergebnis erklärt das Auftreten der durch Schwarz' klassische

Untersuchungen so bekannt gewordenen Differeutialinvariante

ß'ß'" — ?ß"*

in der oben aufgestellten linearen Differentialgleichung (70'), jener Grösse also,

deren bestimmte Wahl jedesmal eine Kategorie von Flächen liefert, welche die

im Texte besprochene Abbildung auf einander gestatten.
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Flächen, bei denen Elementverein in Elementverein übergeht, also durch Be-

rührungstransformationen der einen Fläche auf die andere. JVlan kann nach dem
allgemeinsten Paar von Flächen fragen, die sich durch Berührungstransformation

derart auf einander abbilden lassen, dass jedem geodätischen Kreis der einen

Fläche ein geodätischer Kreis der andern entspricht. Dies Problem führt wahr-
scheinlich auf recht umständliche Rechnungen. Andererseits kann man nach den
Flächen fragen, die in unendlich vielen Weisen auf sich selbst durch Berührungs-

transformationen derart abgebildet werden können, dass jedem geodätischen Kreis

ein geodätischer Kreis entspricht. Dies Problem wurde in den vorhergehenden

Paragraphen des gegenwärtigen Kapitels behandelt und vollständig erledigt.

Zu diesen Problemen kann man noch eines hinzufügen, das hier kurz an-

gedeutet werden möge: Es ist bekannt, dass Schwarz, Klein, Poincare u. A.

die Frage behandelt haben, die Kugel in allen möglichen Weisen in Polygone,

die von Kreisbogen begrenzt sind, derart zu zerlegen, dass diese Polygone bei

einer discontinuierlichen projectiven Gruppe der Kugel unter einander vertauscht

werden. Man könnte sich nun entsprechend die Aufgabe stellen, alle algebraischen

Rotationsflächen zu bestimmen, die eine discontinuierliche Gi'uppe von conformen

Transformationen ihres zweidimensionalen Gebietes gestatten, bei denen geodä-

tische Kreise in ebensolche übergehen.



Abschnitt IL

(leometrie der Liiiienelemente des Raumes.

Unsere Theorie der Berührungstransformationen der Ebene, die

im ersten Abschnitt in ihren Grundlagen entwickelt wurde, lässt sich

als eine Transformationstheorie der Linienelemente (x, y, p) der Ebene

auffassen. Es waren aber für uns nur solche Transformationen der

Linienelemente von Interesse, die jeden Elementverein in einen Element-

verein verwandeln. Der Hauptbegriff in jener Theorie war neben den

Begriffen: Linienelement, Elementverein und Berührungstransformation

der allgemeine Begriff: Schar von Linienelementen. Unter den Scharen

von oü^ Elementen betrachteten wir nur die Elementvereine. Dagegen

betrachteten wir ganz allgemeine Scharen von oo^ Elementen. Diese

lassen sich durch eine Gleichung zwischen x,y,p analytisch definieren,

und ihre Elemente ordnen sich in bestimmter Weise in oo^ Element-

vereinen an, den Litegralgebilden einer Differentialgleichung erster

Ordnung: F{x, y, |j) = 0.

Diese Theorie der Ebene lässt sich auf den Raum übertragen.

Dabei ist aber wohl zu beachten, dass diese Übertragung in mehr-

facher Weise geschehen kann. Dies ist an sich keineswegs über-

raschend, denn es ist ja eine altbekannte Erscheinung, dass Gebilde

der Ebene mehrere Analoga im Räume haben. So giebt es im Räume
auch zwei naheliegende, aber verschiedenartige Analoga zum Begriff:

Linienelement der Ebene, nämlich einerseits das Linienelement des

Raumes, andererseits das Flächenelement des Raumes.

Das Linienelement im Räume ist der Inbegriff eines Punktes und

einer hindurchgehenden Geraden. Der Punkt ist durch seine drei Coor-

dinaten x, y, bestimmt, und die Richtung der Geraden kann durch

die beiden Verhältnisse der Incremente dx, dy, dz festgelegt werden,

die X, y j z beim Fortschreiten auf der Geraden erfahren. Es giebt

dementsprechend 00^ Linienelemente im Räume. Eine Schar von 00*

Linienelementen im Räume wird hiernach definiert durch eine Gleichung

von der Form
^{x, y, z; d.r, dy, dz) = 0,

Lie, Geometrie clor Borührniigstraiisformationen I. 12 [7. VI. 1895.]
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die in dx, dy, dz homogen ist. Wir nennen solche Gleichungen

Monge'sche Gleichungen und untersuchen sie im gegenwärtigen Ab-

schnitt eingehend, wie wir überhaupt hier eine Geometrie der Linien-

elemente des Raumes entwickeln werden.

Ein Flächenelement im Baume ist der Inbegriff eines Punktes

{x, y, z) und einer hindurchgehenden Ebene. Sind etwa die Richtungs-

cosinus der Ebene proportional p, q, — 1, so können x, y, B,p, q als

Coordinaten der Flächenelemente aufgefasst werden. Es giebt also

auch oo^ Flächenelemente im Räume. Eine Schar von oo^ Flächen-

elementen wird analytisch gegeben durch eine Gleichung von der Form

F{x, y, 0, p, q) = 0.

Die Behandlung dieser Gleichungen führt zu der von Lagrange und

Monge entwickelten Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung. Aber erst im dritten Abschnitt gehen wir hierauf sowie über-

haupt auf die Geometrie der Flächenelemente des Raumes näher ein.

Wenn auch die Geometrie der Linienelemente und die Geometrie der

Flächenelemente als neue und verschiedene Theorien aufgefasst werden

müssen j so wird es sich doch ergeben, dass sie einerseits zu mehreren

alten, classischen Theorien in enger Beziehung stehen und dass sie

andererseits vielfach mit einander zusammenhängen.

In der Geometrie der Linienelemente des Raumes wird eine Curve

als Ort von oo^ Linienelementen aufgefasst. Liegt eine Monge'sche

Gleichung

Sl(x^ y, z-^ dx, dy, dz) =
vor, so giebt es unendlich viele Curven im Räume, deren Linien-

elemente diese Monge'sche Gleichung erfüllen. Diese Curven, in deren

analytische Darstellung willkürliche Functionen eingehen, und deren

Betrachtung bis auf Monge zurückgeht, nennen wir Intcgralcurven der

Monge'schen Gleichung.

Eine ganz besondere Bedeutung hat der Fall, dass die Monge'sche

Gleichung linear in dx, dy, dz ist:

Xdx + Ydy + Zdz = 0.

Solche Gleichungen, die wir Ffäff'sehe Gleichungen nennen, da ihre

allgemeine Theorie auf Pfaff zurückgeht, sind zwar formell nur Special-

fäUe von Monge'schen Gleichungen. Aber sie sind doch so wesentlich

verschieden von allen anderen Monge'schen Gleichungen und ihre Be-

deutung ist so gross, dass man die Begriffe Monge'sche Gleichung

und Pfaff'sche Gleichung gewissermassen als gleichberechtigt nf-lirn

einander statt unter einander anzuordnen hat.



Abschnitt II. Geometrie der Linienelemente des Raumes. 179

Unter den Monge'schen und Pfaff'schen Gleichungen sind ganz

besonders wichtig diejenigen , unter deren Integralcurven oo^ Geraden

enthalten sind. Dies führt uns zu dem von Plücker eingeführten

Begriff Liniencomplex und insbesondere zu den linearen Liniencomplexen,

die in Verbindung mit den NuUsystetnen von Möbius eingehend be-

handelt werden. Unter den nicht-linearen Complexen werden wir

besonders den sogenannten tetraedralen Complex untersuchen.

Die Liniengeometrie, die hiermit eng zusammenhängt und die ins-

besondere von Plücker begründet wurde, hat vielfache Berührungs-

punkte mit der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung. Man darf deshalb nicht übersehen, dass die Liniengeometrie

sozusagen ein Teil der Theorie der Differentialgleichungen ist, wenn

sie auch natürlich auf der anderen Seite ein hervorragendes und

selbständiges geometrisches Interesse darbietet.

Wenn wir nun in diesem Abschnitte eine Geometrie der Linien-

elemente und im dritten Abschnitte eine Geometrie der Flächenelemente

entwickeln, so müssen wir hervorheben, dass diese Theorien in erster

Linie Transformationstheorien der Linien- bez. Flächenelemente sind.

Wir betrachten im gegenwärtigen Abschnitt die Transformationen der

Linienelemente des Raumes, welche die Linienelemente einer jeden

Curve in die einer Curve überführen. Dabei ergiebt sich, dass alle

derartige Transformationen die Linienelemente eines Punktes in die

eines Punktes verwandeln, also Pww/i'rtransformationen sind. Wenn
man übrigens solche Transformationen ins Auge fasst, die sich auf die

Linienelemente einer vorgelegten Monge'schen Gleichung beschränken,

so erkennt man, dass es Transformationen dieser oo^ Linienelemente

giebt, die keine Punkttransformationen sind, doch aber jede Integral-

curve in eine Integralcurve verwandeln.

Die Punkttransformationen des Raumes kann man auch auf

Monge'sehe Ausdrüclie ^(x, y, z\ dx, dy, dz) anwenden, die natürlich

in dx, dy, dz homogen sein müssen. Dies führt zu Theorien, die

von Gauss und Riemann und ihren Nachfolgern aufgestellt wurden.

Wir gehen auf diese allgemeinen Theorien hier nicht ein, beschränken

uns vielmehr auf specielle Betrachtungen, die ein hervorragend geo-

metrisches Interesse darbieten.

Wir werden ferner dazu geführt, ganz besonders die logarith-

misclie Abbildung

j==lga;, t) = lg«/, ^ = lg^

des Raumes (x, y, 0) zu studieren. Sie stellt eine Beziehung zwischen

zwei wichtigen Monge'schen Gleicliungen her und liefert merkwürdige

b
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Zusammenliänge zwischen verschiedenen Gebieten der Liniengeometrie

sowie der Infinitesimalgeometrie. Insbesondere werden wir dabei den

Translationsflächen begegnen.

Die hier flüchtig angedeuteten Untersuchungen, die der zweite

Abschnitt bringen soll, gehen durch naturgemässe Verallgemeinerung

eines Teiles der Entwickelungen des ersten Abschnittes auf den Raum
hervor. Es ist nun aber ausserordentlich bedeutsam, dass auch ein

zweiter, ganz anderer Zusammenhang zwischen diesen beiden Theorien

besteht. Diesen Zusammenhang, der nachher ausführlich dargestellt

wird, deuten wir hier nur in aller Kürze an:

Da das Linienelement der Ebene von drei Coordinaten rr, y, p
abhängt, so ist die Geometrie der Linienelemente der Ebene factisch

die Geometrie eines dreidimensionalen Raumes {x, y, p). Deuten wir

x,y,p als Punktcoordinaten im Räume, wie wir dies schon gelegentlich

in § 3 des 4. Kap. (S. 108 u. f.) gethan haben, so wird jedes Linien-

element der Ebene als ein Punkt im Räume abgebildet, jede Schar

von oü^ Linienelementen der Ebene ferner als eine Curve im Räume.

Insbesondere wird jeder Elementverein der Ebene im Räume (x, y, p)
abgebildet als eine Integralcurve der Pfaff'schen Gleichung

dy — pdx = 0.

Demgemäss ist das geometrische Bild einer Berührungstransformation

der Ebene im Räume eine solche Punkttransformation, die jede Integral-

curve dieser Pfaff'schen Gleichung in eine ebensolche überführt, die

also diese Pfaff"sche Gleichung invariant lässt.

Schliesslich werden wir zeigen, dass man die soeben erwähnte

Pfaff'sche Gleichung in die eines linearen Liniencomplexes überführen

kann. Damit ist alsdann jedem Elementverein der Ebene, also jeder

Curve der Ebene, eine Curve zugeordnet, deren Tangenten Geraden

des linearen Complexes sind. Man kann es so einrichten, dass jedem

Kreise der Ebene eine Gerade des linearen Complexes entspricht. Dies

liefert uns alsdann eine Reihe äusserst interessanter Beziehungen zur

Geometrie der Kreise der Ebene, zu einer Theorie also, die wir schon

in § 3 des 5. Kap. (S. 150) flüchtig gestreift haben.

Doch es erscheint unzweckmässig, in dieser Einleitung den Inhalt

des gegenwärtigen Abschnittes in weiterem Massstabe vorweg anzudeuten.
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Kapitel 6.

Die Pfaff'sehen Gleichungen und die Nullsysteme.

Indem wir dazu übergehen^ im gegenwärtigen zweiten Abschnitt

eine Geometrie der Linienelemente des Raumes zu entwickeln, werden

wir in diesem Kapitel ein Bindeglied zwischen dem ersten und ziveiUn

Ahschnitt geben.

Vom rein formellen Standpunkt aus gesehen stellen wir hier die

allgemeine Theorie der linearen totalen Differentialgleichungen

X{x, ij, z) dx + Y{x, y, z) dy + Z{x, y, d) dz =
dar. Diese Gleichungen bezeichnen wir in Hinblick auf Pfaff, der

die entsprechende Theorie in n Veränderliehen geschaffen hat, als

Pfaff'sche Gleichungen. Bei unserer Betrachtungsweise spielen aber

diese Pfaö''schen Gleichungen eine mehrfache Rolle:

Bei Zugrundelegung der Pfaff'schen Gleichung

dy — pdx =
und Deutung von x, y, p als Punktcoordinaten des Raumes entwickeln

wir zunächst eine folgerichtige Auffassung der im ersten Abschnitt

gegebenen Theorie der Linienelemente der Ebene als einer Geometrie des

dreidimensionalen Baumes. Dem Linienelement in der Ebene entspricht

dabei im Räume der Punkt, einer Schar von oo^ Linienelementen der

Ebene eine Curve des Raumes, insbesondere einem Elementverein der

Ebene eine Integralcurve der erwähnten Pfaff'schen Gleichung im

Räume. Jeder Berührungstransformation der Ebene entspricht im Baume

eine Bmikttransformation , bei der die angegebene Bfoff'sehe Gleichung

invariant bleibt.

Die gründliche Darstellung der hiermit angedeuteten Beziehungen

stellt das Band dar, durch das hier an den ersten Abschnitt zunächst

angeknüpft wird.

Auf der anderen Seite dient dies Kapitel zur Einführung in die

Geometrie der Linienelemente des Baumes. Wir werden, wie schon er-

wähnt, Scharen von Linienelementen des Raumes (x, y, z) betrachten,

solche Gebilde also, die durch eine oder mehrere Gleichungen zwischen

X, y, z, dx : dy : dz analytisch dargestellt werden. Hier nun, im gegen-

wärtigen Kapitel, betrachten wir insbesondere diejenigen Scharen von

Linienelementen, die durch eine in dx, dy, dz lineare Gleichung, also

durch eine Bfafj^che Gleichung

Xdx + Ydy + Zdz =
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definiert werden. Insbesondere wird uns die Reduction solcher Pfaff'scher

Gleichungen und der Pfaff'sclicn Ausdrücke

Xdx + Ydy + Zdz

auf canonische Formen beschäftigen.

Die in der Geometrie längst untersuchten unter den Namen Null-

systcmc und lineare Complexe bekannten Gebilde lassen sich durch

Pfaif'sche Gleichungen definieren von der besonderen Form

Aijfds — 0dy) + Bizdx — xdd) -\- C{xdy — ydx) +
+ Ddx + Edy + Gds = 0.

Das Studium dieser Gebilde wird daher eine Aufgabe des gegen-

wärtigen Kapitels sein.

Schliesslich werden wir eine wichtige Beziehung zwischen den

Linienelementen der Ebene und der Pfaff'schen Gleichung eines linearen

Complexes herstellen und dadurch abermals an die Theorien des ersten

Abschnittes anknüpfen. Bei dieser Beziehung entspricht — um hier

nur einiges vorweg anzudeuten — dem Linienelement in der Ebene

der Punkt des Raumes, dem Elementverein der Ebene eine Curve des

linearen Complexes, insbesondere den Linienelementen eines Kreises

eine Complexgerade.

§ 1. Deutung der Gleichung dy — pdx = im Kaume.

Deutung d. gii^nj x,y,)) dic Coordinaten eines Linienelcmentes der (iC?/)-Ebene,
Linienelem. J J J -L \ J/ f

als Pkte. gQ yfird ein Elementverein nach 8 1 des 2. Kap. definiert als eine

Schar von Linienelementen, die der Gleichung

dy — pdx =
genügen. Gelegentlich, in § 3 des 4. Kap. (S. 108), haben Avir schon

X, y, p als gewöhnliche PuwA-teoordinaten im Räume gedeutet. Diese

Deutung werden wir hier consequent durchführen*).

Bei dieser Deutung wird jedes Linienelement {x, y, p) der {xy)-

Ebene in einen Punkt im Räume (x, y, p) abgebildet. Um den Bildpunkt

des Elementes (x,y,p) zu erhalten, errichten wir (vgl. Fig. 37 (S. 183))

im Punkte des Elementes das Lot auf die (a;^)-Ebene und tragen auf

*) Die in diesem Paragraphen entwickelten Ämchauungen spielen eine

wichtige Rolle in Lie's älteren Untersuchungen. Vgl. Göttinger Nachrichten,

Dec. 1874, S. 536— 5.38, sowie ganz besonders Archiv for j\Iath. og Naturv.,

Christiania, Bd. 3, S. 403 u. f. (1878). Wir werden später sehen, dass diese

Anschauungen implicite schon in seinen Arbeiten aus den Jahren 1871 und 1872

verwertet wurden. (Vgl. Math. Annalen 5. B., S. 163, Zeile 5.)
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dem Lot den Wert von p als Strecke ab. Der Endpunkt des Lotes

ist der gesuchte Sildpunlct.

Umgekehrt gehört dann auch zu jedem Punkte (x, ij, p) des

Raumes ein Linienelement der

(ic?/) -Ebene. Einer beliebigen jP

Raumcurve als Ort von oo^

Punkten entspricht also in der

Ebene eine Schar von oo^ Linien-

elementen. Diese Schar wird

aber im allgemeinen keinen Ele-

mentverein vorstellen. Betrach-

ten wir in der (^i/)-Ebene einen

Elementverein. Nach § 1 des

2. Kap. (S. 38) besteht der Verein

entweder aus allen Linienelemen-

ten eines Punktes (x, y) oder aus

allen Linienelementen einer Curve

der Ebene. Im ersteren Falle sind

die Bildpunkte der Linienelemente die Punkte der Geraden^ die im Punkte

{x, y) auf der (ic?/) -Ebene senkrecht steht. Wir können also sagen:

Ein derartiger Elementverein wird in ein Lot zur (j:?/) -Ebene ab-

gebildet. Im anderen Falle, wenn der Verein aus allen Elementen

einer Curve der (ic^) -Ebene besteht, haben wir, um die Bildpunkte

dieser Elemente zu finden, in jedem Punkte der Curve das Lot zur

Ebene zu errichten und darauf als Ordinate die Tangentialneigung p
abzutragen. Der Ort der Endpunkte ist also eine gewisse Curve, die

auf dem senkrechten Cylinder liegt, dessen Basis die gegebene Curve

in der (:r^)-Ebene ist.

Fig. 37.

d. Element-

(x,y,p) eine Curve, aber umgekehrt entspricht nicht jeder Curve des vereine.

Raumes eine Curve in der Ebene. Bis auf weiteres nennen wir die

Curven des Raumes, die den Curven in der (a?^)- Ebene entsprechen

oder, allgemeiner gesagt, die den Elementvereinen der Ebene ent-

sprechen, die Bildcurven.

Betrachten wir zwei Elementvereine der (a;^)-Ebene: Die Elemente

des einen seien die einer Curve c, die Elemente des anderen die einer

Curve c. (Siehe Fig. 38 *) (S. 184).) Schneiden sich die Curven, so

*) Die folgenden Figuren sind nur schematische Darstellungen, in denen es

des besseren Verständnisses halber vermieden wurde , Flächen unterhalb der (xy)-

Ebene zu zeichnen.
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haben sie im Sclinittpunkte verschiedene Linienelemente. Die Bild-

punkte dieser beiden Elemente liegen somit verschieden hoch. Die

beiden Bildcurven q und c/ im Räume haben also keinen Punkt ge-

mein. Wenn sich aber die beiden Curven c und c' herühren (vgl. Fig. 39),

so haben die beiden Vereine im Berührpunkt ein Element gemein.

Das Bild dieses Elementes ist ein Punkt. Also schneiden sich die Bild-

curven c^ und Cj' in einem Punkte. Allgemeiner können wir sagen:

Zwei Elementvereine, die ein Element gemein haben, bilden sich ab

als einander schneidende Curven, indem wir den Fall, dass der eine

Verein etwa ein Punkt ist, sich daher als Lot abbildet, mitberück-

sichtigen.

Wenn zwei Curven. in der (xy) -Ebene einander in zweiter Ord-

nung berühren, also osculieren, so haben sie gwel consecutke Linien-

elemente gemein. Die Bildcurven haben dementsprechend zwei consecutive

PunJcte gemein. Wenn wir auch im Baume den Inbegriff eines Punktes

i-ii.ieu- und einer hindurchgehenden Geraden als ein Linienelement bezeichnen,
element im

i • /i • -r« ^ • a ^ 1 t • • i

Baume, also auch cme Curve im Kaume als eine öchar von oo^ Linienelementen

auffassen, so können wir in dem in Rede stehenden Fall sagen: Die

leiden Bildcurven haben ein Linienelement gemein.

Allgemein: Berühren zwei Curven der (xy)-Ehene einander in

«''"' Ordnung, so berühren ihre Bildcurven einander in (n— l)'""" Ordnung.

Betrachten wir nun in der (xy) -Ebene irgend eine Curve, d. h.

einen Elementverein. Die Richtungscosinus der Tangente der Bildcurve

sind proportional den Differentialen dx, dy, dp, um welche x, y, p längs

der Curve wachsen. Da diese Differentiale die Gleichung
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O^

r'
Fig. 40.

(1) dy — pdx =
erfüllen, so erkennen wir: Die durch einen Punkt (x,!/,p) des Raumes

gellenden Bildcurven haben in diesem Punkte Tangenten, die sämtlich

in einer Ebene liegen, deren Richtungscosinus proportional 1, p,

sind. Biese Ebene steht auf der (xy)-Ebene senlrecU und schneidet sie

in der Geraden des Linien-

elementes (x, y, p) der (xy)-

Ebene. (Siehe Fig. 40.) Die

Bildcurven, die durch den Punkt

(x,y,p) gehen, haben also in

diesem Punkte eine gemeinsame

Tangentialebene, sodass ihre

Richtungen daselbst ein Büschel

bilden.

Hiermit ist jedem Punkte

{x, y, p) des Raumes vermöge

der Gleichung (1) eine gewisse

Ebene senkrecht zur (;z;y)-Ebene

zugeordnet. Um sich einen

Überblick über diese Zuordnung zu verschaffen, muss man beachten,

dass allen Punkten in gleicher Höhe über der (^^)- Ebene parallele

Ebenen zugeordnet sind. Wir können auch sagen:

Bie Gleichung

dy — pdx =
ordnet jedem PunJite (x, y, p) des Baumes ein gewisses ebenes Büschel

von FortscJireitimgsrichttmgen oder Linienelementen im Baume zu. Wir

nennen die Gleichung

dy — _/jfZ*' =
eine (specielle) Bfaff'sche Gleichung, eine Bezeichnung, die oben in der Pfaff'ache

Einleitung begründet wurde.

Wenn eine Raumcurve in jedem ihrer Punkte {x, y, p) die dem

Punkte zugeordnete Ebene berührt, so erfüllt sie die Gleichung

(1) dy — pdx = 0.

Ihre Projection auf die (xy) -Ebene ist daher eine Curve, die im

Punkte {x,y) die Tangentialrichtung ^ ==i> besitzt, d. h. die Punkte

der Raumcurve sind die Bilder der Linienelemente ihrer Projection.

Noch anders gesagt: Die Raumcurve ist die Bildcurve ihrer Projection.

Eine Raumcurve ist somit dann und nur dann Bildcurve eines

Elementvereins der Ebene, wenn sie in jedem ihrer Punkte eine der

Fortschreitungsrichtungen hat, die dem Punkte durch die Gleichung

Zuordg.
eines

Büschels
zu jedem
Pkt. des
Kauraes.
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dy — pdx^=
zugeordnet wird.

curvralr
Unter einer Integralcurve der Ffaff'sehen Differentialgleichung

%Shr(l) dy-pdx =
verstehen wir nun eine solelie Curve des Raumes (x,y,p), längs deren

Xy y, p Incremente erhalten, die der Gleichung (1) genügen. Mithin

sind die Bildcurven der Elementvereine der (xy)-Ebene weiter nichts als

die Integralcurven der Pfaffsehen Differentialgleichung (1):

Anders ausgesprochen: Jede Integralcurve und sonst kein« Curve ist

Bildcurve ihrer Projection auf die (a?^) -Ebene.

Geometrisch erhält man also eine allgemeine Integralcurve, indem

man eine beliebige Curve in der (a:^)- Ebene zieht und in ihren Punkten

Lote errichtet, deren Länge gleich der Richtungsgrösse ^ in dem be-

treffenden Curvenpunkte ist. Die Endpunkte der Lote bilden dann die

Integralcurve. Oder auch analytisch: Die allgemeinste Integralcurve

der Differentialgleichung (1) im Räume wird gegeben durch:

y = (p{x), i)
= (p'{x).

Nebenbei merken wir an, dass die Integralcurve algebraisch ist, sobald

ihre Projection algebraisch ist, und umgekehrt.

Geradlinige Unter den Integralcurven finden sich insbesondere Geraden. Jeder
Integral- "
curven. Punkt der (a??/)- Ebene hat nämlich zur Bildcurve, wie schon bemerkt

wurde, eine Gerade ver-

tical zur (icy)- Ebene.

Ferner jede Gerade der

(it;y)-Ebene hat zur Bild-

curve augenscheinlich

eine Parallelgerade, de-

ren Projection sie ist,

und die von der (xy)-

Ebene den Abstand p
hat, sobald p die Rich-

tungsgrösse der gege-

benen Geraden bedeutet.

Da es oo^ Geraden in

der Ebene giebt, so

sehen wir folglich:

Unter den Integral-

curven der Pfaff'schen

Gleichung (1) befinden sich zwei Scharen von oo"^ Geraden: Einerseits

alle Geraden senkrecht zur {xy)-WoQ\iQ, andererseits gewisse oo^ Geraden

Fig. 41.
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parallel der (^^)-Ebene. (Letztere in Fig. 41 (S. 186) angedeutet.)

Für die ersteren Geraden ist dx = dy = 0. Sie stellen also solche

Integi-alcurven dar, für die jeder Term der Pfaff"sclien Gleichung (1)

einzeln verschwindet. Anders verhält es sich mit jenen oo^ Geraden

parallel der (ic^)- Ebene.

Offenbar giebt es ausser den genannten Geraden keine Integral-

gerade. Soll nämlich eine Gerade Bildcurve sein^ so ist sie Bildcurve

ihrer Projection auf die (ic^) -Ebene, daher Bildcurve einef Geraden.

Aber nur jene oo^ Geraden parallel der (xy)-'Ehene sind die Bild-

curven der oo^ Geraden der (xy)-'Ehene. Durch jeden Punkt des

Raumes geht eine und nur eine dieser oo^ Geraden, nämlich die Schnitt-

gerade der Ebene durch den Punkt parallel zur (ic^) -Ebene mit der

Ebene, die dem Punkt durch die Pfaff'sche Gleichung zugeordnet ist.

In einer allgemein gewählten Ebene ferner liegt auch nur eine dieser

csj'^ Geraden, nämlich in der Höhe p über der (a;«/)-Ebene, die gleich

der Richtungsgrösse jener Geraden ist, in der die gewählte Ebene die

(x'^) -Ebene schneidet. Endlich sieht man noch: alle diese oo^ Geraden

gehen, da sie der (ic^) -Ebene parallel sind, durch die unendlich ferne

Gerade der (:ry/)- Ebene.

Hier möge etwas eingeschaltet werden, auf das wir später zurück-

kommen: Eine durch algebraische Gleichungen definierte Schar von

oc^ Geraden des Raumes, die so liegen, dass einerseits durch jeden

allgemein gewählten Punkt eine und nur eine Gerade der Schar geht,

und andererseits in jeder allgemein gewählten Ebene eine und nur eine

Gerade der Schar liegt, heisst ein Stnüäensystem erster Ordnunq und str^^üm-
^ '

, ,

'^ -^
,

System 1. 0.

erster Classe. Z. B. alle Geraden, die zwei feste Geraden ?j, \ schneiden, u. i. ci.

bilden ein Strahlensystem erster Ordnung und Classe, denn durch einen

beliebigen Punkt geht nur eine Gerade, die Z^ und l,^ trifft, und in

einer beliebigen Ebene liegt auch nur eine Gerade, die l^ und l^ trifft.

Wir werden später sehen, dass jedes Strahlensystem erster Ordnung

und erster Classe aus allen Geraden besteht, die gewisse zwei Geraden

l^, ?2 schneiden. Wenn insbesondere diese beiden Geraden Z^, \ ein-

ander unendlich nahe rücken, ohne sich zu schneiden, so heisst das

Strahlensystem ein specielles StraJdensystem erster Ordnung und erster luahlon-*

Classe. Durchläuft ein Punkt j>^ die Gerade Ij^, so beschreibt die Ebene Yi^Vcl'

durch p^ und l^ ein Ebenenbüschel, das zur Punktreihe p^^ bekanntlich

projectiv ist. Ein specielles Strahlensystem erster Ordnung und erster

Classe besteht also aus oo^ Strahlenbüscheln, deren Scheitel auf einer

Geraden l^ liegen und deren Ebenen projectiv auf die Punktreihe der

Scheitel bezogen sind.

I
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Die obigen oo^^ Geraden (in Fig. 41) bilden nun ein specielles

Strablensystem erster Ordnung und erster Classe, denn in jeder Ebene

parallel der (iCi/) -Ebene liegt ein Büschel solcher Strahlen, nämlich

ein Büschel von Parallelstrahlen, und der unendlich ferne Scheitel

dieses Büschels liegt in der Richtung, die durch die zugehörige

Richtungsgrösse p angegeben wird, p giebt aber zugleich die Höhe

der betreffenden Ebene über der (ic?/)- Ebene an. Mithin sind die oo'

Ebenen d# Büschel in der That projectiv auf die Scheitel der Büschel,

nämlich auf die unendlich fernen Punkte der (^ry)- Ebene bezogen.

Integral-
curven
auf geg.

Fläche.

Gew. Biffgl

1. O. iu x,ii.

Kehren wir zu den allgemeinen Integralcurven der Pfaff'schen

Gleichung (1) zurück. Liegt eine beliebige Fläche

(2) F(x,y,p) =
vor, so enthält sie oo^ Integralcurven, denn in jedem Punkte der Fläche

wird das Büschel der Tangentenrichtungen von dem ebenen Büschel,

das dem Punkte vermöge (1) zugeordnet ist, in einer Richtung ge-

schnitten. JedemPunkte

der Fläche (2) wird hier-

mit eineFortschreitungs-

richtung auf der Fläche

zugeordnet. Es giebt

oü^ Curven c auf» der

Fläche, deren Foi*tschrei-

tungsrichtungen gerade

diese sind, und dies sind

die auf der Fläche lie-

genden oc^Integralctirven

der Pfa/f'sehen Gleichung

(1). (Siehe Fig. 42.)

Das Problem, die auf

der Fläche (2) liegenden

Fig. 42. Integralcurven zu finden,

deckt sich mit dem, die

Projectionen dieser Curven auf die (xy/)- Ebene zu bestimmen. Dies

aber kommt darauf hinaus, die Differentialgleichung erster Ordnung in x, y

(3) F{.,y,^^ =
m integrieren. Also auch:

Das Integrationsprohlem einer heliehigen gewöhnlichen Differential-

gleichimg erster Ordmmg in x, y
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H^^y^l)
kommt darauf Jiinaus, alle auf der Fläche

(2) F(x,y,p) =
des Baumes (x, y,p) gelegenen Integralcurven der Pfa/f'sehen Gleichung (1)

^u hcstimmen.

So wird jeder gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung

in X, y eine Fläche im Räume zugeordnet, und umgekehrt.

1. Beispiel: Ist die Differentialgleichung (3) eine Gleichung zweiten Beispiele.

in X, y, , , so handelt es sich darum, die auf einer gewissenGrades i" -- -

Fläche zweiten Grades gelegenen Integralcurven der Pfaff'schen Glei-

chung (1) zu finden.

2. Beispiel: Liegt eine lineare Differentialgleichung vor:

f^
- „X(x) - t,(x) = 0,

SO ist die zugehörige Fläche:

p — yl{x) — ii{x) =
eine Regelfläche, deren Erzeugende der (i/j))- Ebene parallel sind.

3. Beispiel: Eine Riccati'sche Gleichung

%-fK^)-Vi^{x)-v(x)=^0

liefert eine Fläche, deren Schnitte mit den Ebenen x= Const. Parabehi

sind, deren Axen der ^-Axe parallel laufen.

4. Beispiel: Ist die Fläche eine

Ebene (vgl. Fig. 43), so schneiden
die in ihr befindlichen Integral-

curven jede Parallele zur {xy)-

Ebene in gleicher Richtung, da die

Lage des dem Punkte {x,y, p) ver-

möge der Pfaff'schen Grleichung (1)

zugeordneten Büschels nur von p
abhängt. Hieraus folgert man, dass

die Schar der Integralcurven in

dieser Ebene und also auch die

ihrer Projectionen eine infinitesi-

male Translation gestattet in der
Richtung der Geraden, in der die

Ebene von der {xy)-Ehene geschnit-
ten wird. In der That gestattet die

Differentialgleichung

^^^-^ax-by-c==0

die infinitesimale Translation

Sx=bdt, öy = aSt.
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Diffgl. frei

vou p.

5. Beispiel: Wenn die vorgelegte Differentialgleichung (3) frei

von ist, so ist die zAigehörige Fläche eine Cylinderüäche, deren

Mautellinien der p-Axe parallel laufen. (Siehe Fig. 44.) Auf diesem

Cylinder sind die Mantellinien

Integralcurven. Aber es giebt

noch eine isolierte Integral-

curve: Wenn sich nämlich

ein Punkt längs der Mantel-

linie bewegt, so dreht sich

die dem Punkte durch die

PfafiP'sche Gleichung zugeord-

nete Ebene um die Mantel-

linie, da sich ji; ändert. Ein-

mal wird sie den Cylinder

berühren. Somit liegt auf

jeder Mantellinie ein Punkt,

dessen sämtliche Tangenten-

richtungen der Pfaff'schen Gleichung genügen. Der Ort dieser Punkte

ist eine Integralcurve der Pfaff'schen Gleichung. Sie ist die Bildcurve

c^ der Grundcurve c des Cylinders, während die Mantellinien selbst

die Bildcurven ihrer Fusspunkte sind. Also ergiebt sich: Eine Gleichung

zwischen x, y.

Fix, y) = 0,

aufgefasst als Differentialgleichung, besitzt als Integralgebilde alle

Punkte der durch sie dargestellten Curve sowie als singuläres Integral-

gebilde diese Curve selbst. Hiermit decken sich die Betrachtungen in

§ 2 des 2. Cap. (S. 41).

Fig. 44.

Betrachten wir eine gegebene Schar von oo^ Integralcurven der

Pfaff'schen Gleichung (1). Sie bilden eine Fläche, deren Gleichung sei:

F{x, y, p) = 0.

Wir kennen alsdann oo^ Integralcurven der Differentialgleichung

in X, y, nämlich die Projectionen der gegebenen Curven auf die

(ici/)-Ebene:
co{x, y, a) = (a = Const.).

singui. Besitzt die Differentialgleichung F=() eine singulare Lösung, so

D^ffgi.
'

findet man sie bekanntlich durch Differentiation. Sie wird nämlich
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durch den Elementverein der (a;^)-Ebene dargestellt, dessen Punktort

durch Elimination von a aus

G}{x, y,a) = 0, ^ =
hervorgeht. Dieser Elementverein besitzt eine Bildcurve auf der Fläche

F = 0, Wohlbemerkt darf man aber nicht folgern, dass diese' Bild-

curve die gegebenen oo^ Integralcurven auf der Fläche F == umhüllt,

obgleich dies für die Projectionen auf die (a;?/) -Ebene der Fall ist,

da dem Berühren in der (ici/) -Ebene nur das Schneiden im Räume
entspricht. (Vgl. S. 184.) In jedem Funkte der Bildcurve der singu-

lären Lösung werden demnach zwei Tangentenrichtungen der Fläche

vorhanden sein, welche zu jenen Richtungen gehören, die dem be-

treffenden Punkte durch die Pfaff'sche Gleichung zugeordnet sind,

nämlich die Richtung der Bildcurve der singulären Lösung und die

der gegebenen Integralcurve durch den Punkt. Also wird in jedem

Punkte der Bildcurve der singulären Lösung die Tangentenebene der

Fläche auf der (ici/) -Ebene senkrecht stehen. Diese Curve ist somit

die Berührcurve des um die Fläche gelegten verticalen Cylinders.

Umgekehrt, wenn eine beliebige Fläche im Räume (x, y, p) vor-

gelegt wird:

F{x,y,p) = 0,

so wird zwar der verticale Cylinder, der die Fläche umhüllt, eine

Curve auf der Fläche bestimmen, aber diese Curve ist im allgemeinen

keine Bildcurve, denn auf einem gegebenen verticalen Cylinder liegt

ja nach dem Obigen (vgl. Fig. 44) nur eine ganz bestimmte krumme
Bildcurve. Unsere Betrachtungen zeigen also:

Griebt man oo^ Integralcurven der Pfaff'sehen Gleichung (1), d. h.

giebt man oo^ Curven in der (a?^/)" Ebene:

c>3{x,y,a) = Q,

so giebt es allerdings im allgemeinen eine singulare Lösung der von

diesen Curven erfüllten Differentialgleichung erster Ordnung m x,y.

Wird dagegen von vornherein eine Differentialgleichung erster

Ordnung in x, y gegeben:

F{^, y, y') = 0,

so besitzt sie im allgemeinen keine singulare Lösung.

Diesen aus der Theorie der Differentialgleichungen bekannten Unter-

schied machen die vorstehenden Betrachtungen anschaulich klar.

Betrachten wir nunmehr irgend eine Bcrühnmgstransformation mT^oi-«i'i-Kstrf.

[der (xy)-Ehcnr. Sie transformiert die Linienelemente unter einander
d. Kbene
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und führt jeden Elementverein der Ebene wieder in einen Element-

verein über. Da nun jedes Linienelement als Punkt im Räume {x, y, p)
abgebildet ist, so folgt, dass die Berührungstransformation durch die

'^'^H^ime!™ Abbildung in eine Punkttransformation des Baumes {x,y,p) übergeht,

hei der jede Integralcurve der Pfaff'schen Gleichung (1) wieder in eine

solche vertvandelt wird. Dies erhellt auch analytisch daraus, dass die

Pfaff'sche Gleichung (1) bei der Berührungstransformation invariant

bleibt.

Wenn wir, wie schon gelegentlich oben (S. 184), auch im Räume
von Linienelementen sprechen wollen, also wie S. 185 sagen, die

Pfaff'sche Gleichung ordne jedem Punkt des Raumes ein Büschel von

Linienelementen zai, so können wir uns auch so ausdrücken: Jede

Berührungstransformation der Ebene geht durch die Abbildung in eine

solche Punkttransformation des Baumes (x, y, p) über, u-elche alle Linie?i-

elemente der Pfaff'schen Gleichung (1) unter einander vertauscht. Um-
gekehrt: Jede Punkttransformation des Raumes (x,y,p), die alle Linien-

elemente der Pfaff'schen Gleichung (1) unter einander vertauscht, lässt

an sich die Gleichung (1) invariant und stellt also in der (.r7/)-Ebene

eine Berührunofstransformation dar.

Berührtrf. Im erstcu Abschnitt (§ 3 des 2. Kap., S. 46) sprachen wir davon,

Biffgi. 1. o. dass eine Berührungstransformation, die eine Differentialgleichung erster

Ordnung
F(x, y, p) =

in X, y in eine neue Gleichung

F,{x„y„p,) = ()

überführt, gleichzeitig die Integralgebilde der Gleichung F= in

die der Gleichung F^ = verwandelt. Dies können wir natürlich

auch durch Betrachtungen im Räume ableiten. Vielleicht wird diese

Entwickelung für den einen oder anderen Leser sogar anschaulicher

sein, wenn sie auch umständlicher ist: Eine Berührungstransformation

der Ebene liefert im Räume eine Punkttransformation, die jede Integral-

curve der Pfaff'schen Gleichung (1) in eine ebensolche überführt. Geht

nun bei einer solchen Punkttransformation die Fläche F(x, y, p) =
in die Fläche -^1(^1, ^^ i^i)

= über, so werden die auf der ersteren

Fläche gelegenen Integralcurven der Pfaff'schen Gleichung verwandelt

in die auf der letzteren Fläche gelegenen Integralcurven. Dies Er-

gebnis ist nichts anderes als die bildliche Auffassung des soeben an-

gegebenen Satzes über Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y.
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§ 2. Reduction Pfaff'scher Gleichungen und Ausdrücke auf

Normalformen.

Von jetzt ab wollen wir die rechtwinkligen Punktcoordinaten im

Räume wie gebräuchlich mit x, y, z bezeichnen.

Eine Gleichung von der Form

(4) X{x, y, z) dx + Y{x, y, 0) dy + Z{x, y, z) dz =
ist eine totale Differentialgleichung in x, y, z. Wir wollen sie eine |^^8^"V

Ffaff'sclie Gleichung nennen*). Sie ordnet jedem Punkt {x, y,
0) Gleichung.

allgemeiner Lage im Räume ein Büschel von oo^ Fortschreitungs-

richtungen (dx : dy : dz) zu, die in einer Ebene liegen, nämlich in

der Ebene:

X(E - x) + r(l) -y) + Z(^ - 0) =
mit den laufenden Coordinaten i, t), g. Wenn wir wie oben (S. 184)

auch im Räume den Begriff: Linienelement benutzen, so können wir

sagen: Die Pfaff'sche Gleichung (4) ordnet jedem Punkte (x, y, z)

des Raumes ein ebenes Büschel von Linienelementen zu. Eine Curve,

die in jedem ihrer Punkte eine der Fortschreitungsrichtungen oder

Linienelemente hat, die dem betreffenden Punkte zugeordnet sind,

heisst nach Monge eine Integralcurve der Differentialgleichung (4). Die

Integralcurven sind also die Curven, die in jedem ihrer Punkte die

Ebene, die dem Punkte zugeordnet ist, zur Tangentialebene haben,

anders ausgesprochen: Integralcurven einer Pfäff''sehen Gleichung heissen

alle Curven, deren Linienelemente diese Gleichung erfüllen. Fasst man
eine ganz beliebige Fläche ins Auge, so wird sie in jedem ihrer Punkte

von dem ebenen Büschel, das dem Punkte zugeordnet ist, im all-

gemeinen in einer Richtung geschnitten. Die Pfaff'sche Gleichung

ordnet also jedem Punkte der Fläche eine Fortschreitungsrichtung auf

der Fläche zu. Diese Fortschreitungsrichtungen definieren 00^ Curven

auf der Fläche, die in jedem ihrer Punkte die betreffende Richtung

als Tangentenrichtung besitzen. Auf jeder Fläche allgemeiner Lage

liegen also oo^ Integralcurven der Pfaff'sehen Gleichung (4).

Hieraus folgt, dass die Schar aller Integralcurven der Pfaff'sehen

Gleichung nicht nur von einer endlichen Anzahl von Parametern ab-

hängen kann, dass sie also nicht durch Gleichungen von der Form

y = (p(x, a^ . . . a,), z = ipix, a^^ . . . a,)

darstellbar sein kann, da sonst eine beliebige Fläche

*) Vgl. Pfaff s grundlegende Abhandlung: Methodus generalis, aequationes
(Vtfferentiarum partialium . . . complete i'ntegrandi., Abhandlungen d. Jierl. Academie
1814—15, S. 76.

liie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 13 [18. VI. 1895.]
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nicht einmal eine einzelne, geschweige denn c»^ Integralcurven ent-

halten würde.

Die endlichen Gleichungen der Schar aller Integralcurven ent-

halten vielmehr willkürliche Functionen.

Wenn z. B. die Pfaff'sche Gleichung (4) die besondere Form hat:

(px dx -\- cpy dy -\- cp. dz = 0,

in der also X, Y", Z gleich den partiellen Ableitungen einer Function

q){x, y, s) nach x, y, z sind, so ist die dem Punkte (x, y, z) zugeordnete

Ebene

9^x(s — a;) + 9^9 — 2/) + 95^(3 — ^) =
die Tangentenebene der durch den Punkt {x, y, z) hindurchgehenden

Fläche

Daraus folgt, dass jede beliebige Curve auf dieser Fläche eine Integral-

curve ist. In diesem Beispiel wird also

(p(x, y, z) = Const., f\){x, y, z) = Const.

stets eine Integi-alcurve darstellen, wie man auch die Function ^ ge-

wählt haben mag.

Liegt eine allgemeine Pfaif'sehe Gleichung vor:

(4) Xdx + Ydy + Zdz = 0,

Zwei Fälle. SO sind zwei Fülle denkbar:

Denkt man sich nämlich alle diejenigen Integralcurven der Pfaff-

schen Gleichung construiert, die durch einen bestimmt gewählten

Punkt p von allgemeiner Lage gehen, so erhält man unendlich viele

Integralcurven. Es ist nun möglich, dass alle diese unendlich vielen

Curven auf ein und derselben durch den Punkt {x, y, z) gehenden Fläche

gelegen sind, und dass dies stets eintritt, wie auch der Punkt ]) all-

gemeiner Lage gewählt werden mag. Es ist aber andererseits auch

möglich, dass die durch den Punkt p gehenden Integralcurven keine

derartige Lagerung haben, mit anderen Worten, dass sie keine Fläche,

sondern einen Raum erfüllen. Diese beiden Fälle sind, wie einleuchtet,

die beiden einzig denkbaren.

Wir wollen zunächst annehmen, dass der erste Fall eintrete, dass

also die durch einen beliebig gewählten Punkt p allgemeiner Lage

gehenden Integralcurven stets eine gewisse Fläche erfüllen. Alsdann

ist jedem Punkte p von allgemeiner Lage eine durch ihn gehende

Fläche zugeordnet. Wenn wir in dieser Fläche einen hdiehiyen Punkt q



§ 2. Reduction Pfaff'scher Gleichungen und Ausdrücke auf Normalformen. 195

ins Auge fassen, so sehen wir, dass durch ihn unendlich viele Integral-

curven gehen, die von p auslaufen. Wäre dies nicht der Fall, so

würde die Zahl der von p ausgehenden Integralcurven nur von einer

endlichen Anzahl von Parametern abhängen, was dem früher Gesagten

widerspricht. Nun aber ist nach Voraussetzung auch dem Punkte q

eine durch ihn gehende Fläche derart zugeordnet, dass alle von q aus-

gehenden Integralcurven auf dieser Fläche verlaufen. Also erhellt, dass

die dem Punkte q zugeordnete Fläche identisch mit der Fläche ist, die

dem Punkte p zugeordnet ist. Je oo^ Punkten des Raumes ist somit

dieselbe Fläche, eben die von ihnen gebildete Fläche, zugeordnet. Der

ganze Raum zerfällt folglich in eine Schar von oo^ Flächen

(p(x,y, s) = Con^i.

dergestalt, dass alle durch einen Punkt des Raumes laufenden Integral-

curven der Pfaff 'sehen Gleichung (4) auf der Fläche (p = Const. ver-

laufen, die durch den betreffenden Punkt hindurch geht. Anders aus-

gedrückt: Jede Integralcurve der Pfaff'sehen Gleichung (4) verläuft

vollständig auf einer der Flächen:

q){x,y, z) = Const.

In diesem Falle wird mithin das einem Punkte {x,y, z) vermöge der

Pfaff'schen Gleichung (4) zugeordnete Büschel von Fortschreitungs-

richtungen {x, y, z) vollständig in der durch den Punkt gehenden

Fläche (p = Const. liegen, d. h. die Differentiale dx, dy, dz, die der

Gleichung (4) genügen, erfüllen auch die Gleichung

dq) ~z^ (fxdx -{- (py dy -f- (pzdz = 0.

Daher haben wir erkannt:

Unsere frühere Teilung in zwei Fälle kommt analytisch auf die

beiden Fälle zurück, dass entweder die Pfaff'sche Gleichung (4) auf

die Form
d(p =

reduciert werden kann oder aber nicht.

Ist die Pfaff'sche Gleichung (4) auf die Form Reduction
auf die

fZnp = ^o™^ d(p= ^.

reducibel, so kann dies vorerst so eintreten, dass ihre linke Seite

direct gleich d(p, also dass

Xdx + Ydy + Zdz

ein vollständiges Differential ist. Dazu ist bekanntlich notwendig und

hinreichend, dass die drei Relationen

13*
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(5) Y, — Z,j = 0, Z, - X = 0, X, - r. =
identisch bestehen.

Aber allgemein ist die Pfaff'sche Gleichung (4), die wie cZg? =
linear und homogen in dx, dy, dz ist, dann und nur dann reducibel

auf die Form dcp = 0, wenn ihre linke Seite sich nur um einen von

X, y, z abhängigen Factor ^{x, y, z) von d(p unterscheidet. Wir fragen

daher nach den notwendigen und hinreichenden Kriterien dafür, dass

zwei Functionen (p{x,y,z) und C>(x,y,z) vorhanden sind, für die

identisch

Xdx + Ydy + Zdz = ^d(p
wird.

Diese Frage erledigen wir nach einander auf zwei Wegen. Der

erste Weg ist elementarer, während der zweite, der sich auf die Theorie

der vollständigen Systeme stützt, kürzer ist. Es bleibt dem Leser

überlassen, welchen Weg er vorziehen will.

Um den ersten, elementareren Weg einzuschlagen, gehen wir

davon aus, dass es stets eine Function q giebt, für die Q(Xdx-{- Ydy)

das vollständige Differential einer Function Sl von x, y ist. Da X, Y
noch z enthalten, so werden auch q und £1 noch z enthalten. Es giebt

also zwei Functionen Q(x,y,z) und ^(x,y,z), für die

(6) Q {Xdx + Ydy) iL- ß. dx + i>, dy

ist. Also ist, wenn QZdz beiderseits addiert wird:

Q{Xdx + Ydy + Zdz) = d£i-\-{QZ— ^,) dz.

Unsere Frage kommt folglich darauf hinaus, zu fragen, welches die

notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür sind, dass es zwei

Functionen (p{x,y,z), ^(x,y,z) gebe, für die

d^ -\- {qZ— Sl,) dz = Q 0d(p

wird. Links steht eine in den Differentialen dSl und dz lineare

homogene Function. Zum Bestehen einer Identität von vorstehender

Form ist mithin notwendig und hinreichend, dass sich links der Coeffi-

eient qZ— Sl^ als Function von Sl und z allein ausdrücken lässt, dass also

qZ—£1, = g){SI, z)

ist. Die drei Functionen ß, z und qZ— Sl^ müssen also von ein-

ander abhängig sein, d. h. es muss ihre Functionaldeterminante hin-

sichtlich X, y, z identisch verschwinden. Die notwendige und hin-

reichende Bedingung ist also diese:

1
Sl^ £iy il,

1 =0
(qZ— i^,), {qZ — si,), {qZ— ß.).
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oder, da nach (6) ^x^^ qX, fly ^e qY ist, während q nicht identisch

Null ist:

^ ^
!
= o

oder, ausgerechnet:

^'^ ' Z. Z.
+ z

|X Y X = 0.

Da die linke Seite von (6) ein vollständiges Differential hinsichtlich

X, y ist, so ist:

djgX) ^HqY)
dy dx '

also

X Y
QiY.-X,).

Wenn wir femer in (7) für Sl^ und Sly die aus (6) folgenden Werte

qX und () F einsetzen, so folgt als notwendige und hinreichende Be-

dingung diese:

oder schliesslich diese:

(8) X(Y, - Z,) + Y{Zx - X,) + Z{X, - Yx) = 0.

Nunmehr leiten wir dasselbe Kriterium auf dem zweiten Wege ab: Es Andere

handelt sich um das notwendige und hinreichende Kriterium dafür, dass eine desseibelQ

Function qp(a;, j/, z) existiere, für die identisch Ergebnisses.

ist. Es müsste also cp eine gemeinsame Lösung f der beiden linearen partiellen

DiflFerentialgleichungen in x, y, z sein:

(9)

Uf

Vf

df

df

df

ex

Sie haben nach der Theorie der vollständigen Systeme dann und nur dann eine

gemeinsame Lösung, wenn sie ein vollständiges System bilden, d. h. wenn sie

die Gleichung

U{Vf)- V{Uf)^0
nach sich ziehen. Diese lautet ausgerechnet (vgl. hierzu § 5 des 4. Kap.,
S. 123):
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Diese Gleichung sollte also eine Folge dci* beiden Gleichungen (9) sein. Aber

setzen wir hierin die aus (9) folgenden Werte von J und L ein, so ergiebt

rif
sich eine Gleichung, die nur ^— als Factor enthält, der mit einem Coefficienten

behaftet ist. Dieser Coefficient müsste also identisch Null sein. Er ist aber

gerade die linke Seite der Gleichung (8). Wir kommen also auch hier zu' dem
notwendigen und hinreichenden Kriterium (8).

Hiermit ist bewiesen:

Satz 1: Die Ffäff'sehe Gleiehiing

Xdx + Ydy + Zds = 0,

in der X, Y, Z Functionen von x, y, z bedeuten, lässt sich dann und

nur dann auf die Form hringcn

d(p{x,y,z) = 0,

wetm die Identität bestellt:

X(Y. - Z,) + Y{Z, - X.) + Z{X, - r.) = 0.

Bisher haben wir die Gleichung (4) ins Auge gefasst. Wir wollen uns aber

jetzt auf einen höheren Standpunkt stellen und den Ausdruck

Xdx-\- Ydy + Zdz

Pfaff'acher betrachten. Wir nennen ihn einen allgemeinen Pfaff^scJien Ausdruck. Wir werden
Ausdruck, zeigen, dass jeder solche Ausdruck auf gewisse Normalformen gebracht werden

kann *).

Der Soeben haben wir schon erkannt, dass der Pfaff'sche Ausdruck dann und
Ausdruck ,

x' j • ti
(Itaw. iiur dann aui die i^orm

^(x,y,z)dtp{x,y,z)

gebracht werden kann, wenn die Identität (8) besteht. Die Function cp bestimmt

sich dann aus dem vollständigen System (9), und es ist ferner

^ ^ Y Z
^x fi/ ^:

Man sieht, dass dann cp auch der partiellen Differentialgleichung für f:

genügt, da ihre linke Seite für f=cp infolge von (9) und (8) identisch Null wird.

Insbesondere ist der Pfatt"'sche Ausdruck ein vollständiges Differential cZqp,

wenn die obigen Bedingungen (5) identisch erfüllt sind. Sobald diese Bedingungen

(5) nicht erfüllt sind, aber die Bedingung (8) identisch erfüllt ist, d. h. sobald

der Pfaff'sehe Ausdruck auf die Form ^dcp, nicht aber auf die Form dcp gebracht

werden kann, ist die Function $ unabhängig von qp, denn wenn $ '«(qp) wäre,

so würde ^dcp --- (o'{(p)dq) doch wieder ein vollständiges Differential sein, was
wir aber ausgeschlossen haben.

*) Die folgende Betrachtung ist für das Verständnis der späteren Ent-
wickelungen zunächst nicht nötig, wenn auch nützlich. Wir haben sie daher in

kleinerem Druck gegeben, um hervorzuheben, dass sie vorläufig überschlagen
werden kann.
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Nunmehr wollen wir von diesen besonderen Fällen absehen, also annehmen,

dass die Bedingung (8) nicht identisch erfüllt sei. Es soll also sein:

(10) X(Y, - Z^) + Y{Z^ - X,) + Z(X^ - Y,) t 0.
Allge^^einer

Wir behaupten, dass es alsdann stets drei von einander unabhängige Functionen

qj, ip, ^ von x,y,z giebt derart, dass identisch:

(11) Xdx + Ycly + Zdz = (Z^ + ^dcp Ausdruck:

wird, dass sich also der Pfaff'sche Ausdruck im Allgemeinen auf die Form'*'^"'^
'^^'

drp -j- ^dq) bringen lässt.

Von vornherein ist dies deshalb w^ahrschcinlich , weil der neue Ausdruck

dip -\- ^dtp ebenso wie der vorgelegte Pfaff'sche Ausdruck drei Functionen ent-

hält, sodass zu vermuten ist, dass man durch passende Wahl von qp, i/;, $ die

Bedingung (11) erfüllen kann.

Um dies nun wirklich zu beweisen, zerlegen wir die Forderung (11) in die

drei einzelnen:

Y=xpy + ^cp^,

Z = ip^ -\- ^cp^ .

Bestehen diese drei Gleichungen identisch, so ist offenbar auch:

i
Y, " ^„ — ^, q>„ — *„ (p, ,

(13)

^..= ^'Px- ^xfy

Wenn es umgekehrt zwei Functionen cp und $ giebt, die den letzteren drei

Relationen (13) identisch genügen, so giebt es auch immer eine dritte Function

1^, sodass die Gleichungen (12) und also auch die ihnen äquivalente Gleichung (11),

identisch erfüllt werden, denn die Gleichungen (12) bestimmen die ersten partiellen

Differentialquotienten von ip und bestimmen daher ^ selbst, sobald die Integra-

bilitätsbedingungen

!^ _ f^ = i"^ _ ^"^ = ^ _ ^-^ ==
dz dy ' dx dz ' cy ex

erfüllt sind. Diese Integrabilitätsbedingungen sind aber wegen der aus (12)

folgenden Werte von ip^, t/> , ip, gerade die Relationen (13).

Es hat sich somit ergeben, dass nur bewiesen zu werden braucht, dass es Bedingg.

stets zwei Functionen cp und $ von x, y, z giebt derart, dass die drei Relationen Reduction

(13) identisch erfüllt werden. Diesen Nachweis werden wir nunmehr führen. auf diese

Multiplicieren wir die Gleichungen (13) bez. mit qp^, qp ,
qo. und addieren

sie, so kommt:

(14) (r, - Z^) g), + (Z^ - X) 9, + {X, - Y,) g,, = 0.

Multiplicieren wir sie der Reihe nach mit $^, $ , $., so giebt ihre Addition:

(15) ( y. - ^,) ^. + i^x - X.) ^,j + (^\ - ^x) ^. = 0-

Es werden also die gesuchten Functionen qp, $ Lösungen f der linearen partiellen

Differentialgleichung sein:

(1® i^- - ^.) % + (^« - ^-) Vy + (^. - ^«) Ä = "•

deren linke Seite wir schon oben mit Af bezeichneten. Wegen der Voraus-

setzung (10) sind die Coefficienten dieser Differentialgleichung nicht einzeln Null.



200 Kap. 6. Die rfaff'Hclaen Gloichungen und die Nullsysteme.

Diese partielle Differentialgleichung (16) schreiben wir nun zur Abkürzung so:

(16') ^/-- « f^ + ß l^ + y |/ = 0,dx '
'^ dy ' dz '

indem wir also die Bezeichnungen einführen:

(17) Y^-Z^a, Z^-X^ = ß, X^-r, = y.

Die Coefficienten a, ß, y besitzen hiemach die Eigenschaft, dass

(18) «. + ^,/ + n --«

/^''d^'^^k
ist, aber a, ß, y nicht alle drei verschwinden. Wir behaupten nun, dass es unter

derBedingg.il^en Lösungen einer solchen partiellen Diiferentialgleichung (16'), welche die Be-
clmgiing (18) erfüllt, stets zwei solche von einander unabhängige qp, <P giebt,

dass identisch

I
$. qp — *„ «jP- = <^)

(19) \^x'P.-^zVx = ß^

wird. Wäre dies bewiesen, so wäre sicher, dass es zwei Functionen qp, $ giebt,

die den früheren Bedingungsgleichungen (13) genügen *).

Nachweis, Um unsere soeben ausgesprochene Behauptung zu beweisen, verstehen wir

Bedingg. unter u, V irgend zwei von einander unabhängige Lösungen der partiellen
erfüllt ist. Differentialgleichung Af = 0, sodass
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Es ist daher auch
Aco EE 0.

Nun aber besitzt die Gleichung Af ^ in den drei Veränderlichen x, y, z nur

zwei von einander unabhängige Lösungen. Jede andere, so auch eo, ist daher

eine Function von u, v allein. Also nehmen die Gleichungen (20) die Form an:

V.U — V u^ aSl(;ii,v),

V^U, — '^j^a; — ßß(w, V),

v,jU^ — v^u^j -^^ yß(M, v),

in der ß $ ist.

Hieraus lässt sich nun ohne Mühe schliessen, dass es möglich ist, zwei solche

von einander unabhängige Functionen 9)(w, v) und #(tt, v) zu finden, die den

Bedingungen (19) genügen. Wir brauchen zu dem Zwecke qp und $ nur so zu

wählen, dass

(*.?'« — ^«n) '^("''^) --

1

wird. Mit diesem Ergebnis ist der gewünschte Nachweis beendet.

Hiermit steht also fest, dass es zwei von einander unabhängige Functionen

qp, $ giebt, welche die Gleichungen (13) identisch erfüllen. Wie schon gesagt

wurde, lässt sich infolgedessen eine Function t/) bestimmen, die den Bedingungen

(12) genügt.

Schliesslich zeigen wir, dass i/) von qp und $ unabhängig ist. Da qp, $
zwei von einander unabhängige Lösungen der Differentialgleichung J./" = ü sind,

so kann die allgemeinste von qp und cP abhängige Function definiert werden als

Lösung der Differentialgleichung J./' = 0. Es genügt also, zu zeigen, dass

u4.i/) % ist. Bilden wir J.i/;, indem wir aus (12) die Werte von i/;^, i/) , i/», ent-

nehmen, so kommt

A^ :-
-: x(r^ - z^) + r(i^, - X,) + z(x^ - r,) - $.iqp.

Das letzte Glied J.qp ist Null, das andere aber nach (10) nicht. Also ist wirklich

A^%().
Hiermit ist bewiesen:

Theorem 6: Der Ausdruck Theorem
über

Xdx -\- Ydy -\- ZdZ^ Pfaff'sche

in dem X, Y, Z Functionen von x, y, z bedeuten, ist ein vollständiges

Differential dcp dann und nur dann, wenn

r, - z,, 0, z, — X, 0, X - r^ ~
ist. Sind diese Bedingungen nicht sämtlich erfüllt, so ist der Aus-
druck dann und nur dann auf die Form ^dcp zu bringen, in der $ eine
von cp unabhängige Function ist, loenn

x(r, - z^) -f Y{z^ - X) + z(x^ - r,) ^
ist. Ist auch diese Bedingung nicht erfüllt, so lässt sich der Aus-
druck auf die Form

dip -\- ^dcp

bringen, in der qp, rp, * drei von einander unabhängige Functionen
bedeuten.

Im ersten Fall findet man qp durch die Quadratur: Die zur
Roduct,

/{Xdx + Ydy + Zdz). operSOperationen.
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Im ziceiten Fall ist cp Lösung des vollständigen Systems

0.xlf-
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Endlich tp ergiebt sich durch Quadratur, da ja nach (12):

tp

=f{
(X - $9^) clx + (r- $qpy) äy 4- (^- *?>.) dz}

ist.

Satz 2: Ist der Pfaff'sehe ÄusdrucJc

Xdx + Ydy + Z(Z2

a«/" die Normalform
d^ -\- ^dq)

reducibcl, so findet man qp als eine beliebige particiilare Lösung einer homogenen

linearen jjartiellen Differentialgleichung mit den drei unabhängigen Veränderlichen

X, ij, z, darauf * durch eine Quadratur und schliesslich tp durch eine neue

Quadratur.

Ist der Pfatf'schc Ausdruck auf die Normalform dip -f- ^dcp reducibel, so Einführung

können wir die Functionen cp, — *, i/» als neue Veränderliche x, y, z benutzen,
.'^®"®Y^h''

sodass er die Form dz — ydx erhält. Ebenso können wir ihn in den anderen

Fällen dcp, ^d(p auf die Form dx bez. ydx bringen. Dies liefert also den

Satz 3: Durch Einführung passender neuer Veränderlicher lässt sich jeder

Ffäff'sehe Ausdruck in drei Veränderlichen auf eine der drei Formen bringen

dx, ydx, dz — ydx,

und diese drei Formen können nicht in einander übergeführt werden.

Insbesondere folgt hieraus für die Pfaff'schen Gleichungen der

Satz 4: Jede Pfaffsehe Gleichung

Xdx + Ydy + Zdz =
lässt sich durch Einführung passender neuer Veränderlicher x, y, z auf eine der

beiden Formen bringen:

dx == 0, dz — ydx = 0.

Diese beiden Formen können nicht in einander übergeführt tverden.

Wir kehren jetzt zu der zu Anfang dieses Paragraphen gegebenen

geometrischen Deutung der Pfaff-

scJien Gleichung/

(22) Xdx + Ydy + Zdz =
im Räume mit den rechtwinkligen

Coordinaten x, y, 2 zurück.

Nehmen wir an, es seien uns

oo'^ Integralcurven der Pfaff'schen

Gleichung bekannt. Wie wir schon

wissen, liegen auf jeder allgemein

gewählten Fläche <x>^ Integral-

curven, Wir greifen nun um-

gekehrt aus den bekannten oo^

Integralcurven eine Schar von oc^

Curven c heraus und betrachten die von ihnen gebildete Fläche. (Siehe

Fig. 45.) Da die Pfaff'sche Gleichung jedem Punkt, also insbesondere

Fig. 45.
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jedem Punkte dieser Fläche, ein ebenes Büschel von oo^ Fortschreitungs-

richtimgen zuordnet, so wird sich dies Büschel, wenn der Punkt

eine Integralcurve auf der Fläche durchläuft, drehen und es wird ein-

mal der Fall eintreten, dass die Ebene des Büschels die Tangenten-

ebene der Fläche wird. So wird im Allgemeinen auf jeder der oc^

Integralcurven c der Fläche ein Punkt existieren, dessen Büschel die

Fläche berührt. Es ist dann geometrisch selbstverständlich, dass der

Ort Tv dieser oo^ Punkte auch eine Integralcurve sein wird.

Wir wollen nun diese Andeutungen analytisch durchführen:

Die <x>^ gegebenen Integralcurven werden durch zwei Gleichungen

in X, y, z dargestellt sein, die zwei Parameter a, h enthalten, nach

denen wir sie auflösen wollen. Es seien also

(23) u{x, y, z) == a, ü{x, y, z) = h

die Gleichungen der bekannten cv)^ Integralcurven. Durch den beliebig

gewählten Punkt (x, y, d) des Raumes geht eine Integralcurve der

Schar. Ihre Tangentialrichtung {dx : dy : dz) wird bestimmt durch

die beiden Gleichungen

du '^:^ Uxdx -\- u,jdy -\- u,dz = 0,

dv ~:^ Vx dx + '^V
dy -f- y^ dz = 0.

Da diese Richtung auch der Pfaff'schen Gleichung

Xdx + Ydy + Zdz =
genügen muss, so muss letztere eine Folge der beiden vorhergehenden

Gleichungen sein, und zwar für jedes Wertsystem x, y, z. Es muss

daher zwei Functionen u und ß von x, y, z geben derart, dass

(24) X dx + Ydy + Zdz -~ a du + ß dv

wird.

Greifen wir nun aus der Schar (23) (x>^ Integralcurven c heraus.

Dies geschieht, indem wir zwischen den beiden Parametern a, h eine

Relation herstellen:

h = co{a).

Dann wird die Fläche der ausgewählten oo^ Integralcurven dargestellt

durch die Gleichung:

(25) V — CO (u) = 0.

Wir suchen nun jeden Punkt (x, y, z) dieser Fläche, dessen Tangenten-

ebene mit der Ebene zusammenfällt, die dem Punkte vermöge der

Pfaff'schen Gleichung (22) zugeordnet ist. Wir erhalten diese Punkte,

indem wir die Gleichung (22) vergleichen mit ^er Relation, welche
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die Fortschreitungsrichtungen {dx : dy : dz) auf der Fläche (25) definiert,

also mit dieser:

(vx — (o'u^ dx + {vy — G)'uy) dy -(- (vs — m'u,) dz = 0.

Als die Bedingungen für die gesuchten Punkte ergeben sich daher

folgende:

X Y Z

oder, wenn wir eine Hülfsgrösse q einführen:

X= q(;Vx — (o'u^),

Nach (24) ist aber:

Y= q(V,, — (O'Uy),

Z = q(V: 03 'Mj).

XEE^aUx-\- ßv^,

Y:^ aUy -f- ß'Vy,

Z EE aii^ -(- ßvz.

Also lassen sich unsere Forderungen auch so ausdrücken:

{a + QGi') Ux-\- (ß — q) v^ = 0,

{a + QG)') Uy -\-{ß — Q) Vy = 0,

{a-\-Qa')u, + (/3 — p)t-, =0.

Diese drei Gleichungen lassen sich nun dadurch erfüllen, dass man die

beiden Gleichungen ansetzt:

« = — Q^', ß=- Q

oder, nach Elimination der Hülfsgrösse q, nur die eine Gleichung:

a -\- ßa =0.

Diese Gleichung zusammen mit der Gleichung unserer Fläche

V — «(w) =
stellt analytisch eine Curve dar, wenn sie überhaupt mit einander

vereinbar sind. Nun aber lässt sich die oben willkürlich ausgewählte

Function ca(?*) immer so annehmen, dass die beiden letzten Gleichungen

wirklich eine Curve darstellen. Diese Curve ist alsdann eine Integral-

curve, da ihre Fortschreitungsrichtung in jedem Punkte als Tangenten-

richtung der Fläche in dem Büschel liegt, das dem Punkte durch die

Pfatf'sche Gleichung (22) zugeordnet wird.

Die beiden Gleichungen:

V — (o(w) = 0, a -f ßa'iti) =
stellen also unendlich viele Integralcurven vor, da sie eine willkürliche
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Function co enthalten, was ja bei den ursprünglich als bekannt voraus-

gesetzten oo^ Integralcurven (23) nicht der* Fall war.

Hiermit haben wir den folgenden Satz erhalten, der von Pfäff

herrührt:

Satz 5: Kennt man oo^ Integralcurven

u(x, y, z) = Const., v(x,y,z) = Const.

der Pfäff'sehen Gleichung

Xdx-{- Ydy-\- Zd2 = 0,

anders ausgesprochen: besteht identisch eine Gleichung von der Form:

Xdx -\- Ydy -\- Zdz == a(x, y, z) du -f- ß{x, y, z) dv,

so findet man heliehig viele Integralcurven der Pfaff'schen Gleichung in

der Form:
V — g}(m) = 0, cc -{- ß(o'(u) = 0.

Hierin bedeutet o eine willkürliche Function von m*).

§ 3. Nullsysteme.

In den verschiedenen Gebieten der reinen und angewandten Mathe-

matik haben specielle Pfaff'sche Gleichungen eine Rolle gespielt, wenn

dies auch selten explicite hervortrat. Insbesondere gilt dies auch

von der Kinematik, und auf die hier auftretende Pfaff'sche Gleichung

wollen wir jetzt eingehen.

Inf. Be- -yy-jj. gehen dabei aus von einer infinitesimalen Beivequnq des Baumes
Räume.

(^ ^ y^ ^^ Unter einer infinitesimalen Bewegung ist eine solche infini-

tesimale Transformation des Raumes

(26) 8x = i{x,y,z)dt, 8y = ri{x,y, z) öt, dz = l{x,y, z) 8t

zu verstehen, die jede Strecke in eine Strecke von gleicher Länge

überführt. Sie kann also analytisch definiert werden als eine solche

infinitesimale Transformation, die das Quadrat des Bogenelementes

dx" + dy^ + dz'

invariant lässt, für die daher

8{dx^ -h dy'' + dz^) =
oder also

dxd8x -f dyd8y + dzd8z =
ist. Hierbei machen wir, wie schon gelegentlich früher, davon Gebrauch,

*) Die Entwickelungen dieses Paragraphen, die, abgesehen von der geo-

meti'ischen Form, von Pfäff und Jacobi herrühren, finden, wie Clebsch zeigte,

in V. Helmholtz' Wirbeltheorie eine schöne Illustration und Verwertung. (Siehe

Crelle's Journal .55. Bd. (1858) S. 25 sowie 5G. Bd. (1859) S. 1.)

i
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dass das Differentiationszeichen d und das Variationszeichen d in ihrer

Aufeinanderfolge vertauscht werden können.

Nach {2&) ist nun unsere Forderung für die infinitesimale Be-

wegung folgende:

dxdi,-{- dydri-^ d^dt, = (}.

Da I, ')}, i, Functionen von x, y, z sind^ ist die linke Seite dieser

Grleichung in dx, dy, dz homogen vom zweiten Grade und liefert also

die sechs Bedingungen:

(27) ^. + e. = e. + I. = I. + ^. = 0.

Nach den drei ersten Gleichungen ist | frei von x, i] frei von y,

t, frei von z. Wenn wir also die letzte Gleichung (27) nochmals

partiell nach y differenzieren , so ergiebt sich sofort, dass

d. h. I in ^ linear ist. Ebenso folgt, dass alle drei Grössen |, ->;, ^

linear in den Veränderlichen sind, die sie enthalten. Wegen der drei

Gleichungen (27) finden wir also für ^, r], ^ die Werte:

^ = Bz— Cy-j- D, y] = Cx—Az-^E, l = Ay — Bx-^G.

Hierbei bedeuten A^ B, C, D, E, G beliebige Constanten.

Die allgemeinste infinitesimale Bewegung des Raumes (x, y, z)

wird mithin gegeben durch die Formeln:

\dx=(Bz — Cy-{-D)öt,

(28) dy = {Cx — Az + E) dt,

\dz ==lAy—Bx-{- G)dt.

Wenn wir insbesondere ^ =|= 0, aber alle anderen Constanten gleich

Null wählen, so liegt die infinitesimale Bewegung vor:

öx = 0, dy= — Azdt, dz = Aydt,

bei der offenbar jeder Punkt der a;-Axe in Ruhe bleibt. Diese Be-

wegung ist also eine infinitesimale Rotation um die .-r-Axe. Wenn wir

B^O oder C=}= 0, aber alle anderen Constanten gleich Null setzen,

so ergeben sich infinitesimale Rotationen um die y- bez. z-Axe. Wenn
wir eine der drei Constanten JD, E, (x =)= 0? aber alle anderen gleich

Null wählen, so geht augenscheinlich eine infinitesimale Translation

längs einer der drei Axen hervor.

Da nun die Incremente (28) linear aus denen zusammengesetzt

sind, die sich bei Ausführung dieser einzelnen Bewegungen ergeben,

so folgt der bekannte Satz der Kinematik, dass sich jede infinitesimale
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inf Tri. und
Kotat. Cowdinatenaxen und passende infinitesimale Translationen längs der

Coordinatenaxen *).

Bestimmg. Betrachten wir die oo^ Ebenen:
d. iiiv.

Geraden.
(^29) Ax-\-By+Cz = Const.

Da die linke Seite dieser Gleichung vermöge der infinitesimalen Be-

wegung (28) ein constantes Increment erfährt, so folgt, dass jede

Ebene (29) bei der infinitesimalen Bewegung (28) parallel mit sich

verschoben wird. Fragen wir nun nach den Punkten (x, y, z) des

Raumes, die sich senkrecht zu diesen Ebenen bewegen, so haben wir

zu fordern, dass dx, dy, 8z proportional A, B, C werden. Dies liefert

drei Bedingungen:

iBz — Cy -\- D = qA,

(30) \cx —Az -i-E = qB,

\Ay — Bx-^G = QC.

Multiplicieren wir sie der Reihe nach mit A, B, C und addieren, so

ergiebt sich zur Bestimmung des Factors q die Gleichung:

AD-\-BE-{-CG = q{A' + -B' + 0^).

Sobald also A^ -\- B^ -\- C^ =^ ist, kann man die Constante q

so wählen, dass sich die drei in x, y, z linearen Gleichungen (30) auf

nur zwei reducieren, also eine Gerade im Räume darstellen. Diese

Gerade steht auf der Ebene (29) senkrecht, da die Incremente dx, dy, dz

längs der Geraden (30) die Bedingungen erfüllen:

Bdz—Cdy=0, Cdx — Adz = 0, Ady — Bdx = 0.

Sobald also

ist, giebt es eine Gerade (30), die bei der infinitesimalen Bewegung

(28) in sich verschoben wird, und zwar ist diese Geradfe keine solche,

die nach dem imaginären unendlich fernen Kugelkreis geht, also keine

Minimalgerade.

Dass nicht mehrere mit der gefundenen parallele Geraden invariant bleiben,

zeigen unsere Entwickelungen. Es ist aber denkbar, dass Geraden von anderer

Richtung in Ruhe bleiben. Wäre eine solche keine Minimalgerade, so blieben

zwei unendlich ferne Punkte invariant, die nicht auf dem imaginären Kugelkreis

*) Der Satz, dass jede Bewegung durch Rotation und Translation ersetzt

werden kann, rührt von Euler (1775) und d'Alembert (1780) her. Dass sie

durch eine Schraubung ersetzbar ist, zeigte Mozzi (Discorso matematico sopra

ü rotamento momentaneo deicorpi, 1763). Wir eitleren dies nach Schell, Theorie

der Bewegung und der Kräfte, 2. Aull., 1. Bd., Leipzig 1879, S. 311.

I
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liegen. Daraus würde folgen, dass alle unendlich fernen Punkte in Ruhe blieben.

Dann aber läge eine Translation vor, was durch die Annahme:

ausgeschlossen ist. Es giebt also nur eine invariante Gerade, die keine Minimal-

gerade ist.

Ist, wie wir jetzt voraussetzen wollen,

^2 + 52 + 0^ 4= 0,

so giebt es, wie wir sahen, eine Gerade, die bei der infinitesimalen Be-

wegung (28) invariant bleibt und keine Minimalgerade ist. Ihre

Gleichungen sind die obigen Gleichungen (30). Da nun wegen der

vorausgesetzten Ungleichung die drei Constanten Ä, JB, C nicht sämtlich

gleich Null sein können, so sehen wir, dass diese invariante Gerade

sicher im Endlichen gelegen ist. Die invariante Gerade können wir

nun in einem neuen Coordinatensystem als ^-Axe benutzen und die

X- und y-Axe als zu ihr senkrechte Geraden wählen. Nach wie vor

ist (28) der Ausdruck einer allgemeinen infinitesimalen Bewegung.

Aber jetzt soll dx = dy = sein für x = y = 0, d. h. es soll

A==B = D = E=^0 sein, sodass die infinitesimale Bewegung die

folgende einfache analytische Form annimmt:

(31) dx = — ydt, Öy = x8t, 8s = h8t

Hierbei haben wir Cdt als neues dt eingeführt und das alte Gdt
nunmehr mit lidt bezeichnet.

Diese Gleichungen aber stellen eine infinitesimale Schraubung um infinit.

die ^-Axe dar, denn die beiden ersten Gleichungen geben eine infini- um die

tesimale Rotation um die ,0-Axe, während die letzte eine infinitesimale

Translation längs der 0-Axe bezeichnet. Also sind wir zu dem aus

der Kinematik bekannten Ergebnis gelangt, dass eine infinitesimale Be-

ivegung im Allgemeinen eine Schraubung ist. (Vgl. Fussnote S. 208.) Bei

der Schraubung (31) dreht sich jede Gerade, welche die ^-Axe senk-

recht trifi't, um den Winkel 8 t und hebt sich um die Strecke h8t.

Es ist daher li das Mass der Steighöhe dieser infinitesimalen Schrauben-

bewesninsf.

Wir könnten nun sogleich an eine beliebige infinitesimale Be-

wegung (28) anknüpfen. Für die Verständlichkeit ist es aber besser,

zuerst eine solche Bewegung zu betrachten, mit der sich eine ganz

bestimmte Anschauung verbindet. Daher wollen wir zunächst mit

der infinitesimalen Schraubung (31) eine Pfalf'sche Gleichung in Ver-

Lie, Geometrie der Berührungstrangformationen I. 14 [16. VII. 1895.]
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Linienelem.
senkrecht

zvir

Schraubung

bindung setzen. Vermöge der infinitesimalen Schraubung (31) wird

jedem Punkte (x, y, 0) eine Fortschreitungsrichtung (ßx : dy : 60) zu-

geordnet. Nun gehen durch jeden Punkt

(x, y, z) des Raumes oo^ Linienelemente

(x, y, z, dx : dy : dz). Man kann ins-

besondere diejenigen Linienelemente des

Raumes betrachten, die senkrecht stehen

auf der Fortschreitungsrichtung^ die ihre

Punkte hei der Schraubung erfahren. (Zur

Veranschaulichung diene Fig. 46.) Sie

werden bestimmt durch die Gleichung:

dx dx -\- dy dy -f- ^^ • (^^ = ^

Setzen wir hierin die Werte (31) ein, so

kommt:

(32) xdy — ydx + kdz = 0,

und dies ist eine Pfaff'sehe Gleichung.

Im ganzen giebt es im Räume oo-'

Linienelemente (x, y , z, dx : dy : dz).

Darunter sind also oo* enthalten, die der

PfafF'schen Gleichung (32) genügen.

Diese Pfaff'sche Gleichung (32) hat

nun viele merkwürdige Eigenschaften, die

schon vielfach untersucht worden sind.

Einige dieser Eigenschaften wollen wir

ableiten.

Zunächst behaupten wir, dass unter den

Integralcurven der Pfaff'schen Gleichung

(32) gerade oo^ Geraden, also Integral-

geraden, enthalten sind. In der That, allgemein stellen die Gleichungen

(33) x = rz -\- Q, y -= sz -\- 6

eine Gerade im Räume dar. Längs dieser Geraden ist

dx == rdz, dy = sdz.

Setzen wir die Werte (33) und diese letzteren Werte in (32) ein, so

kommt eine Gleichung zwischen den Parametern r, q, s, 6 allein,

nämlich:

(34) sQ — r6-irk = 0.



§ 3. Nullsysteme. 211

Im ganzen Baume gieht es oc^ Geraden und es sind r, q, s, 6

ihre wesentlichen Bestimmungsstücke. Durch die Gleichung (34) werden

also gerade <x^ Geraden bestimmt, die Integralgeraden der Pfaff'sehen

Gleichung (32) sind. Hiermit haben wir den in der Kinematik wohl-

bekannten Satz bewiesen:

Satz 6 : Bei jeder infinitesimalen Schraubung gieht es oo^ Geraden,

deren PunMe sich sämtlich nach Bichtungen senlirecht m der betreffenden

Geraden bewegen.

Durch jeden Punkt (x, y, z) des Raumes gehen oo^ dieser Geraden.

Denn wählen wir x,y,z bestimmt, so werden durch die drei Gleichungen

(33) und (34) drei der vier Bestimmungsstücke r, q, s, 6 der Geraden

als Functionen des letzten ausgedrückt. Diese oo^ Geraden durch

einen Punkt {x,y, z) haben in diesem Punkte sämtlich Fortschreitungs-

richtungen (dx : dy : dz), die der Gleichung (32) genügen, d. h. sie

stehen senkrecht auf der Fortschreitungsrichtung, die dem Punkte

durch die Schraubung erteilt wird. Sie bilden daher ein ebenes

Büschel.

Wir kennen somit eine Schar von oo^ Geraden im Baume, die so

beschaffen ist, dass durch jeden Punkt des Baumes oo^ Geraden der

Schar hindurchgehen, die ein Büschel bilden.

Wir kehren ietzt zur Betrachtung der allgemeinen infinitesimalen J^"^-
^"^

•' O O Bewegung.

Bewegung bei Zugrundelegung eines beliebigen rechtwinkligen Coordi-

natensystems zurück. Wie wir wissen, stellt sie sich durch die

Formeln dar:

dx = {Bz — Cy -\-B)dt,

, = (Cx ~Az-\-E)8t,
(2^) \8z = (Äy ~ Bx-\- G) dt.

Alle Linienelemente (x, y, z, dx : dy : dz) durch den Punkt (x, y, z),

die senkrecht stehen auf der dem Punkte durch die infinitesimale

Bewegung zuerteilten Fortschreitung, erfüllen die Relation

dx dx + dy dy -\- dz-dz = 0,

die nach (28) die Form annimmt:

{Bz — Cy -f D) dx + (Cx— Az -\- E) dy -\- (Äy~Bx+ G)dz =
oder, übersichtlicher geschrieben:

(35) A{ydz — zdij) + B{zdx — xdz) -f C{xdy — ydx) +
+ Bdx + Edy + Gdz = 0.

Diese Pfafi"sche Gleichung (35) ergiebt sich also bei Zugrundelegung
14*

I
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einer beliebigen infinitesimalen Bewegung. Wie leicht zu erkennen,

gehören immer zu ihren Integralcurven oo^ Geraden

(33) X = rz -\- Q, y = sz -\- 6.

Denn wenn wir diese Wei-te und die Werte

dx = rds, dy = sdz

in (35) eintragen, so finden wir, dass die Bestimmungsstücke r, q, s, 6

einer Integralgeraden der einen Bedingung genügen müssen:

(36) Ag — Bq-{- C{sq ~ rö) + Br + Es -{- a == 0.

Sie wird mithin von oo^ Geraden erfüllt; und diese Geraden liegen so,*

dass die durch einen beliebigen Punkt gehenden Integralgeraden das

durch die Pfafi''sche Gleichung (35) bestimmte Büschel bilden.

Die Pfaff'sche Gleichung (35) enthält sechs Constanten, deren

Verhältnisse aber nur in betracht kommen. Wir kennen somit oo-'

Scharen von je oo^ Geraden, die so beschaffen sind, dass durch jeden

Punkt des Raumes oo^ dieser Geraden gehen, die ein ebenes Büschel

bilden.

Liegt eine beliebige Schar von oo'^ Geraden im Räume vor, so

können wir sofort abzählen, wie viele dieser Geraden durch einen all-

gemein gewählten Punkt gehen. Sind es nämlich oo^, so würde, da

es (xr" Punkte giebt, von denen je oo^ auf einer Geraden liegen, die

Schar aus oo^^ Geraden bestehen. Es ist mithin j(} -f- 2 = 3, d. h.

durch jeden Punkt allgemeiner Lage gehen oo^ Geraden der Schar.

Es ist aber sehr wohl denkbar, dass durch gewisse ausgezeichnete

Punkte deren mehr, also alle ocß Geraden, gehen.

Nuiisjstem. Wir wollcu nun überhaupt Scharen von oo^ Geraden untersuchen

von der Beschaffenheit, dass alle durch einen beliebigen Punkt all-

gemeiner Lage gehenden Geraden ein ebenes Büschel bilden. Derartige

Scharen bestimmen ein sogenanntes Nullsystem. Die Geraden heissen

Nullgeraden, und die Ebene des Büschels eines Punktes heisst die Null-

ebene des gewählten Punktes *).

Die obigen Betrachtungen haben uns nach dieser Definition cxy'

Nullsysteme geliefert. Wir werden uns nachher das Problem stellen,

alle Nullsysteme überhaupt zu bestimmen. Die Erledigung dieses

Problems wird uns genau zu den obigen cx)° Nullsystemen führen.

Zunächst aber müssen wir einige vorbereitende Betrachtungen

anstellen.

*) Die Bezeichnung: Niillehene sowie die nachher einzuführende Bezeichnung
Nullpunkt rühren von Mob ins her. (Siehe Lehrbuch der Statik, 1. Teil, Leipzig

1837, § 84, in den Ges. Werken .3. Bd. S. 118.) Später bedienen wir uns für die

Nullgeraden der Plücker 'sehen Bezeichnung: linearer Complex.
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die eine feste Gerade schneiden,

. Ein solches nennen wir ein specielJes specieiies

.
Nullsystem.

erade soviel als Geraden im Räume,

dass das

Die Schar aller oc^ Geraden

definiert offenbar ein Nullsystem

NuUsystem. Es giebt deren g

also oo^. Im Folgenden nehmen wir bis auf weiteres an,

zu betrachtende Nullsystem kein specieiies sei.

Wie gesagt, wäre es denkbar, dass gewissen ausgezeichneten

Punkten kein ebenes Büschel von Nullgeraden zugeordnet wäre, sondern

vielmehr alle Geraden durch den Punkt Nullgeraden wären. Wenn
überhaupt durch einen Punkt drei Nullgeraden gehen, die nicht in

einer Ebene liegen, so ist er notwendig ein solcher ausgezeichneter

Punkt.

Es liege nun ein nicht -specieiies Nullsystem vor. Wir wählen

irgend eine Gerade g von allgemeiner

Lage, die also keine Nullgerade ist.

Sind p, q irgend zwei Punkte all-

gemeiner Lage auf g, so ordnet das

Nullsystem jedem dieser Punkte nach

Definition eine Nullebene zu, in der g
nicht liegt. (Siehe Fig. 47.) Diese

beiden Nullebenen schneiden sich also

in einer zu g windschiefen Geraden 7i.

Diese Gerade ist keine Nullgerade, denn

sonst würden durch jeden Punkt r

von Ji drei Nullgeraden gehen, die

nicht in einer Ebene liegen, nämlich

ausser h noch rp und rq. Alle Punkte

von h wären also ausgezeichnet. Das

Nullsystem bestände mithin aus allen Geraden, die h treffen, und wäre

somit entgegen der Voraussetzung ein specieiies.

Ist r ein beliebiger Punkt von h, so ist also diesem Punkte die

Nullebene zugeordnet, die rp» und rq enthält. Daher sind diejenigen

Geraden durch h, die g treffen, alle Nullgeraden überhaupt, die h

schneiden. Wir können nun von h statt von g ausgehen und erkennen

so, dass alle Nullgeraden, die g treffen, auch h treffen.

Wie wir in § 1, S. 187, bemerkten, bilden alle Geraden, die zwei

windschiefe Geraden g, h treffen, ein Strahlensystem erster Ordnung und strawen-

erster Classe. Jeder Geraden g des Raumes ordnet das Nullsystem ein u. i. ci.

solches zu. Da es insgesamt od^ Geraden g giebt, so erhalten wir

oo"* derartige Systeme. Unsere Ergebnisse sind diese:

Satz 7: Ein nicht specieiies Nullsystem ordnet jeder Geraden g, die

keine Nullgerade ist, eine zweite m ihr windschiefe Gerade h su, die

Fig. 47.

I
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chenfaUs keine Nullgerade ist. Nullgeraden, die g treffen, treffen auch h,

und umgeJceJirt. Alle Geraden, die g und h treffen, sind NuUgeradcn.

Ferner gilt, und zwar offenbar auch für specielle Systeme, der

Satz 8: Jedes Nullsystem enthält od^ Strahlensysteme erster Ordnung

und erster Glasse.

Die Beziehung zwischen der beliebig gewählten Geraden g und

der durch g völlig bestimmten Geraden h ist eine völlig umkehrbare.

^^oImTi^*"
Zwei solche Geraden sollen daher reciprolce Polaren heissen. Jede

Gerade, die keine Nullgerade ist, hat also eine Polare; letztere Gerade

ist ebenfalls keine Nullgerade und hat erstere zur Polaren. Zwei

reciproke Polaren werden auch conjugierte Geraden genannt*).

Nehmen wir nun an, es sei l eine Nullgerade, und untersuchen

wir, wie die Nullgeraden gelegen sind, die l schneiden. Es sei g eine

zu l windschiefe Gerade, die nicht zu den Nullgeraden gehört: Die

Gerade g hat eine Polare h, und h wird nach Satz 1 zu g und l wind-

schief sein. Durch jeden Punkt p von l geht nun eine Gerade, die g
und h trifft, also nach Satz 7 eine Nullgerade ist. Alle diese Geraden

sind die Erzeugenden der einen Schar des Hyperboloids, von dem g, h

und l Erzeugende der andern Schar sind. In jedem Punkt p von l

kennen wir also ausser l noch eine zweite Nullgerade, demnach

auch die dem Punkte zugeordnete Nullebene, die Tangentenebene des

Hyperboloids im Punkte p. Diese Tangentenebenen bilden aber be-

kanntlich ein Büschel, das der Punktreihe der Punkte p projectiv zu-

geordnet ist. Mithin ergiebt sich, dass alle durch l gehenden Null-

specieiies geraden ein specielles Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe

?y8t"^o. bilden. (Vgl. § 1, S. 187.) Es gilt somit der

Satz 9: In einem nicht- speciellen Ntdlsystem bilden alle Ntdlgcraden,

die eine bestimmte Nullgerade treffen, ein specielles StraMensystem

erster Ordnung und erster Classe. Bas Nullsystem enthält also oo^

specielle Strahlensysteme erster Ordnung und erster Classe.

Diese Betrachtung lehrt noch, dass die Nullgeraden, die eine be-

stimmte Nullgerade l schneiden, als Tangenten jenes Hyperboloids

längs l nicht sämtlich eine zweite Gerade schneiden ausser der zu l

unendlich benachbarten Erzeugenden des Hyperboloids. Wenn wir den

Polarenbegriff avich auf die Nullgeraden ausdehnen wollen, müssen wir

daher sagen, dass die Ntdlgcraden ihre eigenen Polaren sind.

*) Die reciproken Polaren treten schon bei Poinsot auf. (Siir la composition

des momens et la composition des aires, Journ. de FEcole polyt. 6. Bd., 13. Heft

(1806), S. 182.)
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Die Beziehung zwischen reciproken Polaren kann noch etwas

anders aufgefasst werden: Sind g, h reciproke Polaren, so lehrt das

Obige, dass die Nullebenen

aller Punkte von g die Gerade

h enthalten. Wenn man ins-

besondere vier Punkte von g
in's Auge fasst: p^, p^, Ps7 Pi
(siehe Fig. 48), so zeigt dies

ferner, dass die zugehörigen ^^..---^ \^r/? '^ ^*y

Nullebenen e, ^2;

selbe Doppelverhältnis wie

Pi> Ä' Ps} Pi bilden. Also

haben wir den

Satz 10: Die den Punkten

einer Geraden zugeordneten

Nullehenen eines NuUsystems

bilden ein mi dieser Punktreihe

projectives Büschel, dessen Axe

die Polare jener Geraden ist

Dass dies auch dann gilt, die gegi

Fig. 48.

ebene Gerade selbst Null-

gerade ist, zeigt unsere vorhergehende Betrachtung.

Es seien nun L, L, L, l., h fünf zu einander windschiefe Null- c^nstruc-
1? ^7 ö7 47 o tion des

geraden, die nicht alle fünf ein und demselben der im Nullsysteme^^^||^y^*^jY

enthaltenen Strahlensysteme erster Classe und erster Ordnung an- geraden,

gehören. Kennen wir fünf derartige Nullgeraden, so lässt sich aus

ihnen das ganze Nullsystem wieder herstellen. Zu diesem Zwecke

construieren wir das Hyperboloid, das Z^, I2, l^ als Erzeugende der

einen Schar enthält. (Siehe Fig. 49 (S. 216).) Die Erzeugenden der

zweiten Schar des Hyperboloids sind dann alle Geraden, die l^, l^, l^

treffen. Unter ihnen giebt es zwei, die auch l^ treffen. Denn l^ wird

das Hyperboloid in zwei Punkten schneiden und die Erzeugenden der

zweiten Schar, g, h, die durch diese Punkte gehen, werden l^, l^, l^, l^

schneiden. Allerdings wäre es zunächst denkbar, dass l^ ganz auf dem

Hyperboloid liegt. Aber wir wollen vorerst diese Möglichkeit beiseite

lassen ebenso wie die, dass ^5 ganz auf dem Hyperboloid liegt. Unsere

Betrachtung lehrt nun, dass g, h die beiden einzigen Geraden sind,

die li, 12,13, h schneiden. Daraus folgt, dass g und h reciproke Polaren

sind. Alle Geraden also, die g und Jt schneiden, sind Nullgeraden,

Sie bilden eines der besprochenen Strahlensysteme. Ist p ein beliebiger
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Punkt des Raumes, so giebt es eine einzige Gerade y durch 2^, welche

die beiden zu einander windschiefen Geraden g und h trifft. Sie ist

eine Nullgerade. Dies gilt auch dann, wenn l^ das Hyperboloid be-

rührt. Denn dann rücken g und h einander unendlich nahe und das

durch g und h bestimmte Strahlensystem wird ein specielles. In diesem

Falle ist y diejenige einzige Gerade von p aus, die das Hyperboloid

in einem auf g gelegenen Punkte berührt.

Entsprechend wird ?.- das Hyperboloid in zwei Punkten treflfen.

Die durch sie gelegten Erzeugenden der zweiten Schar, g' und Ji, sind

Fig. 49.

die einzigen Geraden, die ?i, l^, 4 und /r, treffen. Sie fallen sicher

nicht mit g, h zusammen, weil sonst ^5 dem durch g und li, bestimmten

Strahlensystem angehören würde, in dem schon Zj, l^, l^, l^ enthalten

sind. Dies widerspräche der Voraussetzung. Von dem beliebig ge-

wählten Punkte }) geht wieder nur eine Nullgerade y' aus, die g' und

Ji trifft, y und y' fallen nicht zusammen, denn sonst würden g,h, g', li

sämtlich y schneiden, d. h. y wäre eine Erzeugende der ersten Ai-t,

p läge also auf dem Hyjjerboloid.

Mithin können wir durch jeden allgemeinen Punkt p des Raumes
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zwei verschiedene Nullgeraden y,
y' construieren. Ihre Ebene ist die

dem Punkte p zugeordnete Nullebene.

Wir sahen vorhin davon ab, dass ?^ oder /- auf dem Hyperboloid

liegt. Wenn aber etwa \ auf dem Hyperboloid läge^ also eine Er-

zeugende wäre, so müsste sie eine Erzeugende der ersten Schar sein,

da sie zu \, t^, l^ nach Voraussetzung windschief ist. Dann aber

würden alle fünf Geraden l^^, l^, \, l^, Ir, die Geraden g, h schneiden,

also alle demselben Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe

angehören, was ausdrücklich ausgeschlossen wurde.

Wir setzten voraus, dass Z^, l^, ?3, ?^, Ir, zu einander windschiefe

Nullgeraden seien, die nicht sämtlich einem Strahlensystem erster

Ordnung oder erster Classe angehören. Solche fünf Nullgeraden sind

sicher vorhanden. Denn wir könnten vier der Geraden als windschiefe

Nullgeraden wählen, die nicht alle vier auf einer Fläche zweiten Grades

liegen. Dann leuchtet ein, dass sie alle vier nur einem Strahlensystem

angehören. Da dies aber nur cxd^ Nullgeraden enthält, da ferner das

Nullsystem nicht aus allen oo^ Geraden besteht, die eine dieser vier

Geraden schneiden, so giebt es unter allen oo'^ Nullgeraden sicher

eine fünfte, die zu diesen vier Nullgeraden windschief ist und nicht

zu ihrem Strahlensystem gehört. Also erfüllen alle fünf die Voraus-

setzungen.

Wir haben gefunden:

Satz 11: Jedes nicht specielle NuUsystem ist eindeutig bestimmt

durch Angabe von fünf zu einander windschiefen Nullgeraden, die nicht

sämtlich einem Stralüensystem erster Ordnung und erster Classe angehören.

Unsere früheren Überlegungen haben uns nun oo^ Nullsysteme

geliefert: Wir fanden (S. 212), dass alle Geraden

(33) x = rz^Q, y=^ss-[-6,

deren Bestimmungsstücke durch eine Gleichung von der Form

(36) A6 — BQ + C(SQ -rö)-^I)r-{-Es-\-a =
verknüpft sind, ein Nullsystem definieren.

Nehmen wir an, es seien uns fünf Geraden im Räume gegeben.

Verlangen wir dann, dass sie einem dieser Nullsysteme angehören

sollen, so erhalten wir nach (36) fünf in Ä, B, C, D, E, G lineare

homogene Gleichungen zur Bestimmung von A, B, C, D, E, G. Es
giebt aber stets solche endliche und nicht sämtlich verschwindende

Werte dieser sechs Grössen, welche den fünf Gleichungen genügen.

Es giebt mithin stets mindestens eines unter jenen früher bestimmten

Nullsystemen (33), (36), dem fünf beliebig gegebene Geraden angehören.
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Andererseits haben wir erkannt, dass sich nur ein Nullsystem ergiebt,

sobald die fünf gewählten Geraden windschief sind und nicht sämtlich

einem Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe angehören.

Beides zusammen ergiebt das

nXS.' Theorem 7: Das allgemeinste Nullsystem wird definiert

durch solche oo^ Geraden

x = rz-\rQ, y = s3-\-6,

deren Bestimmungsstüclie r, q, s, 6 einer Gleichung von der

Form genügen:

A6~Bq + C{sq — r6)^Br-\-Es+G = 0,

in der A, B, C, B, E, G irgend welche Constanten hedeuten.

Insbesondere sind hierunter nach den letzten Betrachtungen auch

alle speciellen Nullsysteme enthalten.

Nach Gleichung (35) (S. 211) ergiebt sich ferner

pÄs^e ^^^^ ^^- -^^^ allgemeinste Pfaff'sehe Gleichung im Baume {x,y,z),

Tni^^rau' ^^ '^^ Bitcgralgeraden desitzt, hat die Form:
geraden.

Ä(yd0 — zdy) + B{zdx — xdz) + C(xdy — ydx) -\-

+ Bdx + Edy + Gdz = 0,

in der A, B, C, B, E, G irgend ivelche Constanten hedeuten. Bie

oo^ Integralgeraden definieren ein Nullsystem.

Ausserdem ist jetzt bewiesen:

Satz 13: Es giebt insgesamt oo^ Nullsysteme.

Nach Definition ordnet ein Nullsystem jedem Punkte eine Null-

ebene zu, nämlich -die Ebene der durch den Punkt gehenden Null-

geraden.

Wir haben oben hervorgehoben, dass es denkbar ist, dass durch

ne"te^Pkte°u' ausgezeichnete Punkte oo^ Nullgeraden gehen. Ebenso könnte es aus-

gezeichnete Ebenen geben, in denen alle oo^ Geraden Nullgeraden

wären. Aber es ist nicht schwer einzusehen, dass dies bei einem nicht-

speciellen Nullsystem nie eintritt. Denn wenn p ein ausgezeichneter

Punkt wäre und l irgend eine nicht durch p gehende Nullgerade, so

würden in der Ebene durch p und l ausser l noch alle Geraden durch

p Nullgeraden sein, d. h. jede Gerade der Ebene wäre Nullgerade,

also die Ebene ausgezeichnet. Jede nicht in der Ebene liegende Null-

gerade trifft die Ebene dann in einem Punkte, durch den drei nicht in

einer Ebene liegende Nullgeraden gehen, d. h. in einem ausgezeichneten
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Punkte. Da es nur oo^ Nullgeraden giebt, so dürfen sie die Ebene

folglich nur in oo^ Punkten, also in einer Curve treifen. Aber alle

oo^ Geraden, die eine Curve treffen, bilden offenbar nur dann ein

Nullsystem, wenn die Curve eine Gerade ist. Dann liegt jedocb ein

specielles Nullsystem vor.

Also giebt es bei einem nicht -specieilen Nullsystem weder aus-

gezeichnete Punkte noch ausgezeichnete Ebenen. Wir können dies auch

so aussprechen: In einem nicht -speciellen Nullsystem giebt es keinen

Punkt, durch den drei nicht in einer Ebene liegende Nullgeraden

gehen, und keine Ebene, in der drei nicht durch einen Punkt gehende

Nullgeraden liegen.

Das Nullsystem ordnet auch jeder Ebene einen Punkt zu. Da
es nämlich oo^ Nullgeraden giebt und jede in oo^ Ebenen liegt, so

enthält eine Ebene oc^ Nullgeraden. Bei einem nicht -speciellen Null-

system müssen diese nach dem soeben Gesagten ein einsiges Büschel

bilden. Der Scheitel dieses Büschels heisst der NuUpimM der Ebene. Die

Nullebene eines Punktes hat also den Punkt zum Nullpunkt.

Wir wenden uns jetzt einer anderen Betrachtung zu: Eine be- 'irf. des

liebige Punkttransformation des Raumes wird die oo^ Geraden eines in ein

Nullsystems in oo^ Curven verwandeln, derart, dass durch jeden Punkt

oü^ der Curven gehen, die dann eine gewisse Fläche bilden, nämlich

eine der oo^ Flächen, in welche die Ebenen übergehen. Soll nun aber

die Transformation die Nullgeraden wieder in Nullgeraden eines Null-

systems verwandeln, so müssen die durch einen Punkt gehenden Null-

geraden, die ja ein Büschel bilden, wieder in ein Büschel übergehen.

Daraus folgt, dass jede Ebene des Raumes in eine Ebene übergehen

muss. Anders ausgedrückt: Die Transformation muss projectiv sein.

Eine projective Transformation des Raumes (x, y, z) hat bekanntlich ^^J^gj-

die Form:

(37)

1 a^x -\- h^y -\- c^z -\- d^

^1 a^x -\-b^y -\- c^z-\- d^

a^x -\- h^y -\- c^z -\- d^^

in der alle drei Brüche denselben Nenner haben und die «,-, &,, c,:, di

(i = 1, 2, o, 4) beliebige Constanten bedeuten, deren Determinante

nicht verschwindet. Da eine projective Transformation jedes ebene

Büschel in ein ebenes Büschel verwandelt, so führt sie in der That

jedes Nullsystem in ein Nullsystem über. Es hat sich somit ergeben:
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Satz 14: Soll eine Punkttransformation des Raumes die Geraden

eines gegebenen Nidlsystems wieder in die Geraden eines Nullsystems

verwandeln, so tnuss sie projectiv sein. Eine projective Transformation

führt überhaupt jedes Nidlsystem in ein Nullsystem üher.

Da die Nullgeraden die Integralgeraden der zugehörigen Pfaff'schen

Gleichung sind und diese Gleichung völlig bestimmen, so können wir

auch sagen:

Satz 15: Jede Pfäff'sehe Gleichung von der Form:

A{ydz — zdy) -\- B(zdx — xdz) -\- C(xdy — ydx) -j-

+ Bdx + Edy + Gd3 =
geht in eine Ffäff'sehe Gleichung von derselben Form üher, sobald man
auf die Veränderlichen x, y, z irgend eine projective Transformation

ausübt.

Dies lässt sich ohne Mühe analytisch verificieren, indem man
untersucht, wie sich die Ausdrücke y^ dg^— 0^ dy^^, . . . sowie dx^^, dy^, dz^

selbst infolge von (37) darstellen. Zur Vermeidung von Irrtümern sei

aber darauf hingewiesen, dass wir nicht bewiesen haben, dass die pro-

jectiven Transformationen die einzigen wären, die eine gegebene Ffaff-

sche Gleichung von obiger Form wieder in eine solche verwandeln. Man
kann vielmehr zeigen, dass es eine viel grössere Kategorie von Trans-

formationen der Veränderlichen x, y, z giebt, die dies thun. Wir

kommen auf diesen Punkt später zu sprechen.

Die allgemeine projective Transformation (37) enthält 16 will-

kürliche Constanten, von denen aber nur ihre 15 Verhältnisse als

wesentlich in betracht kommen. Es giebt daher oo^^ projective Trans-

formationen im Räume. Andererseits giebt es nach Satz 13 nur oo^

Nullsysteme. Hieraus kann man nun folgern, dass jedes Nullsystem

bei mindestens oo^^ projectiven Transformationen invariant bleibt. Wenn
nämlich die Pfaff'sche Gleichung eines Nullsystems:

(^S) H*^^ ^^ ~ ^ ^^) + -^(^ ^^^ — xdz) -{- Cix dy — y dx) +

bei der projectiven Transformation (37) übergeht in diese:

^"M + A f^^i + E, dy, + G, dz, = 0,

so sind die fünf Coefficientenverhältnisse A,: B,: C,: B^^: E, : G, von

(39) Functionen der fünf Coefficientenverhältnisse A: F : C : F : E : G
von (38) sowie der 15 Coefficientenverhältnisse der Transformation (37).

Verlangen wir nun, dass (39) dieselben Coefficientenverhältnisse wie (38)
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habe, so giebt dies fünf Bedingungsgleichungen für die 15 Verhältnisse

der Coefficienien der Transformation. Es bleiben also mindestens 10

dieser Verhältnisse willkürlich. Jedes Nullsijsfem gestattet somit mindestens

qqIo projective Transformationen. Wir werden nachher sehen, dass es,

sobald es nicht -speciell ist, nur oo^" gestattet.

Vorher wollen wir iedoch ein beliebiges nicht -specielles NuUsystem Eeduction

durch Ausführung einer passenden projectiven Transformation auf eine Systems.

besonders einfache Form bringen.

Ein allgemeines Nullsystem wird nach Theorem 7 definiert durch

die oü^ Nullgeraden:

(40) X = rz -{- Q, y = sz -{- 6,

deren Bestimmungsstücke die Gleichung erfüllen:

(41) Ä6 — JBq-{- C(sq — rö) -i- I)r-{-Es-^G = 0.

Wie jede Ebene, so besitzt auch die unendlich ferne einen Nullpunkt.

Wir können ihn durch eine passende projective, nämlich durch eine

lineare Transformation in den unendlich fernen Punkt der ^-Axe ver-

legen. Alsdann liegen also alle zur 0-Axe parallelen Nullgeraden

unendlich fern. Nehmen wir an, diese lineare Transformation sei schon

ausgeführt und dadurch seien die Nullgeraden in die Geraden (40),

(41) verwandelt. Alsdann darf es keine im Endlichen gelegene Null-

gerade parallel der ^-Axe geben:

d. h. es darf kein endliches Wertepaar q, 6 geben, für das (41) bei

der Annahme r = s = erfüllt wird. Dies ist aber nur dann der

Fall, wenn A = B =0 und (r =|= ist, sodass (41) die einfachere

Form hat:

(41') G{sQ — r6)-^Br-^Es+G = () (G + 0).

Wäre C= 0, so würden die Geraden (40), die dieser Gleichung (41')

genügen, sämtlich der Ebene

Bx-^Ey+ Gz =
parallel sein. Sie schnitten dann sämtlich die unendlich ferne Gerade

dieser Ebene, sodass das Nullsystem ein specielles wäre. Mithin ist

(74=0

anzunehmen. Wir können durch C dividieren, d. h. 0=1 setzen.

Wir führen nun abermals eine lineare Transformation aus, indem

wir den ganzen Raum parallel der (a?^)-Ebene verschieben. Da in

(40) r, s die Richtung der Geraden, q, ö ihren Schnittpunkt mit der

{xy)-Wßene bestimmen, so bleiben r, s dabei ungeändert, während
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Q und 6 etwa um die Constanten a, h wachsen, sodass anstelle von

(41'), worin ^= 1 ist, die Gleichung tritt:

SQ — re — as-{-lr -\- Br -\- Es-\- G = 0.

Wählen wir a = E, I) = — D, so haben wir also statt (41') die noch

einfachere Gleichung:

(41") SQ — rö+ G = 0,

in der (r =|= ist.

Nun üben wir schliesslich die lineare Transformation

aus. Dabei geht die Gerade (40) über in die Gerade:

Xy = crz^ + 9, ?/, = cszy + 6,

d. h. für die neue Gerade ist

i\ = er, s^ = CS, Qi = P; ^1 = ^j

sodass (41") giebt:

hQi — /*! ^1 + c 6r = 0.

G war verschieden von Null. Wir dürfen also <? = y, wählen, sodass

kommt:

SiQi—r^&i + 1=0.

Wir haben nach einander drei lineare Transformationen ausgeführt.

Ihre Aufeinanderfolge ist durch eine einzige lineare Transformation zu

ersetzen. Also kommt:

Normalform Satz 16: Jccks fiicht-speeieUe Nullsystem Jässt sich durch Ausführung

tiuUayatema.einer passcndcn linearen Transfm-mation überführen in das Nullsystem,

dessen Nullgeraden:
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aber^ welche die ^-Axe schneiden, sind gegeben durch:

SQ — rö = 0,

alle Geraden, welche die unendlich ferne Gerade der (a?i/)-Ebene

schneiden, durch:

== Const.

Wenn wir jedesmal die zugehörige Pfaff'sche Gleichung aufstellen,

so finden wir den

Satz 18: JDie Pfaff'sche Gleichung eines Nullsystems: Normai-

Ä{yd0 — 2dy)-\-B(2dx — x dz) + C{x dy — y dx) + ^'fi'Sr

+ Ddx-{-Edy+Gd0 = O
'''''''''''''

lässt sich durch lineare Transformation überführen entweder in:

xdy — ydx-{- dz =^ i)

oder in:

xdy — ydx=^0
oder endlich in:

dz = 0.

Diese drei Typen sind durch lineare Transformation nicht in einander

üherführhar.

i

Wohl aber kann man durch projective Transformation mehr er- Kormai-

reichen. Zwar lässt sich ein nicht -specielles Nullsystem nie durch project.xrf.

eine solche in ein specielles verwandeln, aber alle specieilen lassen

sich in Systeme überführen, deren Nullgeraden die ^-Axe treffen.

Also folgt:

Satz 19: Die Pfaff'sche Gleichung eines Nullsystems

Ä(yd2 — z dy) + B(^ dx — x dz) -\- C{x dy — y dx) -\-

-\- n dx -\- JE dy -\- Gdz =
kann durch projective Transformation überführt werden entweder in

xdy — ydx-\-dz =
oder aber in

xdy — ydx=^ 0.

Hieran reiht sich noch der

Satz 20: Jedes Nullsystem ist durch projective Transformation

üherführhar in das System aller der Geraden

X = rz -\- Q^ y = SZ -{- 6,

die entweder der Bedingung

SQ r(J + 1 =
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oder aber der Bedingung
SQ — r6 =

genügen. Die Systeme der letzten Art sind die speeiellen.

e^ea Nnu'-
Wolleii wii" alle projectiven Transformationen bestimmen^ die ein

Bystems. ^^ullsystem invariant lassen, so können wir uns mithin auf die beiden

im letzten oder vorigen Satze aufgestellten Typen beschränken.

Suchen wir zunächst alle projectiven Transformationen^ die das

specielle Nullsystem

SQ — r0 =
in sich überführen^ so handelt es sich um die Bestimmung derer, die

die 0-Axe invariant lassen. Dies sind nach (37) diejenigen, bei denen

die Constanten q, d^, e^, d.^ gleich Null sind, sodass noch 11 Ver-

hältnisse der Constanten willkürlich bleiben.

Satz 21: Jedes specielle Nullsystem gestattet gerade oo^^ projective

Transformationen.

Wir kommen zu dem nicht -speeiellen Nullsystem, dessen Pfaif'sche

Gleichung wir nach Satz 19 in der Form zugrunde legen dürfen:

(42) xdy — ydx -\- dz = 0.

Bei der projectiven Transformation (37) ist*)

, , , , PdQ — QdP -\- NdR ~ RdN
^x dyi — 2/i

dx^ + dz^ = —^ ^
j^3

,

wenn wir für den Augenblick die Zähler der Ausdrücke (37) mit

P, Q, H, den gemeinsamen Nenner mit N bezeichnen. Wir haben

also zu fordern, dass

PdQ — QdF + NdB — BdN
gleich Null sei infolge von (42). Da dieser Ausdruck wie die linke

Seite von (42) homogen und linear in dx, dy, dz, sowie linear in

X, y, z ist, so muss er also die F'orm

Const. {xdy — ydx -\- dz)

haben. Wir fordern somit, dass für alle Werte von x, y, z, dx, dy, dz

die Gleichung

FdQ — QdP + NdR - BdN=1 {xdy — ydx-\- dz)

bestehe, in der li eine Constante bedeutet. Dies liefert zunächst 12 Be-

dingungen, von denen aber drei identisch erfüllt sind. Von den übrigen

*) Der folgende Nachweis, dass ein nicht -specielles System gerade oo'"

projective Transformationen gestattet, wird hier mit möglichst elementaren Hülfs-

mitteln geführt. Kürzer würde er sich gestalten , wenn begriffliche Betrachtungen

benutzt würden.
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sind drei sofort als überzählig auszuscheiden, und es bleiben die sechs

Bedingungen:

«i&a
— a^h^ -f- a^&a — a.J)^ = h,

d^c^ — cl^c^ -)- cZ^Cy — d.^c^ = li,

&,(Z2 — h.,d, + Z>,^, - ^d^ = 0.

Wenn wir die in der projectiven Transformation (37) nicht auftretende

Constante Ic dadurch fortschaffen, dass wir die beiden ersten Gleichungen

von einander subtrahieren, so erhalten wir schliesslich fünf Gleichungen

für die 15 Verhältnisse der Constanten a/, h;, Cf, di {i = 1, 2, 3, 4).

Dies sind die oben (S. 221) erwähnten Bedingungen. Zur Berechnung

der Constanten wird man jedoch die sechs Gleichungen (43) beibehalten

können. Sie sind z. B. nach den sechs Grössen %, h^, Cy, d^, %, h.^

auflösbar. Denn sie sind in ihnen linear und ihre Determinante hin-

sichtlich dieser Grössen ist nicht identisch Null. Also lassen sich sechs

der Constanten durch die übrigen zehn und die willkürliche Grösse h

ausdrücken, oder auch: fünf der Constantenverhältnisse lassen sich

durch die übrigen zehn ausdrücken. Damit ist aber bewiesen:

Satz 22: Jedes nicht -specielle NuJlsystem gestattet gerade oo^" pro-

jective Transformationen.

Die Aufeinanderfolge zweier solcher Transformationen lässt eben-

falls das Nullsystem invariant; da sie einer projectiven Transformation

äquivalent ist, muss diese also ebenfalls zu den oo^^ Transformationen

gehören. Jene oo^*' projectiven Transformationen bilden mithin eine

Gruppe, und zwar, wie wir sagen, eine zehngliedrige Gruppe. Ent-

sprechendes gilt von den oo" projectiven Transformationen eines

speciellen Nullsystems. Wir sagen daher:

Satz 23: Jedes nicht- specielle Nidlsystem gestattet eine zehngliedrige,

jedes specielle eine elfgliedrige Gruppe von projectiven Transformationen.

Fragen wir insbesondere nach den infinitesimalen projectiven Trans ,1^^^ ^["^j^

formationen eines Nullsystems in sich.
Nuiisystems

Soll die projective Transformation (37) infinitesimal sein, so müssen

die in (:)7) auftretenden Brüche unendlich wenig von x, y, z verschieden

sein. Dies ist der Fall, wenn «j, \, C3, d^ unendlich wenig von ein-

ander oder, was auf dasselbe hinauskommt, von Eins und die übrigen

Constanten unendlich wenig von Null verschieden sind. Wir setzen also

liie, Geometrie der Berührungstransforinationeii I. 15 [22. VII. 1895.]

I
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«i = 1 + a, dt, h, = ß, dt, c, = y^dt, •

a.^ = a.,dt, \ = 1 -\- ß^dt, • • . .

Wenn wir dann nach Potenzen von dt entwickeln und nur die Glieder

erster Ordnung berücksichtigen, so übersehen wir, dass sich ergiebt:

(37') U=y-\-[a,x-{-ß,y-j-y,z-^d,~y{a,x-\-ß,y-\-y,,-{-d,)]dt,

als allgemeinste infinitesimale projective Transfm'niation. Soll sie die

Pfaff'sche Gleichung (42) invariant lassen, so müssen die Gleichungen

(43) für die obigen Werte «^ = 1 -f- a^ dt, h^ = ß^ dt u. s. w. erfüllt

sein. Dies liefert zunächst, dass auch k die Form 1 -\- xdt hat, und

ausserdem, wenn nur die Glieder erster Ordnung in dt berücksichtigt

werden

:

f^l + ß2 = 73 + ^A = ^7

«4 + 72 = /^i
—

7l = ^3 — ^2 = /53 + ^1 = 0.

Es ist also:

/3, = ;c — «1, n = ß^, 72 = — ^4, 7s = '>^ — ^i,

d, = — ßs, d.^ = «3

zu setzen. Führen wir diese Werte in (37') ein, so sehen wir, dass

sich die Incremente, die x, y, z erfahren, linear aus Gliedern zusammen-

setzen, die mit den elf Factoren behaftet sind: a^, a^, a.^, a^, ß^, ß^, ß^,

74:7 ^3 7 <^4 ^^d ^- Setzt man je eine dieser Constanten, die ganz be-

liebig sind, gleich Eins, aber alle anderen gleich Null, so findet man

also elf einzelne infinitesimale Transformationen. Eine von ihnen lässt

sich jedoch linear aus zwei anderen ableiten, sodass nur zehn verbleiben.

Aus diesen lässt sich alsdann die allgemeine infinitesimale projective

Transformation des vorgelegten Nullsystems linear (mit beliebigen

Constanten Coefficienten) wieder ableiten. (Vgl. § 5 des 4. Kap.,

S. 123.) Die Symbole der einzelnen zehn infinitesimalen projectiven

Transformation sind — wenn wir einige noch mit — 1 multiplicieren —
diese:

i
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df
dx
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längs der ^-Axe, von denen dasselbe gilt. Endlich die Transfor-

mationen:

(46) x^ = Xx, y^ = ky, z^ = Xh (A = Const.).

Dies letztere ist sofort zu verificieren, da

x^ dy^ — y^ dx^ -)- dz^ = k^(xdy — ydx-\- dz)

ist. Wir können daher^ sobald uns eine einzige Nullgerade bekannt

ist^ alle Nullgeraden aus ihr folgendermassen ableiten: Wir führen

auf die gegebene Nullgerade alle Rotationen um die Centralaxe sowie

alle Translationen längs der Centralaxe aus, d. h. also überhaupt alle

Schraubungen um die ,e-Axe. Dies liefert oo^ Nullgeraden. Unter-

werfen wir sie allen oo^ linearen Transformationen (46), so ergeben

sich alle oo^ Nullgeraden.

Der Überblick, den man hierdurch von der Gesamtheit der Null-

geraden erhält, kann noch durch folgende Bemerkung klarer werden:

Schneiden wir alle Nullgeraden

X = rz -{- Q, y = sz + 6,

für die ja nach S. 222

(47) SQ — rö + 1 =
ist, durch die Ebene ,0 = und die Parallelebene z=l, so werden

auf ihnen Strecken abgeschnitten. Diese projicieren wir auf die Ebene

Abbiidg. ^ z= 0. So erhalten wir oo^ StrecJcen, die das Nullsystem bildlich
der NuU- .

. ...
geraden als wiedergeben. Es sind p, 6 die Coordinaten des einen und r-\-Q, s -\-
Strecken.

'^ ^' I ^? I

Fig. 50.

die des anderen Endpunktes einer solchen Strecke. Die Relation (47),

die sich auch so schreiben lässt:

(s-{-G)Q -(r-\-Q)6 = — l,

sagt aus, dass die Dreiecke, die von den Strecken und dem Anfangs-

punkt bestimmt werden, alle gleichen Inhalt haben. Oder auch: Das



§ 3. NuUsysteme. 229

Drehungsmoment aller dieser oo^ Strecken hinsichtlich des Anfangspunldes

ist constant In den beiden Figuren 50 (S. 228) sind je cx)^ dieser Strecken

durch eine Anzahl Pfeile angedeutet, einmal solche, die aus oo^ durch

Rotation um den Anfangspunkt hervorgehen, und dann solche, die aus

cx)^ durch Verschiebung in ihren Geraden hervorgehen. Beide Figuren

zusammen geben einen Überblick über alle oo^ Strecken und demnach

über alle oo^ NuUgeraden.

Schliesslich sei bemerkt: Ersetzen wir die infinitesimale Schraubung

(45) durch eine infinitesimale Rotation um die ^-Axe:

dx = — ySt, dy =- x8t, dz = 0,

so treten an die Stelle der Schraubenlinien Kreise und anstelle des

allgemeinen Nullsystems das specielle, dessen Pfaff'sche Gleichung

lautet:

^dy — y dx = 0,

und dessen Nullgeraden sämtlich die ^-Axe schneiden.

Als Abschluss des Paragraphen wollen wir noch angeben, wie

man ausgehend von einer bilinearen Belation in x, y, z, x-^, y^, z^ nach

Möbius*) zu dem allgemeinen Nullsystem gelangt:

Eine allgemeine bilineare Gleichung:

*^ M+ {a,x + \y + c,z + d^) z, + {a,x + l,y + c,z + ^,) =
ordnet jedem Punkte {x, y, z) des Raumes eine Ebene zu, geschrieben

in den laufenden Coordinaten x^, y^, z^, und umgekehrt jedem Punkt

(^i; !/i? ^i) ^i^® Ebene, geschrieben in den laufenden Coordinaten

X, y, z. Diese Zuordnung heisst bekanntlich die allgemeine Bualität^^^'^^^^ '

im B^iime**).

Verlangt man nun, dass die dem Punkte (x, y, z) zugeordnete

Ebene stets den Punkt enthalte, so muss (48) identisch für alle Werte

von x,y,z bestehen, sobald man x^,y^,z^ durch x,y,z ersetzt. Dies

liefert Bedingungen für die Coefficienten, und man findet als allgemeinste

bilineare Relation (48), die der Forderung genügt, folgende:

(
{Bz - Üy ^I))x, + {Cx -Äz-\- E) y, +

^ ^ \+{Ay~Bx-^G)z,-{Bx-\-Ey-{-Gz) = 0.

*) Möbius, Über eine besondere Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren
im Baume, Crelle's Journ. 10. Bd. (1833), S. 317, Ges. Werke 1. Bd., S. 489.

**) Es entspricht dies der in § 5 des 2. Kap., S. 56 , behandelten allgemeinen
Dualität in der Ebene. Wie letztere factisch eine Berührungstransformation in
der Ebene ist, so ist erstere eine Berährungstransformation im Räume. Da wir
aber die Berührungstrangformationen im Räume erst im zweiten Teile dieses Werkes
ausführlich besprechen, so deuten wir es hier nur nebenbei an.
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Diese Relation ändert sich nicht, wenn x, y, z mit x^, y^, 2^ ver-

tauscht werden. Die beiden Zuordnungen von Punkten und Ebenen,

die durch die allgemeine bilineare Relation bestimmt werden, sind

hier also mit einander identisch. Die bilineare Relation (49) bestimmt

mithin eine involutorische Dualität. (Vgl. S. 7.)

In der Ebene nun, welche die Relation (49) einem Punkte (x, y, z)

zuordnet, und die, wie wir es eingerichtet haben, den Punkt enthält,

sei {x -\- dx, y + dy, z -\- dz) ein dem Punkt {x, y, z) unendlich

benachbarter Punkt. Alsdann muss die Relation (49) erfüllt werden,

wenn darin x^^, y^, z^ durch x -\- dx, y -\-^dy, z -\- dz ersetzt werden.

Dies giebt:

{Bz — Cy + I)) dx + {Cx— Az + E) dy + {Ay — Bx -]-G)dz =
oder, anders geordnet:

A{ydz — zdy) + B{zdx ~ xdz) + C{xdy — ydx) -\-

+ Ddx + Edy -\- adz = 0.

Hiermit aber sind wir auf die PfaflF'sche Gleichung eines allgemeinen

Nullsystems geführt. Die involutorische Dualität, die durch die bilineare

Relation (49) vermittelt wird, ist also nichts anderes als die Zuordnung

von Nullpunkt und Nullebene in einem Nullsystem.

§ 4. Über die Curven eines Nullsystems*).

Es liege ein Nullsystem vor, und es sei

(50) A(y dz ~ zdy)-\- B(z dx — xdz) -\- C{xdy — y dx) -\-

+ Bdx + Edy + G^^ = 0.

oder, anders geordnet,

(50') {Bz-Cy+ B) dx+ {Cx-Az+ E) dy -^ {Ay-Bx+G)dz=
seine Pfaff'sche Gleichung. Diese Pfatf'sche Gleichung besitzt nach

§ 2 (S. 193) unendlich viele Integralcurven, die definiert sind als die

Curven, die in jedem ihrer Punkte eine der Richtungen zur Tangente

haben, die dem Punkte durch die Pfaff'sche Gleichung zugeordnet sind.

Da nun im jetzigen Falle diese Richtungen durch die Nullgeraden

gegeben sind, die durch den Punkt gehen, so folgt, dass die Integral-

curven der Pfuff''schen Gleichung (50) die Curven sind, deren Tangenten

Curven des sämtlich Nullfferadcu sind. Wir nennen sie auch Curven des Nidhustems.
Nullsystems. " -^

Sind X, y, z die Coordinaten der Punkte einer solchen Curve so werden

*) Die Entwickelungen dieses Paragraiihen rühren von Lie her. "Vgl. Ver-
handig. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1871, Mathem. Annalen ö. Bd. (1872),

S. 154 (Z. '20 V. o.) u. S. 17'J, Verhandig. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1883.



§ 4. Über die Curven eines Nullsystems. 231

sie solche Functionen einer Hülfsveränderlichen t sein^ deren Incremente

dx, dy, dz der Gleichung (50') genügen. Wenn wir also durch Accent

die Differentiation nach t bezeichnen, so werden diese Functionen von

t der einzigen Bedingung unterworfen sein:

(51) {Bz—Cy-\-I))x+{Cx—A2-^E)y'-^{Ay— Bx+G)z' = 0.

Wie wir aus § 2 wissen, bestimmt diese Differentialgleichung x, y, z

nur bis auf willkürliche Functionen. Zu den Curven des Nullsystems

gehören insbesondere auch die Nullgeraden.

Durch jeden Punkt (x, y, z) gehen unendlich viele Curven des

Nullsystems. Sie berühren daselbst sämtlich die Nullebene, die dem

Punkte {x, y, z) durch das Nullsystem zugeordnet ist. Es ist leicht

einzusehen, dass diese Ebene sogar ihre Schmieyimgsehene ist. Es geht
g^^^'»'J^^«^^

nämlich aus (51) durch Differentiation nach t, wie man am bequemsten

übrigens mit Rücksicht auf die Form (50) der Pfaff'schen Gleichung

erkennt, die Gleichung hervor:

{Bz- Cy + D) x" + {Cx- Äz + E) y" + (Äy-Bx-^ G) z"= 0.

Aus dieser Gleichung und (51) folgt also:

(T 9\
Bz-Gy^ D ^ Cx — Äz -\- E ^ Ay - Bx

-

j- G
_

V "^/
y' z" — y" z' z'

x" — z" x' x ij" — x" y'

Die Nenner sind bekanntlich proportional den Richtungscosinus der

Schmiegungsebene. Da die Zähler frei von den Ableitungen von x,y, z

sind, so folgt, dass die Schmiegungsebene in jedem Punkte (x, y, z)

eine ganz bestimmte, nämlich offenbar die Nullebene des Punktes ist.

Satz 25: Alle Curven eines Nidlsystems, die durch einen hestimmt

(jeivählten Punkt gehen, haben daselbst eine gemeinsame Schmiegungsebene,

nämlich die dem Punkte zugeordnete Nullebote.

Dieser Satz lässt sich geometrisch leicht plausibel machen: Sind

t und t' zwei consecutive Tangenten einer Curve des Nullsystems, so

schneiden sie sich in einem Punkte p der Curve und ihre Ebene ist

die Schmiegungsebene der Curve. Andererseits aber sind t, t' Null-

geraden. Ihre Ebene ist also die Nullebene des Punktes j9.

Wir können dem Satz 25 noch einen zweiten analogen Satz an

die Seite stellen:

Satz 26: Alle Curven eines Nidlsystems, die durch einen ^C6'^*w'*w^7,°'^^°^
^^a

getvählten Punkt gehen, hahen daselbst die gleiche Torsion*). Nuusystems.

*) Siehe Verhdl. (Sitzimgsber.) d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1883, S. 20.
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Dieser Satz ist deshalb besonders merkwürdig, weil wir das Nnll-

system projectiv definiert haben, während die Torsion ihrer Natur nach

ein metrischer Begriff ist.

Zum Beweise entnehmen wir aus den Formeln (52), dass die

Richtungscosinus der Schmiegungsebene oder Binormalen der Curve

des Nullsystems im Punkte (x, y, d) proportional sind den Grössen:

(53) a = Bz—C^j-^rI), ß=Cx—Ä0-\-E, y = Äy— Bx-\-G.

Bei Benutzung dieser Bezeichnung lautet die Diff'erentialgleichung (51)

der Curve des Nullsystems

(51') ax' + ßy' -f y^' =
und die Pfaff'sche Gleichung

(50") cidx-{- ß dy -\-ydz = 0.

Ist nun

SO sind die Richtungscosinus der Schmiegungsebene oder Binormale:

X = Qa, ii = Qß, v = Qy.

Noch merken wir an, dass aus (53) unmittelbar folgt:

da dx -j- dßdy -\- dy dz = 0,

sodass diese Gleichung und (50") liefern:

dx = 6(ßdy — ydß), dy = 6{yda — ady),
(od)
^ ' ^ ' dz = 0{cidß — ßda).

Nachher wird sich zeigen, dass 6 eine Coustante ist. Nun ist das

Quadrat des Winkels zweier benachbarter Schmiegungsebenen:

dz- = dX^ + da^ + dv^ = S(Qda -\- ad^Y =
= Q^Sda^ -\- 'jQdQScida -\- dql^Sa\

wenn nämlich das Summenzeichen >S^ jedesmal über alle drei Ausdrücke

zu erstrecken ist, die durch cyklische Vertauschung von a, /3, y hervor-

gehen. Nach (54) ist aber:

., 1 7 Sada
^" ^

'Sc?'
QClQ — —

^^^,

,

sodass kommt:
, 2 _ Sa^ Sdcc^ — (Sad a)^

^^ "~ {Say~ ''"

Bezeichnet ds das Bogenelement der Curve, so ist also das Quadrat

der Torsion:
(dzy_ Sa^- Sd a^ — {Saduy
\dsJ ~ {Sayd?
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Der Zähler lässt sich aber so schreiben:

{ßdy — ydßf + (yda — adyf + (adß — ßdaf,

ist also nach (55) gleich —y, sodass wir erhalten:

dtV 1

(^«) m («' + r+y')'ö=

cc, ß, y hängen nach (53) nur von x, y, z ab. Dasselbe gilt von (?,

denn aus der ersten Gleichung (55) folgt nach (53):

'^^ = A\A{i)dz— zdy)-\-B{z dx— xdz)^ C{x dy— y dx)
] +

+ E(Ädy - Bdx) ~ G(Cdx - Ads)

oder wegen der Pfaff'sehen Gleichung (50):

'^=-A (Ddx + Edy -\- G dz) + E{A dy— Bdx)— G(Cdx — Adz),

d. h.:

l
= -(AD + BE+CG).

Die Torsion ist also nach (56):

.„. dr —{AB-\- BE + CG)
^^^^ ds ~ (Bz - Gy 4- Bf + {Cx ~ Az ^ Ef + {Ay ~Bx+ Gf'

Sie hängt nur von x, y, z ab, sodass alle Curven des Nullsystems

durch den Punkt {x, y, z) daselbst die gleiche Torsion haben. Hiermit

ist Satz 25 bewiesen.

Wir wissen, dass das Nullsystem, sobald die invariante Centralaxe

keine Minimalgerade ist, bei passender Wahl des rechtwinkligen Coordi-

natensystems die Gleichung erhält (vgl. § 3, S. 210):

(58) xdy — y dx + li dz = 0.

Hier ist insbesondere:

A = B = 0, C=l, D = E=0, G=^Jc,

sodass (57) liefert:

(59)
^^ ~ ^

ds x^ -\- y^ -\- k^

Auch ist jetzt die ^-Axe die Centralaxe des Nullsystems. Wir sehen

hieraus: Die Curven des Nullsystems haben in allen den Punkten, in

denen sie einen Rotationscylinder um die Centralaxe schneiden, die

gleiche Torsion. Ist r der Radius des Cylinders, so ist die Torsion

gleich:

dr — k

ds ~ P"-f-~Ä;2

*
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Dasselbe gilt für alle Nullsysteme, bei denen Ä^ -{- B^' -{- C^ =^
ist (S. 209). Daraus folgt wegen (57), dass die Gleichung

(B2 —C'i/-{- Df + {Cx — Az-{- Ef + {Ay - Bx + Gf = Const.

Rotationscylinder um die Axe des Nullsystems vorstellt.

Anknüpfend an (58) und (59) bemerken wir noch: Das Nullsystem

(58) wurde zu Anfang des § 3 (S. 210) durch Ausgang von einer

infinitesimalen Schraubung

dx ^= — yöt, dy = xdt, 02 = Jcdt

erhalten. Wenn wir unter dt ein Zeitelement verstehen, so können

wir sagen, dass diese Schraubung die Geschwindiglieit hat:

" = ::

=

^-^^^^ = y^?+f+i?.

Nach (59) besteht also zwischen der Torsion ,
^ der durch den Punkt

(*', y, z) gehenden Curven des Complexes und der Geschwindigkeit v,

die dem Punkte durch die Schraubung erteilt wird, die Relation:

dt —Tc

ds v^
'

In § 2 haben wir erkannt, wie man unendlich viele von einer

willkürlichen Function abhängende Integralcurven einer vorgelegten

Pfaff'schen Gleichung durch Differentiation aus csy bekannten Integral-

curven ableiten kann (vgl. Satz 5, S. 206). Von der jetzt vorliegenden

Pfaff'schen Gleichung (50) sind uns nun sogar oo^ Integralcurven be-

kannt, nämlich die Nullgeraden des zugehörigen Nullsystems. Wir
werden direct ableiten, wie man aus ihnen unendlich viele Integral-

curven zu finden vermag, die von willkürlichen Functionen abhängen.

Regeifläcbü Zu dicscm Zwcckc betrachten wir eine von oo^ Nullgeraden ge-
V. Null- ^

_ .

geradeu. bildete RegclfläcJie. Die Tangentenebonen der Regelfläche in den Punkten

einer ihrer Erzeugenden g enthalten sämtlich diese Erzeugende und

bilden also ein Büschel, dessen Axe die Erzeugende ist. Aus der

Flächentheorie ist bekannt, dass die Ebenen dieses Büschels projectiv

auf die jeweiligen Berührpunkte, also auf die Punktreihe der Er-

zeugenden g bezogen sind.

Andererseits ordnet das Nullsystem jedem Punkte von g eine Ebene

zu. Dieselbe enthält g, da g eine Nullgerade ist. Nach Satz 10 des

§ 3 (S. 215) sind auch diese Nullebenen projectiv auf ihre Nullpunkte

bezogen.

Um die Erzeugende g der Regelfläche, die aus cx»^ Nullgeraden ge-

bildet ist, legen sich somit zwei Büschel von Ebenen, die auf die Punkte
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der Geraden (j projectiv bezogen sind. Mithin sind auch diese Ebenen-

büschel projectiv auf einander bezogen. Da aber zwei projectiv auf-

einander bezogene einförmige Gebilde im Allgemeinen zwei Doppel-

elemente (im besonderen eines) haben, so folgt: Auf der Geraden y

wird es zwei Punkte p und q geben, in denen die Tangentenebene der

Regelfläche zugleich die Ebene ist, die dem Punkte p bez. q durch das

Nullsystem zugeordnet wird. So erhalten wir auf jeder Geraden g der

Regelfläche zwei Punkte p, q. Der Ort dieser Punkte ist eine Curve,

die also im allgemeinen jede Erzeugende in zwei Punkten trifft. Diese

Curve ist eine Curve des Nullsystems, da sie in jedem Punkte p die

dem Punkte zugeordnete Ebene berührt. Nach Satz 25 hat sie zu

Schmiegungsebenen lauter Tangentenebenen der Regelfläche und ist
^^^^ ^

daher eine Haupttangentencurvc der Begdfläche. Wir finden somit eine tangenten-

die Erzeugende in je zwei Punkten schneidende Haupttangentencurvc

der Regelfläche ohne weiteres.

Da nun bei der Auswahl der Regelfläche willkürliche Functionen

auftreten, so erkennt man, dass wir hiermit unendlich viele Curven des

Nullsystems finden. Umgekehrt betrachten wir irgend eine Curve des

Nullsystems. Es giebt stets Regelflächen von Nullgeraden, die durch sie

hindurchgehen. Also folgt, dass die soeben angegebene Construction alle

Curven des Nullsystcms liefert.

Nach einem Satze von Bonnet sind die Haupttangentencurven uestimmg.
^• L aller Haupt-

einer Regelfläche bei Einführung passender 1^ lachencoordmaten u, v tgcurven.

durch eine Riccati'sche Gleichung:

bestimmt. Die Flächencoordinate ii ist dabei längs jeder Erzeugenden

constant, während v variiert. Wir können nun eine passende Function

von V so als neue Flächencoordinate v einführen, dass v auf den Haupt-

tangentencurven nach wie vor durch eine Riccati'sche Gleichung mit

II verknüpft ist und dass überdies v = und -y = cx) die Schnittpunkte

der allgemeinen Erzeugenden (u) mit der bekannten Haupttangenten-

curvc liefert. Alsdann aber reduciert sich die Integration der Riccati-

schen Gleichung, von der v = und •?; == oo zwei particulare Lösungen

sind, bekanntlich auf die durch eine Quadratur zu erledigende Inte-

gration einer homogenen linearen Differentialgleichung

Auch wenn — ausnahmsweise — die eine bekannte Haupttangenten-

curvc, die Curve des Nullsystems ist, jede Erzeugende der Regelfläche
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nur in einem Punkte v = oo trifft, so reduciert sich die Riccati'sche

Gleichung auf eine lineare, die bekanntlich durch Quadratur integrierbar

ist. Also

:

Satz 27: Auf jeder Begelfläche, deren geradlinige Erzeugende Nidl-

geraden eines gegebenen Nullsystems sind, findet man durch Differentiation

eine Haupttangentencurve, die jede Erzeugende ziveimal schneidet, und

sodann durch Quadratur alle Haupttangentencurven'^).

Analyt.
Durch-

Um die obigen Überlegungen zum Teil auch analytisch wieder-
führung. zugeben, betrachten Avir eine beliebige Regelfläche, deren Geraden

Nullgeraden des zur Pfaff'schen Gleichung

(60) X dy — tj dx -\- Ti dz =
gehörenden Nullsystems sind. Dies ist keine Specialisierung, weil sich

jedes Nullsystem durch lineare Transformation auf diese Form bringen

lässt (nach Satz 18 des § 3, S. 223). Die Geraden u = Const. der

9^00 + K^<)v,

X(u) + v(u) V

gehören diesem Nullsystem nur dann an, wenn die Gleichung (60) durch

diese Werte und die aus ihnen durch partielle Differentiation nach v

folgenden Werte von dx, dy, dz identisch erfüllt wird. Dies liefert

sofort

:

Xtb — uw

sodass die allgemeinste Regelfläche, deren Geraden Nullgeraden sind,

hier die Gleichungen hat:

X = q)(;u) + A(«) V,

y = «^(«) + .t*(«) V,
(61)

Z(«)+ z: (^^ — ^9^)^-

Die Tangentenebene der Fläche im Punkte (ii, v) hat Richtungscosinus

proportional den zweireihigen Unterdeterminanten der Matrix:

(p' -\- X V jp' -{- ^'

.
(Ai^ — ucp)

*) Siehe Verhandl. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1871, S. 102; Math.
Annalen 5. Bd. (1872), S. 179.
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Ferner hat die dem Punkte (u, v) oder (x,ij, z) durch das Nullsystem

zugeordnete Ebene Richtungscosinus proportional

— Vy ^, ^

oder nach (61):
— x(j — ^v, cp -\- Xv, li.

Sollen beide Ebenen übereinstimmen, so sind die einen Grössen den

anderen proportional zu setzen. Dies liefert anscheinend zwei, in

Wahrheit nur die eine Bedingung:

{Q2) cpt' - t(p' + hx' + 2(Xt' - ^(p') r + i?.^'
— iil') r' = 0.

Die Grleichung liefert für v zwei Functionen von u. Sie stellt diejenige

Haupttangentencurve der Fläche dar, die Curve des Nullsystems ist.

Die Gleichungen (61) stellen uns die allgemeinste Curve des Null-

systems dar, sobald wir darin für v einen aus (62) folgenden Wert
setzen, während cp, i^, i^ A, fi beliebige Functionen von u sind. Durch

Quadratur findet man alle Haupttangentencurven der Fläche (61).

Dies sei an einem specieilen Beispiel durchgeführt: Die Regel-

flächen, deren Geraden dem speciellen Nullsystem

ydx — xdy =^

angehören, haben allgemein eine Gleichung von der Form:

Hier ist:

also

^(1)

^ = _ i^' . _^ ^' = r-
dx x'^^ dy x'

?^ = F" .
y- + 2F' y —^- = -F"- y —f'~

öx'- x^~ x^^ dxdy x^ «^'

a^ _ -n,. 1

dy^^ ' x^'

sodass die Differentialgleichung der Haupttangentencurven lautet:

{F"y' + 2F'yx) dx'' — 2{F"y + F'x)xdxdy -f F"x'di/ =
oder:

(;V dx — x dy) (F"{y dx — x dij) + 2F'xdx) = 0.

Der erste Factor giebt die Geraden der Regelfläche. Der zweite liefert

eine in x, y homogene Differentialgleichung. Setzen wir

y = ux,
so kommt:

— xF"{u)dH-\-2F'dx = 0,
also integriert:

F'
(l)
= Const. x^
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Diese Gleichung stellt zusammen mit

Ht)

die krummen Haupttangentencurven der vorgelegten Fläche dar.

Schliesslich sei noch hervorgehoben, dass, wenn die vorgelegte

Regelfläche algebraisch ist, auch die Haupttangentencurve, die Curve

des Nullsystems ist und jede Erzeugende zweimal trifiFt, algebraisch

ist, was unmittelbar einleuchtet.

§ 5. Beziehung zwischen den Geraden eines Nullsystems und den
Kreisen in der Ebene *).

Wir haben die Pfaff'sche Gleichung eines allgemeinen Nullsystems

auf die typische Form gebracht (vgl. Satz 19, § 3, S. 223):

(63) x(hj — y(lx + (lz = 0.

Diese Gleichung können wir auch so schreiben:

d(z -\- xy) — 2y dx = 0.

Setzen wir daher:

(64j l = oc, t) = ^ + xy, ^ = 2y,

so kommt in den neuen Veränderlichen die PfaflF'sche Gleichung:

(65) dt^-^di = 0.

Es ist dies aber die Pfaff'sche Gleichung, die wir in § 1 unter-

suchten, mit dem Unterschiede, dass wir jetzt ihre Veränderlichen zur

Unterscheidung statt mit x, y, p mit j, \), p bezeichnet haben. Wohl-

bemerkt definiert diese Pfaff'sche Gleichung, wenn j, ^, p als recht-

winklige Punktcoordinaten im Räume gedeutet werden, durchaus kein

Nullsystem, da sie nicht die in Satz 12 des § 3 (S. 218) angegebene

Form hat. Dies war aber auch nicht anders zu erwarten, da die Trans-

formation (64) im Räume nicht projectiv ist.

Abbildung Deuten wir j, t) als rechtwinklige Punktcoordinaten in der Ebene

Kaumes als und dementsprechend ^•, tj, p als Coordinaten der Linienelemente der

'
Ebene. Ebcuc, SO entspricht jedem Linienelement (j, t), p) der Ebene infolge

von (64) ein Punkt {x, y, z) des Raumes. Diese Beziehung ist nach

(64) ein- eindeutig. Es werden also wie in § 1 die Linienelemente der

Ebene als Punkte des Raumes abgebildet. Die jetzige Abbildungsart

hat einen besonderen Vorzug:

*) Die Entwickelungen dieses Paragraphen rühren von Lie her. Vgl. Math.
Ann. 5. Bd. (1872), Göttinger Nachrichten 1874 und ausführlicher die Theorie der

Transfwmationsgruppen , Bd. 2, 24. Kap.

(
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Jeder Schar von oo^ Linienelementen der (jQ) -Ebene entspricht

eine Curve des Raumes {x, y, z) und umgekehrt^ also gerade so wie

in § 1. Aber jedem Elementverein der Ebene, jeder Schar also, die

(65) erfüllt, entspricht e'ine Integralcurve der Pfaff'sehen Gleichung (63),

also eine Curve des mgehörigen Nullsystems. Umgekehrt ist jede Curve

des Nullsystems das Bild eines Elementvereines der Ebene. Vermöge

dieser Abbildung kann man also ohne weiteres, da man alle Element-

vereine der Ebene kennt, alle Curven des Nullsystems bestimmen.

Eine andere Bestimmung derselben gaben wir im vorigen Paragraphen

(S. 237).

Wenn der Elementverein in der Ebene aus allen Linienelementen

eines Punktes (j, ^) besteht, so ist seine Bildcurve im Räume {x, y, 0)

nach (64) eine Curve:

X = Const., 2 -\- xy = Const.,

also eine gewisse Gerade. Besteht der Elementverein aus allen Ele-

menten einer Curve, so wird er gegeben durch zwei Gleichungen von

der Form:

gj(e,^) = 0, P = -^'-

Wenn wir hierin für J, t), p ihre Werte (64) einsetzen, so ergiebt sich

die allgemeinste Curve unseres Nullsystems.

Man kann sich fragen, welchen Curven der Ebene — aufgefasst BUder

als Elementvereinen — die Nullgeraden im Räume entsprechen. Eine geraden.

Nullgerade

(66) X = r2 -\- Q, y =^ S2 -\- 6

wird bestimmt durch die Gleichung (vgl. Satz 20, § 3, S. 223):

(67) sQ — r6-\-l=0.

Setzen wir in (66) die aus (64) folgenden Werte:

(64') rr = j, y=l\>, ^ = 1)
— iyp

ein, so kommt:

(68) j = rt) — ^rj:p-f p, p = 2slj — .sj;p + 2(?.

Wählen wir die Constanten r, s, q, g hierin so, dass (67) erfüllt ist,

so müssen diese beiden Gleichungen also einen Elementverein in der

Ebene darstellen. Um die Curve zu finden, der die Elemente (jl', l), p)
angehören, eliminieren wir p aus (68). Dies giebt mit Rücksicht

auf (67):
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also eine Parabel. Da durcli (67) q, r, s nicht gebunden werden, so

sind die drei Coefficienten der letzten Gleichung ganz beliebig. Wir

Parabeln, seheu somit: Die oo^ Parabeln

(69) l)=a-\-2hi-{-cf

der (je t))-Ebene iverden als die oo^ Nidlgeraden im Baume abgebildet

Pkur/'aes
Betrachten wir irgend eine Punkttransformation im Räume:

«^™"(70) x, = X{x,y,z), y,= Y{x,y,z), z, = Z{x,y,z).

Sie führt jeden Punkt {x,y,z) in einen Punkt (^^1,^1,^1) über. Diese

Punkte sind die Bilder von Linienelementen (j, t), :p) und (j.^, tj^, |)J

der (jt)) -Ebene. Also wird auch jedes Linienelement der Ebene in

ein Linienelement übergeführt. Jeder Punkttransformation des Raumes

entspricht somit eine Transformation der Linienelemente der Ebene,

und dies lässt sich umkehren. Will man die Transformation der Linien-

elemente aufstellen, die der Transformation (70) des Raumes entspricht,

so hat man nach (64') in (70) die Werte

(71)

i, y =\^ , 2 =^ —\n
und analog

^i = i*i, ?/i = Jpi, ^i = 9i— ^JiPi

einzusetzen und nach i\, tj^, p^ aufzulösen. Dies liefert die gesuchten

Grleichungen

:

(70') j, = X(j, t), ^), ^, = mA),^), |3, = ^(i-, t), p).

Berührgstrf. Ist letztere Transformation eine Berührungstransformation, so ist

°^
bei ihr, wie bekannt (vgl. § 3 des 2. Kap., S. 44):

d\ -'^,di, = T{d\) — ^di).

Vermöge (71) geht aber hieraus hervor:

d. h. die Transformation (70) lässt die Pfaif'sche Gleichung (63) unseres

Nullsystems invariant.

Jeder Berührungstransformatioti der Ebene entspricld nho eine solche

Punkttransformation des Baumes, bei der die Pf<(ß"sc/ie (Ueichung des

Nullsystems invariant bleibt, d. h. jede Curve des Nullsystems wieder

in eine Curve des Nullsystems übergeht. Dies lässt sich selbstver-

ständlich umkehren.

Da die allgemeinste Berührungstransformation in der Ebene von

willkürlichen Functionen abhängt, so folgt, dass die allgemeinste
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Punkttransformation des Raumes^ bei der die Pfaff'sehe Gleichung eines

Nullsystems invariant bleibt, ebenfalls von willkürlichen Functionen

abhängt. (Vgl. § 1, S. 192.)

Im allgemeinen wird eine derartige Transformation insbesondere project.

die geradlinigen Integralcurven der Pfaff'sehen Gleichung, d. h. die

Nullgeraden, nicht wieder in Nullgeraden, sondern in krumme Curven

des Nullsystems überführen. Wir haben aber in § 3 in Satz 14 (S. 220)

gesehen, dass jede Punkttransformation des Raumes, die jede Null-

gerade in eine Nullgerade verwandelt, projectiv ist, und in Satz 22

(S. 225), dass es deren insgesamt gerade oo^° giebt. Da den Null-

geraden in der (g^)- Ebene die Parabeln (69) entsprechen, so folgt

daraus, dass es gerade oo^*' Berührungstransformationen in der Ebene

giebt, die jede dieser Parabeln wieder in eine solche Parabel verwandeln.

Da die oo^ Parabeln

(69) i) = a-\-2bi-i-cf

die Integralcurven der gewöhnlichen Differentialgleichung dritter Ord-

nung in j, t):

^^ =
sind, so ^Igt:

Satz 28: Es giebt gerade oo^*^ Berührungstransformationen in der

('^'i))-Ebene, bei denen die gewöhnliche Differentialgleichung dritter Ordnung

df
invariant bleibt.

Insbesondere sagte Satz 24 des § 3 (S. 227) aus, dass es zehn

von einander unabhängige infinitesimale projective Transformationen des

Raumes giebt, bei denen jede Nullgerade in eine Nullgerade übergeht.

Daraus können wir schliessen:

Satz 29: Die geivohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung

df—''

gestattet gerade zehn von einander unabhängige infinitesimale Berührungs-

transformationen der (jcf))-Ebene und jede aus ihnen linear ableitbare.

Wir stellten damals auf S. 227 die zehn infinitesimalen projectiven

Transformationen auf. Wenn wir nun in sie die Veränderlichen J, 9, ^

einführen, so erhalten wir die im letzten Satze genannten infinitesi-

malen Berührungstransformationen. Es kommt (vgl. § 3 des 4. Kap.,

S. 115):

Liie, Geometrie der Berührungstransformatioiioii I. IG [24. VIII. 189.').]



242 Kap. 6. Die PfafF'schen Gleichungen und die Nullsysteme.



§ 5. Beziehg. zwischen den Geraden eines Nullsystems u. d. Kreisen in d. Ebene. 243

endlich ferne Gerade in ihrem Schnittpunkt mit der ^-Axe berühren,

also daselbst ein Linienelement gemein haben.

Es gelingt nun, durch eine Berührungstransformation in der {l'^)' ^^l^^J^^^

Ebene diese oo^ Parabeln überzuführen in die oo^ Kegelschnitte, «^efc/^e Hyperbeln.

durch die unendlich fernen Punkte der beiden Axen gehen, also in alle

gleichseitigen Hyperbeln, deren Asymptoten den Coordinatenaxen parallel

sind. Zu dieser Berührungstransformation können wir auf folgendem

Wege gelangen:

In der Schar jener oo^ Parabeln (69) sind alle oo'^ Geraden der

Ebene enthalten, gegeben durch die Gleichung, die hervorgeht, wenn

c == gesetzt wird:

(72) ^ = a + 2bi.

Andererseits enthält die Schar aller jener Hyperbeln, die wir zur Unter-

scheidung in den laufenden Coordinaten j^, Ij^ schreiben:

^j;i^i +% + ^t), + D = o

ebenfalls alle oo^ Geraden der Ebene. Zunächst stellen wir nun eine

Berührungstransformation auf, die die Geraden der Ebene wieder in

die Geraden überführt, also eine Geradentransformation. (Vgl. § 3 des

3. Kap., S. 84, 85.) Dieselbe ist vollständig bestimmt (vgl. Satz 14,

§ 3 des 3. Kap., S. 83), sobald man angiebt, in welche Gerade jede

bestimmte Gerade

(72) t) = a + 2&£

übergehen soll. Wir wollen verlangen, dass sie in die Gerade

(73) ^, = a-4.b%

übergehe. Um diese Berührungstransformation aufzustellen, beachten

wir, dass die Differentialgleichung ^" = aller Geraden die beiden

intermediären Integrale \)' und t) — J^' besitzt. Bei der Geraden (72) ist

t)' = 2&, t)
—

Jt)' = a
oder:

a:=i) — l\)', & = |

und bei den Geraden (73) entsprechend

oder:

Nach den Formeln (34) des § 3 des 3. Kap. (S. 82) wird also die ge-

suchte Berührungstransformation der Linienelemente (j, \), \)') in die

Linienelemente (j^, l)^, ^/) bestimmt durch die drei Gleichungen

IG*
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Die letzte Gleichung giebt ausgerechnet, indem \)" und t)^", wie es

sein muss, fortfallen:

Lösen wir diese und die beiden Gleichungen (74) nach j^, t)^^ t)/ auf,

so erhalten wir die gesuchte Berührungstransforraation. Von jetzt ab

wollen wir wieder, wie gebräuchlich, 1/ mit p und Ij/ mit p^ bezeichnen,

sodass die Berührungstransformation lautet:

(75) l^
= -^^ I3^_t^__ijp^ p^_„p2_

Wenn wir nun diese Berührungstransformation auf alle oo^ Parabeln

(69) ausüben, deren Linienelemente (j, ^, p) die beiden Gleichungen

erfüllen:

\) = a -\- 2bic + cf, P = 26 + 2q-,

so gehen oo^ Vereine von Linienelementen (j^, t}^, pj hervor, deren

Punktorte sich durch Elimination von j, ^, p, p^ aus den beiden letzten

Gleichungen und aus (75) in der Form ergeben:

(76) 4c j,^, -\-W- ac) j, + ^^ - « = 0.

Diese Gleichung aber stellt alle oo^ Kegelschnitte dar, die durch die

unendlich fernen Punkte der Coordinatenaxen gehen.

Es ist ferner bekannt, dass die Kreise der Ebene definiert werden

können als die oo^ Kegelschnitte, die durch die Kreispunkte der Ebene

gehen. Indem wir durch eine lineare Transformation die unendlich

fernen Punkte der J^- und l)^-Axe in die Kreispunkte überführen,

Trf. d. tverden wir also die oo^ Hyperhein (76) in die Kreise der Ebene ver-

in die wandeln. Wir wählen die lineare Transformation in der Form:
Kreise.

indem wir die neuen Punktcoordinaten in der Ebene mit x^, y^ be-

zeichnen. Erweitern wir diese Punkttransformation (vgl. § 1 des \. Kap.,

S. 10 bis 12), so erhalten wir die Berührungstransformation:

Wenn wir nacheinander die beiden Berührungstransformationen

(75), (77) ausüben, so werden also die oo^ Parabeln (69) in die Kreise
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der Ebene verwandelt. Diese Aufeinanderfolge ist aber nach Satz 5

des 2. Kap. (S. 46) einer einzigen Berührungstransformation äquivalent,

nämlich der, die durch Elimination der Veränderlichen i^, l)j, p^ aus

(75) und (77) hervorgeht:

('
Up y Vi 4p '

. 1 - p«

Bei dieser Berührungstransformation ist, wie man leicht ausrechnet:

(7S
')

dy, - p, dx, = ~^, {d\) - p dl).

Jetzt sind wir soweit, um von diesen Betrachtungen eine wichtige Berührgs-
' ^ ° trfn, d.

Anwendung zu machen. Wir haben oben (S. 241) alle oo^'* Berührungs- Kreise der

transformationen der (j^)-Ebene bestimmt, bei denen die Parabeln

(69) unter einander vertauscht werden. Da diese Parabeln vermöge

der Berührungstransformation (78) in alle Kreise der (a^^i/J- Ebene

übergehen, so sehen wir zunächst:

Satz 30: Die Schar aller Kreise der Ebene gestattet gerade oü^°

Berührungstransformationen.

Aus Satz 29 folgt noch:

Satz 31: Die Schar aller Kreise der Ebene gestattet gerade zehn von

einander unahhängige infinitesimale Berührungstransformationen.

Hiermit haben wir auf einem ganz anderen Wege einen schon

früher aufgestellten Satz bewiesen. ,Man vergleiche Satz 6, § 3 des

5. Kap. (S. 150). In diesem früheren Satze haben wir zugleich die

charakteristischen Functionen dieser zehn infinitesimalen Berührungs-

transformationen aufgestellt. Auch diese können wir hier von neuem

bestimmen.

Um dies zu thun, haben wir nur die Berührungstransformation

(78) auf die oben (S. 242) angegebenen zehn infinitesimalen Berührungs-

transformationen auszuüben, welche die Schar jener oo^ Parabeln in-

variant lassen. Wollen wir direct die charakteristischen Functionen

der dadurch hervorgehenden infinitesimalen Berührungstransformationen

aufstellen, so haben wir nach Satz 9, § 3 des 4. Kap. (S. 116), in die

oben (S. 242) angegebenen charakteristischen Functionen, nachdem sie

in Gemässheit der Formel (78') mit

multipliciert worden sind, die neuen Veränderlichen x^, y^, Ih "^^r-
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möge der Gleichungen (78) einzuführen. Alsdann ergeben sich die

charakteristischen Functionen:

la-m), - (2/1 + *x) yr+^, ^yr+"v,

2(y, + ix,y (1 + ip^), (y, -\- ix,) (1 + ip,), ^ (1 + ip,),

l {Vi - i^i) (1 - Wx),

- (V + !/i^) yr+i^, 1 (y^ - ^x) yr+'v,

- {y, — ix^y (1 — ip,).

Sie sind zunächst noch sehr unübersichtlich und mit Imaginärem be-

haftet. Die charakteristische Function der allgemeinsten infinitesimalen

Berührungstransformation, welche die Schar der Kreise

{x,-af-^{y,-ßf==f
invariant lässt, ist aber linear mit beliebigen constanten Coefficienten

aus diesen zehn zusammensetzbar. Man übersieht nun, dass sie auch

aus den folgenden zehn mit beliebigen constanten Coefficienten zu-

sammensetzbar ist:

1, Px, Vx — ^xPx, ^x + VxPx,

^^xVx + (2/1' — ^i") Px , 2/1' — ^1' — 2^1 yiPx,

n+i\\ x,yiTK\ 2/iyi+i^A (v + 2/iOyi+Ä^

Dies sind aber genau dieselben wie in Satz 6, § 3 des 5. Kap.

(S. 150), mit dem äusserlichen Unterschiede, dass damals die Coordi-

naten der Linienelemente mit x, y,
y' bezeichnet wurden, während hier

die Zeichen x,, Vx) Px benutzt sind.

Schliesslich bemerken wir nun noch Folgendes:

Zu Beginn dieses Paragraphen haben wir die Punkte (x, y, z) des

Raumes vermöge der Gleichungen

(64) l = x, t) = 2-j-xy, p = 2y

auf die Linienelemente (j, t), p) der (j^) -Ebene bezogen, sodass jeder

Nullgeraden des durch die Pfaff'sche Gleichung

(63) xdy — ydx-\-d2 =
definierten Nullsystems eine Parabel

(69) \) = a -{- 2hTC -{- cf

in der Ebene entsprach. Vermöge der Berührungstransformation (78)

sind nun ferner die Linienelemente (5, l), p) so auf die Linienelemente
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(^17 Vn Pd einer (x^y^-Woene bezogen worden, dass jeder dieser

Parabeln ein Kreis

{X, - ay + {y, - ßf = f
der (äj^^/i)

-Ebene entspricht.

Wir können natürlich auch direct die Punkte des Raumes (xyz)

auf die Linienelemente der (x^y^)-Ehene beziehen, indem wir aus (64)

und (78) die Veränderlichen j, ^, 5 eliminieren. Dies liefert alsdann das

Theorem 8: Vermöge der Gleichungen Abbild, a.
"^ ^ Nullgeraden

^1
~"

8y ? i/i — 82/ ' -^1 ~ 1 + 42/2

iverden die Punkte {x, y, s) des Baumes so auf die Linien-

elemente (a?i, ^1, p^) der {x^y^-Ehene bezogen, dass jeder Curve

des durch die Pfaff'sche Gleichung

X dy — y dx -\- dz =
definierten Nullsystems ein Elementverein der {x^y^-Ehene und
insbesondere jeder Nullgeraden des Nullsystems ein Kreis

{x, - af + (y, - ßf = f
der Ebene entspricht. Den Punhttransformationen des Baumes,
welche die Pfaff'sche Gleichung des Nullsystems invariant

lassen, entsprechen dahei die Berührungstransformationen der

(xy)-Ebene, insbesondere den oc^^ projectiven Transformationen

des Baumes, die jede Nullgerade in eine Nullgerade ver-

wandeln, diejenigen 00^° Berührungstransformationen der (Xj^yi)-

Ebene, die jeden Kreis in einen Kreis überführen.

Stellen wir die einander entsprechenden Gebilde tabellarisch zu-

sammen, so haben wir:

1) Ebene.

2) Linienelement der Ebene.

3) Elementverein in der Ebene.

4) Kreis in der Ebene.

5) Berührungstransformation in der

Ebene.

6) Berührungstransformation der

Ebene, die jeden Kreis in einen Kreis

überführt.

1) Raum.

2) Punkt des Raumes.

3) Curve des Nullsystems.

4) Nullgerade.

5) Punkttransformation, welche die

Pfaff'sche Gleichung des Nullsystems

invariant lässt.

6) Projective Transformation, die

jede Nullgerade in eine Nullgerade

überführt.

Später, im Schlusskapitel dieses Abschnittes, werden wir diesen

besonders wichtigen Untersuchungen wiederum näher treten.
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Kapitel 7.

Monge'sclie Gleichungen und Plücker'sche Liniencomplexe.

Im vorigen Kapitel beschäftigten wir uns mit den Pfaif'schen

Gleichungen

Xdx-{- Ydij-\-Z(h = 0,

die für unsere Auffassung Scharen von oo^ Linienelementen im Räume

(x, y, ä) bestimmen. Charakteristisch für diese Scharen war der Um-
stand, dass diejenigen oo^ Linienelemente einer Schar, die durch einen

Punkt gehen, ein ebenes Büschel von Fortschreitungsrichtungen be-

stimmen. Jetzt wollen wir ganz allgemeine Scharen von oo"^ Linien-

elementen im Räume (x^ y, z) betrachten. Jede derartige Schar wird

gegeben durch eine Gleichung von der Form:

^{x, y, ^; dx, dy, dz) = 0,

die in dx, dy, dz homogen ist. Wir nennen derartige Gleichungen zu

Ehren des Verfassers der „Application de l'analyse ä la geometrie"

Mdnge'sche Gleichungen *).

Mit jeder Monge'schen Gleichung sind eine Reihe von Integrations-

problemen verknüpft, von denen wir in diesem Kapitel die einfachsten

besprechen. So liegt hier das Problem vor, alle Integralcurven einer

Monge'schen Gleichung zu finden, d. h. alle Curven zu bestimmen,

deren Linienelemente die Monge'sche Gleichung erfüllen. Andererseits

werden wir sehen, dass die allgemeinen Monge'schen Gleichungen zu

einem Probleme führen, das wieder in einer partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung seinen analytischen Ausdruck findet.

Ganz besonders beschäftigen wir uns mit solchen Monge'schen

Gleichungen, unter deren Integralcurven oc^ Geraden enthalten sind.

Wir werden sehen, dass eine Monge'sche Gleichung diese Eigenschaft

hat, wenn sie auf die Form gebracht werden kann:

0(ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0.

Die Theorie dieser Gleichungen steht somit in engstem Zusammenhange

mit der Theorie der dreifach unendlichen Geradenscharen oder Linien-

complexe. In der That lässt sich die von Plücker begründete Linien-

geometrie als ein Abschnitt der Theorie der Monge'schen Gleichungen

auffassen.

*) Vgl. Monge, Supplement., oä Von fait mir que les equations aux differences

ordinaires p)Our lesquelles les conditions d'integrabilite ne sont pas satisfaites sont

susceptihles d'une veritahle Integration et que c'est de cette integration que depend

Celle des equations aux differences partielles elevees, Memoires de TAcademie,
Paris 1784, S. 502.
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Nachdem wir die älteren Untersucliungen über Geradenscharen,

die zum Teil von Gesichtspunkten der Mechanik ausgingen, in einem

gescMchÜichen Üherblich zusammengestellt haben, geben wir daher in

diesem Kapitel auch eine Einleitung in die Plücker'sche Liniengeometrie.

Schon in seinen ersten geometrischen Arbeiten betonte Lie, dass

sich die Plücker'sche Liniengeometrie unter die Theorie der Monge'schen

Gleichungen unterordnet, allerdings als ein besonders wichtiger Ab-

schnitt, und er zeigte zugleich an vielen Anwendungen die Fruchtbarkeit

dieser Betrachtungsweise*). Im letzten Paragraphen geben wir einige

unter seinen ersten Arbeiten über diesen Gegenstand wieder, in denen

die charakteristischen Eigenschaften derjenigen Monge'schen Gleichungen,

die Liniencomplexe definieren, von verschiedenen Gesichtspunkten aus

entwickelt werden.

§ 1. Monge'sclie Gleichungen.

Monge ist der erste Mathematiker, der sich eingehend mit

Gleichungen von der Form

il(x, y, ^; dx, dy, dz) =
beschäftigte, die in dx, dy, dz homogen sind. Wir bezeichnen deshalb

derartige Gleichungen als Monge'sche Gleichungen. Dementsprechend ^^o^se'sche

nennen wir Ausdrücke von der Form

il(x,y,z; dx,dy,dz),

die in dx, dy, dz homogen sind, Monge'sche Ausdrücke. Differential-

ausdrücke von dieser Form haben besonders durch Untersuchungen von

Gauss und Riemann eine grosse Bedeutung erlangt. Hier werden

wir uns aber nur mit Monge'schen Gleichungen beschäftigen.

Schon in § 1 des vorigen Kapitels (S. 184) gebrauchten wir ge-

legentlich den Begriff Linienelement im Räume. Wir verstehen darunter

wie in der Ebene den Inbegriff eines Punktes und einer durch ihn

gehenden Geraden. Die Bestimmungsstücke eines Linienelementes sind

die Coordinaten x, y, z seines Punktes und die beiden Verhältnisse der

Incremente dx, dy, dz, welche die Coordinaten x, y, z beim Fort-

schreiten auf der Geraden des Elementes erfahren. Es giebt also im

ganzen oo° Linienelemente im Räume. Durch die vorgelegte Monge'sche

Gleichung

(1) ^ip, V} ^'i ^^7 ^Vi d^) =
*) Sophus Lie; Om en Classe geometriske Transformationer, Verhandl. d.

Ges. d. Wiss. zu Christiania 1870, ferner ebenda 1871, sowie: Über Complexe,
insbesondere Linien- und Kugelcomplexe mit Anwendung auf Me Theorie partieller

Differentialgleichungen, Math. Annalen 6. Bd. (1872), S. 145.
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werden daher cxj* Linienelemente (x, y, z, dx : dy : dz) ausgewählt.

Durch den Punkt (x, y, £) gehen oo^ dieser Elemente, da die Gleichung

(1) bei gegebenem x, y, z eines der beiden Verhältnisse der Grössen

dx, dy, dz bestimmt. Diese durch einen Punkt gehenden oo^ Linien-

elemente bilden daselbst einen Kegel von Fortschreitungsrichtungen

^'kTei**" (^^"^ : dy : dz), den wir den Elementarliegel des Punktes (x, y, z) nennen.

Die Monge'sche Gleichung (1) ordnet also jedem Punkte des Raumes

einen Elementarkegel zu. Umgekehrt leuchtet ein, dass man eine

Zuordnung von Elementarkegeln zu den Punkten des Raumes in all-

gemeinster Weise durch eine Gleichung von der Form (1) zu bewerk-

stelligen hat.

Der allgemeine Elementarkegel wird zu einem ebenen Büschel

von Fortschreitungsrichtungen, wenn die Gleichung (1) linear in

dx, dy, dz ist, also wenn insbesondere eine Pfaff'sche Gleichung vor-

liegt. Bis auf weiteres werden die folgenden Überlegungen auch diesen

besonderen Fall mit umfassen.

Integral-
curve.

Integralcurve der Monge'schen Gleichung (1) Jieisst jede Curve, deren

Linienelemente die Motige'sche Gleichung erfüllen. In jedem Punkte p
einer Integralcurve c ist daher die Tangente des Punktes p
eine Mantellinie des Elementarkegels, dessen Spitze dieser

Punkt ist. (Siehe Fig. 51.) In § 2 des vorigen Kapitels

sahen wir schon, dass die endlichen Gleichungen der all-

gemeinsten Integralcurve einer Pfaff'sehen Gleichung nicht

nur willkürliche Constanten, sondern auch willkürliche

Functionen enthalten. Dasselbe gilt für beliebige Monge-

sche Gleichungen, zu denen ja die Pfaff'sehen als Special-

fälle gehören. Wir werden dies durch die folgende Be-

trachtung nochmals zeigen.

cm-vTn*auf 4^ ^lY nehmen irgend eine Fläche im Räume an und
geg. Fläche. ^ construieren in jedem Punkte p der Fläche sowohl die

Tangentenebene als auch den durch die Gleichung (1)

zugeordneten Elementarkegel (siehe Fig. 52). Die Ebene

schneidet den Kegel, da sie durch seine Spitze geht, nach

einer oder einigen Geraden, die Tangenten der Fläche im

Punkte jj sind. Wir können daher sagen, dass

die Monge'sche Gleichung (1) jedem Punkte

einer heliehig gewählten Fläche gewisse Fort-

schreitungsrichtungen auf der Fläche zuordnet.

ff Wählen wir unter diesen Fortschreitungs-

richtungen eine aus und gehen ihr beständig nach, so erhalten wir
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eine Curve auf der Fläche, also eine Curve, deren Linienelemente die

Monge'sche Gleichung erfüllen. Diese Curve ist daher eine Integral-

curve. Auf jeder Fläche liegen also eine oder mehrere Scharen von oo^

Infegralcurven der Monge'schen Gleichung (1). Da die Fläche will-

kürlich gewählt war, so folgt hieraus genau so wie in § 2 des 6. Kap.

bei der Pfaff'sehen Gleichung (S. 193), dass die allgemeinen endlichen

Gleichungen der Integralcurven willkürliche Functionen enthalten müssen.

Wenn z. B. die Monge'sche Gleichung (1) eine homogene Gleichung

zweiten Grades hinsichtlich dx, dy, dz ist, so wird jeder Elementarhcgel

ein Kegel zweiten Grades sein. In diesem Falle werden mithin jedem

Punkte der beliebig gewählten Fläche gerade zwei Foi-tschreitungs-

richtungen auf der Fläche vermöge der Monge'schen Gleichung zu-

geordnet. Die Fläche wird hier also doppelt üherdeckt von oo^ Integral-

curven.

Ist die vorgelegte Gleichung (1) homogen vom n^^"^ Grade in

dx, dy, dz, so wird eine allgemein gewählte Fläche w-fach von oo^

Integralcurven überdeckt.

Eine Curve im Räume wird dadurch analytisch dargestellt, dass

X, y, z als Functionen eines Parameters t gegeben werden. Bezeichnen

wir mit x
,
y' , z alsdann die Diflferentialquotienten von x, y, z nach t,

so folgt, da die Gleichung (1) homogen in dx, dy, dz ist, dass die

Curve dann und nur dann Integralcurve der Monge'schen Gleichung (1)

ist, wenn sie die Bedingung erfüllt:

(1') ^{x, y, z; X, y', z') = 0.

Wir werden öfters, wenn es zweckmässig erscheint, die Monge'sche

Gleichung auch in dieser Form (1') benutzen. Die Gleichung (1') ist

homogen in x'
,
y', z .

Die Pfaff'schen Gleichungen stellen wie gesagt einen Specialfall

der Monge'schen Gleichungen dar. Wir erkannten in § 3 des vorigen

Kapitels (vgl. Satz 12, S. 218), dass eine Pfaff'sche Gleichung dann

und nur dann od^ geradlinige Integralcurven besitzt, wenn sie die be- integrai-

sondere Form hat:

Ä(ydz — zdy) -f- B{zdx — xdz) -f G{xdy — ydx) -\-

-}-Ddx-\-Edy-\- Gdz = 0.

Es ist nun offenbar auch denkbar, dass eine Monge'sche Gleichung

(1) Sl(x, y, Z'^ dx, dy, dz) = 0,

die keine Pfaff'sche Gleichung ist, oo^ Geraden als Integralcurven zu-
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lässt. Wir wollen die notwendige und hinreichende Bedingung hierfür

aufstellen.

Soll die Monge'sche Gleichung (1) oo^ geradlinige Integralcurven

besitzen, sollen also durch jeden Punkt (x, y, s) deren oo^ hindurch-

gehen, so muss es möglich sein, für x, ij, s solche lineare Functionen

eines Parameters t zu finden, dass sie und ihre Differentiale dx^ dy, dz

die Monge'sche Gleichung (1) und sonst keine Gleichung erfüllen.

Es muss also möglich sein, für x, y, z solche Functionen eines Para-

meters t zu finden, dass einerseits

(2) x" = ij" = 0" =
wird und andererseits die Grössen x, y, z, x\ y' , z' die Relation

(1') Sl{x, y, z; X, y', z') =
und zwar nur diese Relation erfüllen. Die Accente deuten hierbei die

Difi'erentiation nach t an.

Wenn wir (1') nach t differenzieren, so folgt mit Rücksicht auf (2),

dass

(3) Sl^x' -^Sl,jy' -{- Sl,z' =
sein muss vermöge (1'). Diese Gleichung (3), aufgefasst als lineare

partielle DifiFerentialgleichung für Sl, ist nun äquivalent dem System

von simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen

/is dx dy dz dx' dy' dz^

Wir haben also zu verlangen, dass Sl == eine Integralgleichung des

Systems (4) sei. Dies System besitzt fünf von einander unabhängige

Integrale. Nun sind die sechs Functionen:

yz' — zy', zx' — xz', xy' — yx', x', y', z'

solche Integrale, zwischen denen nur die eine Relation besteht:

(5) x'{yz' — zy') + y'izx — xz') + z' {xy' — yx') = 0.

Daher ist die allgemeine Integralgleichung und mithin auch .ß =
eine Gleichung zwischen diesen sechs Integralen. Sie muss somit die

Form haben:

(6') ^{yz' — ^y', zx — xz'^ xy' — yx', x', y', z') = 0.

Es soll nun aber die Gleichung (!'), die ja aus (1) hervorgegangen

ist, homogen in x', y', z' sein. Die Euler'sche Bedingung hierfür, dass

nämlich

dx * dy "^
' dz

eine Folge von = sei, liefert sofort, dass O = in den sechs

in auftretenden Argumenten homogen sein muss.
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Es liege andererseits irgend eine Gleichung vor von der Form:

(6') 0(yz' — 2i/, zx' — xz', xy' — yx', x', y', z') = 0,

die in den sechs Argumenten von ^ homogen sei, oder also es liege

die Monge scJie Gleichung vor:

(6) Q(ydz — zdy, z dx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0.

Natürlich darf die Gleichung (6') nicht die Form (5) haben, die eine

Identität ist. Man sieht nun sofort ein, dass die Monge'sche Gleichung

(6) (3ü'' geradlinige Integralcurven besitzt.

In der That, die Gerade

(7) x = rz-\- Q, y = sz -\- ö,

für die

dx = r dz, dy = s dz

ist, wird eine Integralcurve sein, wenn die Constanten r, s, q, 6 so

gewählt werden, dass sie die durch Substitution dieser Werte für

X, y, z, dx, dy aus (6) hervorgehende Gleichung erfüllen:

^{adz, — gdz, (sq — r6)dz, rdz, sdz, dz) =
oder, da diese Gleichung in dz homogen ist:

(8) ^{6, - Q, SQ - rö, r, s, 1) = 0.

Dies ist eine Bedingungsgleichung für die vier Bestimmungsgrössen

r, s, Q, 6 einer Geraden (7). Es giebt daher oo-'' Geraden (7), die

Integralcurven der Monge'schen Gleichung (6) sind.

Scharen von oo^ Geraden im Räume sind schon seit langer Zeit

in der Mathematik untersucht worden. Wir werden weiter unten

geschichtliche Notizen hierüber beibringen. Eine allgemeine Theorie

für solche Geradenscharen hat aber erst Plücker*) geschaffen, der

für die Scharen von tx)^ Geraden den heutzutage allgemein gebräuch-

lichen Namen: Liniencomplexe einführte. Linien-

Liegt ein beliebiger Liniencomplex vor, ist also eine Schar von

oü^ Geraden im Räume gegeben, so werden durch diese Geraden oo^

Linienelemente gegeben, da jede Gerade oo^ Linienelemente enthält.

Andererseits aber wissen wir, dass jede Schar von oo"^ Linienelementen

durch eine Monge'sche Gleichung definiert wird, und es ist klar, dass

jene oo^ Geraden Integralcurven dieser Monge'schen Gleichung sind. Da
nun die soeben gefundene Monge'sche Gleichung (6) die allgemeinste

ist, die oü^ geradlinige Integralcurven besitzt, so folgt, dass ein Linien-

complex in allgemeinster Weise durch eine Monge'sche Gleichung von

*) Plücker, Neue Geometrie des Baumes, gegründet auf die Betrachtung der
geraden Linie als Baumelement, herausgegeben von Klein, Leipzig, 1868— 69.
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der Form (6) definiert wird. Die oo^ Geraden des Complexes, die

durch einen gegebenen Punkt allgemeiner Lage gehen, bilden daselbst

den Elementarkegel, der dem Punkte vermöge der Monge'sehen Gleichung

zugeordnet ist. Wir kommen somit zu dem

Satz 1: Zu jedem Liniencomplex im Räume (x, y, z) gehört eine

ganz bestimmte Monge'sclie Gleichung von der besonderen Form

^{ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0,

die homogen in den sechs Argumenten der Function ist. Die Geraden

des Complexes sind die oo^ geradlinigen Integralcurven dieser Monge'sehen

Gleichung. Die durch einen beliebigen PunM allgemeiner Lage gehenden

oo^ Complexgeraden erzeugen den Elementarkegel , der dem Punkte ver-

möge der Monge'sehen Gleichung zugeordnet ist. Umgekehrt definiert jede

solche Gleichung ^= einen Liniencomplex.

Es erhellt hieraus, dass sich die Plücker'sche Liniengeometrie der

Theorie der Monge'sehen Gleichungen unterordnet*).

Wir wollen das Vorangehende durch zwei Beispiele erläutern.

1. Beispiel. 1. Beispiel: Es liege die Monge'sche Gleichung vor:

(9) %i dx^ -\- «22 dy^ -f" %3 ^^^+ 2 ^23 dydz-\-2 a.^^ dzdx-\-2 a^^ dx dy= 0.

Die Coefficienten «^ sollen Constanten sein. Diese Gleichung (9) ge-

hört zu denen von der obigen Form = 0. Sie besitzt also oo^

geradlinige Integralcurven. Um deren Lage im Räume festzustellen, be-

trachten wir den Elementarkegel, den die Gleichung (9) einem Punkte

(x, y, z) zuordnet. Da die Gleichung (9) frei von x, y, z ist, so ordnet

sie allen Punkten congruente und gleichgestellte Kegel zweiten Grades

zu. Wir wollen annehmen, die Gleichung (9) sei nicht in zwei lineare

Gleichungen in dx, dy, dz zu zerspalten, d. h. der Elementarkegel sei

irreducibel. Da die Elementarkegel in diesem Beispiele durch Trans-

lation in einander übergehen, so ist jede Gerade, die einem Elementar-

kegel angehört, in jedem ihrer Punkte eine Gerade des zugeordneten

Kegels, d. h. sie ist eine Integralgerade. Führt man nun auf einen

solchen Kegel mit seinen oo^ Geraden alle oo^ Translationen des Raumes

aus, so erhält man alle oo^ Elementarkegel. Sie schneiden sämtlich,

da sie einander congruent und gleichgestellt sind, die unendlich ferne

Ebene in ein und demselben Kegelschnitte. Der vorliegende Linien-

complex besteht daher aus allen oo^ Geraden, die einen unendlich fernen

Kegelschnitt schneiden.

*) Verhandlungen der Ges. d. Wiss. zu Christiania 1871 und Mathem. Ann.
ö. Bd. (1872). Vgl. Fussnote S. 249.
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Da dx, dy, dz längs aller einander paralleler Geraden, also längs

aller Geraden durch einen gemeinsamen unendlicli fernen Punkt, die-

selben Verhältnisse haben, so liönnen wir dx, dy, dz als homogene

PunMcoordinaten in der unendlich fernen Ebene auffassen. Die vor-

gelegte Gleichung (9) stellt bei dieser Auffassung geradezu den er-

wähnten unendlich fernen Kegelschnitt dar.

Geben wir der Gleichung (9) die speciellere Form

(9') dx^ + dy^ - TC" dz^ = (x 4= 0),

so sind die Elementarkegel Botationskegel , deren Äxen parallel der z-Axe

verlaufen, und deren Mantellinien einen Winkel y mit der (a^^)-Ebene

bilden, dessen Tangente gleich - ist. Hier besteht der Complex aus

allen Geraden, die zur (xy)-Ebene die Neigung y haben. Die Integral-

curven der Monge'schen Gleichung (9') sind die Curven, deren Tangenten

mit der (a;^) -Ebene den Winkel y bilden. Man kann auch sagen:

Sie sind die RücMehrcurven der abwickelbaren Flächen, die den un-

endlich fernen Kegelschnitt (9') enthalten.

In dem noch specielleren Falle

(9") dx^ -f dy'^ -\-dz'' =
besteht der Complex aus allen Geraden, die den imaginären unendlich

fernen Kugelkreis treffen, d. h. aus allen Minimalgeraden. Die Integral-

curven der Monge'schen Gleichung (9") sind die Minimalcurven. In

der metrischen Geometrie spielt deshalb diese Monge'sche Gleichung

(9") eine wichtige Rolle.

2. Beispiel: Eine gegebene Fläche besitzt oo^ Tangenten, sobald sie keine 2. Beispiel,

abwickelbare Fläche ist. Diese Tangenten stellen also einen Liniencomplex dar.

Die Elementarkegel der zugehörigen Monge'schen Gleichung sind die Tangential-

kegel der Fläche. Liegt z, B. eine Fläche zweiten Grades vor:

+ Sai^as + 2a242/ + '^(^sa^ + «44 = 0,

die keinen Kegel zweiten Grades vorstellen soll, so bestimmen ihre Tangenten
einen Liniencomplex, dessen Monge'sche Gleichung so zu bilden ist: Sind x, y, z

die Coordinaten eines beliebigen Punktes des Raumes und x\ y', z' proportional

den Richtungscosinus einer durch diesen Punkt gehenden Complexgeraden , so

müssen x -\- x't, y -\- y't, z -\- z' t bei variablem t die laufenden Coordinaten

einer Flächentangente sein, d. h. es muss die in t quadratische Gleichung

F{x + x't, y + y't, z + z't) = o,

Avelche die Schnittpunkte der Geraden mit der Fläche bestimmt, eine Doppel-

wurzel t haben. Stellt man die Bedingung hierfür auf, so erhält man die

Gleichung

:
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(«n «22 ~ «1«) (*2/' — y^y + • • +
-f 2ai^a,^{xy' — yx') {zx — xz') + • • +

* + 2(ai2ai^ — a^^a^^) {xy' —yx') x' + -\-

+ 2(aiias^ — a^^a^^) {zx — xz') x' + -\-

+ a44(«iiaj''+ • • + 2a„32/'^' + •..) —
— {a^^x' + «i^i/' + «34^')' = 0.

Hierin sind die Glieder, die durch cyklische Vertauschung von x, y, z und gleich-

zeitige cykusche Vertauschung der Indices 1, 2, 3 aus den angegebenen Gliedern

hervorgehen, durch Punkte angedeutet. Schreiben wir in dieser Gleichung dx,

dy, dz für x', y', z', so erhalten wir die Monge'sche Gleichung, welche die oc^
Tangenten der Fläche zweiten Grades F =^ als Integralcurven besitzt. In der

That ist hier der Satz 1 erfüllt.

Inte- Mit einer Monffe'schen Gleichung lassen sicli mehrere Inteqrations-
gratious- „ 1 . -,

*
Probleme. jyfoMenie verbinden:

Zunächst kann man nach allen Integralcurven einer vorgelegten

Monge'schen Gleichung fragen. Wir werden an einer späteren Stelle

(im dritten Abschnitt) sehen, in welcher Weise Monge dieses Problem

auf das der Integration eines einzigen Systems simultaner gewöhnlicher

Differentialgleichungen zurückgeführt hat, und gehen hier noch nicht

darauf ein.

Es giebt ein anderes und noch wichtigeres Integrationsproblem,

das mit einer vorgelegten Monge'schen Gleichung verknüpft ist.

Wie wir oben schon bemerkten, wird eine beliebig gegebene

Fläche im allgemeinen mehrfach von oo^ Integralcurven der Monge'schen

Gleichung bedeckt. Ist, wie wir beispielsweise erwähnten, die Monge-

sche Gleichung homogen und ganz vom w*^" Grade in dx, dy, dz, so

enthält der Elementarkegel in einem Punkte der Fläche im allgemeinen

n Tangenten der Fläche, sodass die Fläche n-fach von Integralcurven

überdeckt wird. Es ist aber denkbar, dass die Fläche von solcher

besonderer Form ist, dass in jedem ihrer Punkte zwei der genannten

n Tangenten zusammenfallen, sodass sie nur noch (w — l)-fach von

Integralcurven überdeckt wird, wobei dann die eine der auftretenden

Curvenscharen doppelt zu zählen ist. Dieser Fall tritt ein, wenn in

jedem Punkte der Fläche die Tangentenebene der Fläche zugleich

Tangentialebene des Elementarkegels ist, der dem Punkt zugeordnet

wird, oder wenn, wie wir uns kürzer ausdrücken können, die Elementar-

kegel, die den Punkten der Fläche zugeordnet sind, die Fläche berühren.

Fläche, Es ist nun ein sehr wichtiges Integrationsproblem, hei vorgelegter

Elementar- Mofige'scher Gleichung
kegeln

'
w'iid'* (1) ii{oc, y, ^; dx, dy, dz) =
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alle Flächen zu hestimnien, die in allen ihren PunUen die den Punkten

zugeordneten Elementaricegel berühren.

Hierbei ist von dem Fall abzusehen, dass der Elementarkegel

selbst in eine Ebene ausartet, d. h. dass die Monge'sche Gleichung (1)

in dx, dy, dz linear ist und sich also auf eine Pfaff'sche Gleichung

reduciert.

Wir können dies noch anders auffassen, wenn wir den Begriff

Flächenelement einführen. Unter einem Flächenelement im Räume ver-
eJg^'^p^";

stehen wir den Inbegriff eines Punktes und einer durch den Punkt

gehenden Ebene. Da es oo^ Punkte im Räume giebt und durch jeden

Punkt oo^ Ebenen gehen, so giebt es insgesamt oo^ Flächenelemente.

Eine Fläche enthält oo^ Punkte und hat in jedem eine Tangentenebene.

Eine Fläche hesitzt daher oo^ F'lächenelemente. Nebenbei sei bemerkt,

dass dies auch für abwickelbare Flächen gilt, die zwar nur c»^ Tangenten-

ebenen besitzen, aber doch oo^ Punkte, also auch oo^ Flächenelemente

enthalten. Hier tritt nur der besondere Fall ein, dass je oo^ dieser

Flächenelemente die Ebene gemein haben.

Eine Monge'sche Gleichung ordnet jedem Punkte einen Elementar-

kegel, bestehend aus oo^ Fortschreitungsrichtungen, zu. Dieser Kegel

hat, sobald er nicht in eine Ebene ausartet, 'oo^ Tangentialebenen. Jeder

Elementarlcegel bestimmt demnach oo^ Flächenelemente. Der Elementar-

kegel ist zwar auch eine abwickelbare Fläche, aber gemäss dem Be-

griffe des Elementarkegels kommen bei ihm nur die oo^ Flächenelemente

in betracht, die zum Punkte die Spitze des Kegels haben. Da die

Monge'sche Gleichung im Ganzen oo^ Elementarkegel definiert, so

folgt: Eine nicht lineare Monge'sche Gleichung bestimmt oo* Flächen-

elemente im Paume und zwar so, dass sie jedem Punkte oo^ Flächen'-

elemente zuordnet, die den Elementarkegel des Punktes umhiÜlen.

Fordern wir nun, dass eine Fläche in jedem ihrer Punkte den zu-

geordneten Elementarkegel berühren soll, so können wir dies auch so

ausdrücken: Wir fordern, dass die cx)^ Flächenelemente der Fläche in

der Schar der oo'^ Flächenelemente enthalten seien, die durch die

Monge'sche Gleichung definiert werden. Unser obiges Integrations-

problem kann also so formuliert werden:

Es liegt eine Monge'sche Gleichung (1) vor, die also oo^ Flächen- Neue

demente im Räume definiert Gesucht werden alle Flächen, deren samt- Problems.'

liehe Flächenelemente zu diesen oo* Flächenelementen gehören.

Um unser Problem analytisch zu formulieren , müssen wir für die Anai. For

'•' Flächenelemente des Raumes Bestimmungsstücke einführen. Ist

Lie, Geometrie der Berühruugstransformationen I. 17 [10. IX. 1895.]
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{x, y, z) der Punkt eines Flächenelementes, so hat die Gleichung der

Ebene des Flächenelementes, geschrieben in den laufenden Punkt-

coordinaten J, ^, 5, die Form:

(10) (ä - ^) - P{1 -x)- g(9 - ?/) = 0,

in der p^ q die Stellung der Ebene im Räume bestimmen. Die Grössen

p, q, — 1 sind proportional den Richtungscosinus der Ebene des

Flächenelementes. Wir können daher die fünf Grössen x, y, 2, p, q

^Fiächen^-*
^^^ Coordinaten des FlächeneJementes bezeichnen, dessen Punkt der Punkt

eiements.
(^^^ y^ £^ ^ud desscn Ebcnc die Ebene (10) ist.

Soll nun das Flächenelement {x, y, z, p, q) der Fläche

(11) z = c3{x,y)

angehören, so muss (x, y, z) ein Punkt dieser Fläche und die Ebene

(10) die Tangentenebene der Fläche in diesem Punkte, also

/-, -,/x dz dz

sein. Das Flächenelement (x, y, z,p, q) gehört somit der Fläche (11)

dann und nur dann an, wenn seine Coordinaten x, y, z, p, q die drei

Gleichungen (11) und (11') erfüllen.

Auf der anderen Seite stellt die Gleichung

(1') ^{x, y, z; x', y', z') =
den Elementarkegel des Punktes {x, y, z) dar, indem x\ y', z propor-

tional den Richtungscosinus der Mantellinien dieses Kegels sind. Daher

wird jede Tangentialebene dieses Kegels dargestellt durch eine Gleichung

von der Form

ßx'(£ - ^) + ^y\^ - !/) + ^Al - ^) -
oder:

Vergleich mit (10) lehrt, dass ein Flächenelement {x^ y, z, p, q) dann

und nur dann ein Flächenelement des Elementarkegels des Punktes

(x, y, z) ist, wenn

(12) P = -t' '--t
ist und x', y', z' die Bedingung (1') erfüllen. Elimination der drei

homogen auftretenden Grössen x', y', z' aus (1') und (12) liefert mithin

eine einzige Gleichung in x, y, z, p, q:

(13) F{x, y, z, p, q) = 0,

die von allen 00* Flächenelementen (x, y, z, p, q) erfüllt wird, die

durch die vorgelegte Monge'sche Gleichung (1) definiert sind.
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Satz 2: Eine vorgelegte nicht lineare Monge'sche Gleichung

Sl{x, y, 0'^ dx, dy, dz) =
definiert oo* Flächenelemente (x, y, z, p, q) im Räume. Die oo^ dieser

Flächenelemente, die den Punkt {x, y, z) gemein haben, umhüllen den

FlementarJcegel des Punktes. Die Gleichung, die von allen diesen oo*

Flächenelementen (x, y, z, p, q) erfüllt wird, ergiebt sich durch Elimi-

nation der homogen auftretenden Grössen x',y',z' aus den drei Gleichungen:

^{x, y, z; x, y', z') = 0,

in der Form
F{x, y,z,p,q) = 0.

Wenn die vorgelegte Monge'sclie Gleichung nicht linear, d. h.

keine Pfaff'sche Gleichung ist, so umhüllen die Flächenelemente, die

einem Punkte (x, y, z) zugeordnet werden, einen wirklichen Kegel.

Daraus folgt, dass dann die Gleichung (13) in p und q nicht linear ist.

Die Flächenelemente der Fläche

z = co{x,y)

gehören nun nach (11') dann und nur dann zu den oo'' Flächenelementen,

welche die Monge'sche Gleichung definiert, wenn für diese Fläche z

eine solche Function von x, y ist, dass es stets Werte x', y', z' giebt,

für die

^{x, y, z-, x, y', z') =
und

ist. Das Wertsystem x', y', z' stellt dann Grössen proportional den

Richtungscosinus der Mantellinie dar, die der Elementarkegel des Punktes

{x, y, z) mit dem Flächenelemente (x, y, z, p, q) gemein hat. Die drei

letzten Gleichungen enthalten x', y', z' homogen. Elimination von

x
, y\ z' aus ihnen liefert also eine Gleichung, die nach (13) augen-

scheinlich diese ist:

(1*) ^'(-- ^. ^. ||. !) = 0.

Wenn umgekehrt

(11) z = (o{x,y)

die Gleichung (14) für alle Werte von x, y erfüllt, so gehört jedes Flächen-

element {x,y,z,p,q) der Fläche (11), für das ja

17*
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p = -^-^, a = dy

ist, nacli Satz 2 zu den oo* Flächenelementen , welche die Monge'sche

Gleichung definiert. Mit anderen Worten: Dann hat die Fläche (11)

in jedem Punkte zur Tangentenebene eine der Tangentialebenen des

Elementarkegels, der dem Punkte zugeordnet ist.

Unser Integrationsproblem kommt also hinaus auf die Integration

rHffgfTo ^®^ partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (14) zwischen der

abhängigen Veränderlichen und den beiden unabhängigen Veränder-

lichen X, y. Somit haben wir gefunden*):

Satz 3: Alle Flächen

z = (a{x, y),

die in jedem ihrer PunMc den Elementarkegel berühren, der dem Punlte

durch eine vorgelegte in dx, dy, dz nicht lineare Monge'sche Gleichung

^{x, y, Z'^ dx, dy, dz) =
zugeordnet wird, ergehen sich durch Integration einer gewissen partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung für z:

0.
' ' dx' dy)

hervor durch Elimination der drei homogen

aus den drei

z- x', y', z') = 0,

St. Si,

F[x,i

Diese Differentialgleichung geht

auftretenden Grössen x', y', z'

Si(x, y

^_ __ ,

dz dz — 1

dx dy

Ist z = CO {x, y) eine Integralfläche der partiellen Differentialglei-

chung (14), so wird sie in jedem ihrer Punkte eine gewisse Fort-

schreitungsrichtung (x':y':z') mit dem

zugehörigen Elementarkegel gemein

haben. Jedem Punkt der Fläche wird

somit eine Richtung auf der Fläche

zugeordnet. Geht man beständig der

zugeordeten Richtung nach, so erhält

man eine Curve. Jede Integralfläche

der partiellen Differentialgleichung (14)

wird also von 00^ Curven üherdecM, derart

dass in jedem Punkte der Fläche der zu-

gehörige Elementarkegel längs der betreffenden Curve berührt. (Siehe Fig. 53.)

*) Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung beginnt

mit Euler und Lagrange. Ihre geometrische Einkleidung rührt in erster Linie

von Monge her. Hierüber später, im dritten Abschnitt, Ausführlicheres.

Fig. 53.
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Man nennt nach Monge diese Curven auf den Integralflächen Charak- Charakte-

ren *sfiÄ;ew. Im dritten Abschnitte dieses Buches werden wir uns ein-

gehend mit ihnen beschäftigen. Wir werden insbesondere sehen, dass,

obgleich jede partielle Differentialgleichung unendlich viele von will-

kürlichen Functionen abhängige Integralflächen besitzt, doch die Zahl

ihrer Charakteristiken die Zahl oo^ nicht übersteigt.

Wir wollen nun zeigen, dass die soeben durchgeführte Rechnung sich voll- Andere

ständig mit der Rechnung deckt, die man in der Geometrie der Ebene ausführt, "obigen
^"^

um von der Gleichung einer ebenen Curve in homogenen Punktcoordinaten zur Rechnung.

Gleichung dieser Curve in nicht -homogenen Liniencoordinaten überzugehen.

Deuten wir nämlich x', y', z' als homogene 'Punktcoordinaten in der Ebene.,

fassen wir dagegen x, y, z als Constanten auf, so bestimmt die Gleichung

(D "ßO^, 2/, ^; oc\ y\ z') =
eine Curve in den laufenden homogenen Punktcoordinaten x',y\z'. Die Tangente
der Curve im Punkte (x' : y' : z') wird dargestellt durch die Gleichung

(15) ß^,£' + ß,^,Q' + ß^,ä' = o,

wenn j', t)', j' ihre laufenden homogenen Punktcoordinaten sind. Nun lässt sich

aber die Gleichung einer Geraden in den homogenen Punktcoordinaten j', t)', g'

auch so schreiben:

ä' -PI - 2^)' = 0.

Es lassen sich alsdann die Coefficienten p, q als nicht -homogene Liniencoordinaten

der Geraden auffassen. Der Vergleich mit (15) zeigt, dass die Tangente der be-

trachteten ebenen Curve die Liniencoordinaten

hat. Will man also die Relation haben, die von den Liniencoordinaten 2^, q aller

oo^ Tangenten der ebenen Curve erfüllt werden, so hat man hieraus und aus

der Curvengleichung ß = selbst die homogenen Punktcoordinaten x', y', z' zu

eliminieren, wodurch man zu der früheren Gleichung

(13) F{x,y,z, p,q) =
gelangt. Bei dieser ganzen Betrachtung spielen x, y, z die Rolle von Parametern.

Es ist nicht schwer, sich diesen Zusammenhang zwischen einem ProblemBegrifflicher

des Raumes und einem Problem der Ebene begrifflich klar zu machen: Alle (X)^^"^*™™^"^'

durch den festgewählten Punkt {x, y, z) des Raumes gehenden Linienelemente verschied,

bilden eine zwei - dimensionale Mannigfaltigkeit mit den homogenen Coordinaten '^^'^*"°8ei'-

x\ y\ z' . In dieser Mannigfaltigkeit spielen also die oo* Linienelemente die-

selbe Rolle wie die Punkte der Ebene, sobald wir x\ y', z' als homogene Punkt-
coordinaten auffassen. Die oo* Linienelemente lassen sich zu oo* ebenen Büscheln
von je cx)^ Elementen oder also zu oo^ Flächenelementen zusammenfassen. Jedes
solche Flächenelement im Punkte (x, y, z) wird durch eine lineare Gleichung
zwischen x\ y\ z' dargestellt:

z' — px — qy' = 0,

sodass p, q nicht -homogene Bestimmungsstücke dieser oo^ Flächenelemente sind.

Diesen Flächenelementen entsprechen bei der Deutung in der Ebene die cx)^

Geraden der Ebene mit den nicht -homogenen Bestimmungsstücken p, q. Die
Monge'sche Gleichung

(1) ^{x-, y, Z\ x\ y\ z') = 0,
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die in x\ y\ z' homogen ist, bestimmt im Punkte {x^ y, z) des Raumes co^
Linienelemente jener zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, nämlich die eines

Kegels. Bei der Deutung in der Ebene bestimmt sie die Punkte einer Curve.

Im Räume erhalten wir die Gleichung,

welche die Bestimmungsstücke p, q jener

oo^ Flächenelemente erfüllen, die den

Kegel umhüllen; in der Ebene entspricht

ihr die Gleichung in den Liniencoordi-

naten p, g, die von den Tangenten der

ebenen Curve erfüllt wird.

Direct können wir den Zusammen-
hang zwischen dem Problem im Räume
und dem in der Ebene herstellen, wenn
wir x', y', z' als homogene Coordinaten

desjenigen Punktes der unendlich fernen

Ebene auffassen, in dem die Gerade des

Linienelementes (x' :
y' : z') diese Ebene trifft. Der Kegel schneidet dann die

unendlich ferne Ebene in der besprochenen ebenen Curve, die Flächenelemente,

die den Kegel umhüllen, schneiden sie in den Tangenten der Curve. (Siehe Fig. 54.)

Fig. 54.

Umkehrung. Wir können unsere bisherige Betrachtung auch umkehren. Liegt eine partielle

Differentialgleichung erster Ordnung von der Form

(14)
,/ cz cz\
[x, y, z, >-, >-) =
\ '

'^'
' cx^ cyl

vor, so verlangt ihr Integrationsproblem, die Flächen zu bestimmen, die in jedem
ihrer Punkte {x, 3/, z) eine solche Tangentenebene

(10) i- z — p{l-x)- q{^ -y) =0
haben, deren Bestimmungsstücke p, q der Gleichung

(14') F{x, y,z,p,q) =
genügen. Durch diese Gleichung werden aber aus den oo^ Ebenen, die durch den

Punkt {x, y, z) gehen, gerade oc^ ausgezeichnet, also oo^ Flächenelemente mit

gemeinsamem Punkte (x, y, z). Diese Flächenelemente umhüllen, sobald die

Gleichung (14') nicht linear ist, einen Kegel. Auf den Fall, dass die vorgelegte

Differentialgleichung (14) linear ist, kommen wir nachher zu sprechen. Durch

die Gleichung (14') wird nun also jedem Punkte («, y, z) ein Kegel durch ihn

zugeordnet, und das Integrationsproblem kommt darauf hinaus, alle Flächen zu

finden, die in jedem ihrer Punkte den zugeordneten Kegel berühren. Die Zu-

ordnung der Kegel zu den Punkten des Raumes wird aber, wie wir wissen, durch

eine Monge'sche Gleichung dargestellt. Wie man rechnerisch die Monge'sche

Gleichung findet, soll uns hier nicht beschäftigen, da wir im dritten Abschnitte

darauf zurückkommen.

Wir erläutern das Vorhergehiende durch einige Beispiele, die für

unsere Zwecke eine hervorragende Wichtigkeit haben:

1. Beispiel. 1- Beispiel : Vorgelegt sei die schon früher (S. 255) betrachtete

Monge'sche Gleichung

(16) dx'-^dy' — x'd2' = (x^O)
oder

(16') x'''-\-i/^ — x^2'^ = 0.
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Hier sind, wie wir wissen, die Elementarkegel congruente Rotations-

kegel, deren Axen der 0-Axe parallel sind und deren Mantellinien den

Winkel y mit der (xyJ-'Ebene bilden, wobei

1
tgy =

ist. Hier also ist die Ebene

1+/ + ?^ = ™^^

(h
— ^) —Pii — x) — q{t) — y) =

dann Tangentialebene des Elementarkegels im Punkte (x, y, z), wenn

sie ebenfalls diesen Winkel mit der (a;^) -Ebene bildet, wenn also

d. h.

ist. Mithin ist

die partielle Dijfferentialgleichung erster Ordnung im vorliegenden

Beispiele. Man findet sie natürlich auch durch directe Anwendung

des oben gegebenen Verfahrens. — In diesem Beispiel ist es leicht,

Integralflächen der partiellen Differentialgleichung zu bestimmen, Flächen

also, deren Tangentenebenen sämtlich den Winkel y mit der (a;^)- Ebene

bilden. Zunächst gehören hier-

zu die OQ^ Ebenen, die diese

Neigung haben und ferner alle

die oc^ Rotationskegel, deren.

Mantellinien den Winkel y mit

der (icy) -Ebene bilden. (Siehe

Fig. 55.) Wenn wir eine be-

liebige Schar von oo^ jener

Ebenen mit der Neigung y

herausgreifen, so erhalten wir

als Umhüllende derselben eine

abwickelbare Fläche. Da ihre

Tangentenebenen gerade die gewählten oo^ Ebenen sind, so erfüllt

diese abwickelbare Fläche die Bedingung, die wir an eine Integral-

fläche stellen müssen. Jede abwickelbare Fläche also, die von oo^

Ebenen umhüllt wird, die den Winkel y mit der (^^) -Ebene bilden,

ist eine Integralfläche.

Hiermit sind aber auch alle Integralflächen bestimmt. Denn eine

beliebige Integralfläche muss notwendig abwickelbar sein. Wäre sie

Fig. 55.
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dies niciit^ so hätte sie oo^ Tangentenebenen und wir müssten fordern,

dass diese Ebenen sämtlich den Winkel y mit der (ici/) -Ebene bilden.

Es giebt jedoch gerade nur oo^ Ebenen mit dieser Neigung. Sie um-

hüllen aber augenscheinlich nicht sämtlich eine Fläche. Nicht -ab-

wickelbare Integralflächen giebt es somit nicht. Soll nun eine ab-

wickelbare Integralfläche hergestellt werden, so müssen die Ebenen, die

sie umhüllen, als ihre Tangentialebenen den Winkel y mit der (xy)-

Ebene bilden. So kommen wir wieder zu den oben bestimmten

Integralflächen.

Erinnern wir uns daran, dass im gegenwärtigen Beispiel alle oo^

Elementarkegel bis ins Unendliche ausgedehnt die unendlich ferne

Ebene in ein und demselben Kegelschnitt k schneiden, so können wir

auch sagen: Die Integralflächen der partiellen Differentialgleichung (17)

sind die abwickelbaren Flächen, die den durch (16') in homogenen

Punktcoordinaten x', y' , z' dargestellten unendlich feraen Kegelschnitt

li enthalten, sowie die Ebenen, die diesen Kegelschnitt berühren.

Betrachten wir eine der Integralflächen (vgl. Fig. 56). Als ab-

wickelbare Fläche enthält sie oo^ Geraden, die den unendlich fernen

Kegelschnitt 7j treffen. Wollen wir

in einem Punkte p der Fläche den

Elementarkegel des Punktes con-

struieren, so haben wir den Punkt jj

mit allen Punkten des Kegelschnittes

Ä; durch Geraden zu verbinden. Die

Tangentenebene der Integralfläche im

Punkte j) aber berührt Ä; und ist so-

mit auch Tangentialebene dieses Ele-

mentarkegels, mit dem sie die durch p
gehende Gerade der Integralfläche gemein hat. In jedem Punkte p
einer Integralfläche berührt also der Elementarkegel die Fläche längs

der Richtung der durch den Punkt j) gehenden

Geraden, die Iz triö't. Daraus folgt, dass diese

oo^ Geraden auf der Integralfläche die CharaJc-

teristiken der Integralfläche sind. In dem

Specialfall, dass die Integralfläche eine den

Kegelschnitt h berührende Ebene e ist (vgl.

Figur 57), sind dies die Geraden der Ebene,

die vom Berührpunkt ausgehen. Jede Inte-

gralfläche enthält also <x^ den Kegelschnitt

h treffende Geraden als Charakteristiken. Da es

nur oo^ Geraden giebt, die sämtlich k treffen, so folgt, dass überhaupt

Fig. 56.
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nur oü^ CharaMeristiJcen vorhanden sind. Im vorliegenden Fall sind also

die CharakteristiJien alle die oo^ Geraden, die den Winkel y mit der

{xy)-Ebene bilden.

2. Beispiel: Betrachten wir allgemeiner überhaupt eine nicht- a. Boispiei.

lineare partielle Dilferentialgleichung erster Ordnung, die frei von

X, y, z ist:

(18) ^&M^) = o-

In einem Punkte (ic, y, £) können dann nur diejenigen Flächenelemente

{x, y, z, }), q) auf Integralflächen durch den Punkt liegen, für die

(18') F(p,q) =
ist. . Diese oo^ Flächenelemente umhüllen einen Kegel. Ihre Ebenen

schneiden die unendlich ferne Ebene in oo^ Geraden, die dort die

Curve c umhüllen, in der jener Kegel die unendlich ferne Ebene

trifft. Wir können p, q als Liniencoordinaten derjenigen Geraden

der unendlich fernen Ebene auffassen, in der die Ebene

^ — 2—p{^-~x) — q(\) — y) =
des Flächenelementes (x, y, s, p, q) die unendlich ferne Ebene schneidet

(vgl. S. 261). In diesen Liniencoordinaten j), q stellt die Gleichung (18')

die Curve c dar. Ihre Gleichung ist frei von x, y, s, d. h. für alle

Punkte {x, y, £) ergiebt sich dieselbe Curve c. Der einem beliebigen

Punkte zugeordnete Elementarkegel ist mithin hier der Kegel, der,

bis ins Unendliche ausgedehnt, die Curve c enthält. Die Integral-

flächen sind hier also die Flächen, deren Tangentenebenen die Curve c

berühren. Das vorige Beispiel ist ein Specialfall des jetzigen. Die-

selben Schlüsse wie dort lehren auch hier, dass die Integralflächen einer-

seits die od^ Ebenen sind, die c berühren, andererseits alle abwickelbaren

Flächen, die c enthalten, ferner dass jede Integralfläche oo^ Geraden

enthält, die c schneiden und längs deren die den Punkten der Fläche

zugeordneten Elementarkegel berühren, sodass diese Geraden mithin

Charakteristiken sind. Insgesamt giebt es also oo^ Charakteristiken, es

sind dies alle Geraden, die c schneiden.

3. Beispiel : Vorgelegt sei eine partielle Differentialgleichung von 3. Beispiel.

der Form*)
/io\ j-,(dz dz dz dz\ ^iv») F\^—, >,-, z — X >, y ^—} = 0.

*) Di(>Ke partielle Differentialgleichung wurde für specielle Fälle von La-
grange 1774 behandelt (vgl. Oeuvres Bd. 4, S. 83 u. f.). In voller Allgemeinheit
scheint sie zuerst von Monge betrachtet worden zu sein, obgleich er darüber
keine Abhandlung verött'eutlicht hat. Man besitzt von ihm nur eine kurze An-
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Die Integralflächen werden von Flächenelementen (x, y, z, p, q) ge-

bildet, die der Gleichung

(19') F{p, q, z — xp~yq) =
genügen. Da die Ebene des Flächenelementes {x, y, z, p, q) die obige

Gleichung (10) oder

(10') j_^j_gt) — (^— i9^ — g^) =
hat, so können die drei Coefficienten

p, q, z — px — qy

als Ebenencoordinaten aufgefasst werden. Daher wird der vorgelegten

partiellen Dijfferentialgleichung zunächst durch oo^ Ebenen genügt,

nämlich durch die Ebenen, deren Coordinaten die Bedingung (19') er-

füllen. Andererseits ist (19') auch aufzufassen als die Gleichung einer

gewissen Fläche ü in Ebenencoordinaten, und diese Fläche Sl ist

Integralfläche. Die vorhin erwähnten oo^ Ebenen sind die Tangenten-

ebenen dieser Fläche Si. Der Elementar-

kegel des Punktes p ist mithin der

Tangentenkegel, der sich von diesem

Punkte aus an die Fläche Sl legen lässt

(vgl. Fig. 58). Es leuchtet unmittelbar

ein , dass jeder der Fläche Sl umschriebene

Kegel eine Integralfläche ist. Die all-

gemeinste Integralfläche ist eine Fläche, deren Tangentenebenen ebenfalls

Tangentenebenen der Fläche fl sind. Hat die Integralfläche oo^ Tangenten-

ebenen, so ist sie die Fläche Si selbst. Hat sie nur oo^ Tangenten-

ebenen, so ist sie eine abwickelbare Fläche, welche die Fläche Sl

umhüllt.

Jede Integralfläche — ausser der Fläche £1 — enthält oo^ von

den oo'^ Geraden, die £1 berühren. Sie wird von den Elementarkegeln

ihrer Punkte längs dieser Geraden berührt. Mithin sind hier alle oo*

Tangenten der Fläche £1 CharaJcteristiken und zwar alle Charakteristiken

überhaupt.

Dieses dritte Beispiel umfasst die beiden vorhergenannten. Die

soeben betrachtete Kategorie von partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung kann dadurch charakterisiert werden, dass sie unter

anderen auch oo^ Ebenen als Integralflächen besitzt. Ausserdem haben

wir gesehen, dass die allgemeinste Integralfläche durch Umhüllung aus

deutung in dem Werke: Application de Vanahjse ä la geometrie, 4. Aufl., 1809,

S. IV. Vgl. Chasles, Apergu historique etc., Bruxelles 1837, Note XXX, sowie

JRapport etc., Paris 1870. S. 90.
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diesen oo^ Ebenen abgeleitet werden kann, sotvie dass hier oo^ und nur

oü^ Charakteristiken vorhanden sind, nämlich gerade Linien.

Die partielle Differentialgleichung

(14) F{.,y,., 1^,1^ =

definiert oo* Flächenelemente (x, y,z, p,q), die der Gleichung

(14') Fix, y, z, p, q) =
genügen. Die oo^ dieser Flächenelemente, die den Punkt (x, y, z)

gemein haben, umhüllen nur dann keinen Kegel, wenn die Gleichung

(14') linear in p, q ist. Diesen Ausnahmefall wollen wir hier noch

besprechen.

Es sei also vorgelegt eine in x— und -^ lineare partielle Differential- ^'^iffgl

gleichung erster Ordnung:

(20) a(x, y,z)^-\- ßix, y, 0) |-^ = y{x, y, z).

Sie lässt sich nicht wie die anderen partiellen Differentialgleichungen

mit einer Monge'schen Gleichung in Beziehung bringen. Die Integral-

flächen, die durch den Punkt (x, y, d) gehen, haben daselbst Tangenten-

ebenen:

h
- 2 — ]9{l — X) - q{\) — y) =

und bestimmen somit wie im allgemeinen Fall in diesem Punkte (x,y,z)

00^ Flächenelemente (x, y, z, p, q), die durch die lineare Gleichung

(20') ap-}-ßq = Y

definiert sind. Aber diese oo* Flächenelemente, deren Richtungscosinus

proportional p, q, — 1 sind, gehen sämtlich durch eine Fortschreitungs-

richtung des Punktes (x, y, z), bilden also ein Büschel von Flächen-

elementen. Bezeichnen dx, dy, dz die Incremente, die x, y, z längs

der Axe des Büschels erfahren, so ist also für alle diese 00^ Flächen-

elemente

dz — pdx — qdy = 0,

d. h. nach (20')

/jj-jN dx dy dz
*^^-^^ V — T ~ "y"

Es ist dies ein System von zwei simultanen gewöhnlichen Differential-

gleichungen in x, y, z, das 00^ Integralcurven besitzt. Die Integral-

curven sind die Curven, deren Tangenten in jedem ihrer Punkte (x, y, z)

die Axen der Büschel von Flächenelementen vorstellen, die dem Punkte

zugeordnet waren. Um die partielle Differentialgleichung (20) zu
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integrieren, muss man die Flächen finden, die in jedem ihrer Punkte

(x, y, z) eines dieser Flächenelemente besitzen. Daher sind die Integral-

flächen diejenigen Flächen, die in jedem ihrer Punkte (x, y, z) die Axe
des dem Punkte zugeordneten Büschels zur Tangente haben. Daraus

folgt, dass eine jede Integralfläche die Integralcurven der Gleichungen

(21) enthält, die durch ihre Punkte gehen. Mithin ergiebt sich die

allgemeinste Integralfläche, indem man die Flächen bestimmt, die oo^

Integralcurven des Systems (21) enthalten. Übrigens ist dieser Zu-

sammenhang zwischen (20) und (21) aus der elementaren Theorie der

Diff"erentialgleichungen bekannt.

§ 2. Ältere Untersuchungen über Geradenscharen im Räume.

Es soll hier eine geschichtliche Darlegung der Entwickelung der heutigen

Theorie der Liniencomplexe und Strahlensysteme eingeschaltet werden. Freilich

ist sie nur knapp und insbesondere auf schon fortgeschrittene Leser berechnet. Wir
liehen daher mit Nachdruck hervor, dass dieser Pararjraph ohne Schaden für das

Verständnis des Späteren von solchen Lesern überschlagen tverden mag, denen
er zu schwer erscheint. —

Schon in den bisherigen Entwickelungen dieses zweiten Abschnittes wurden
wir bei mehreren Gelegenheiten auf die Betrachtung von Geradenscharen im Räume
geführt, und im Laufe dieses Werkes werden derartige Raumgebilde oft eine

wichtige Rolle spielen. Es erscheint uns aus diesem Grunde zweckmässig, jetzt

einen knappgefassten und im wesentlichen nach der geschichtlichen Aufeinander-

folge der Entdeckungen angeordneten Überblick über die Theorie der Geraden-

scharen im Räume zu geben. Wir berichten dabei über diejenigen hierher-

gehörigen Arbeiten, die bis zu Plücker's liniengeometrischen Untersuchungen

reichen. In den beiden nächsten Paragraphen entwickeln wir sodann in kurzen

Zügen die wichtigsten von Plücker selbst herrührenden liniengeometrischen Ideen

und wenden uns sodann zu neuen Theorien.

Unter- Die aus dem vorigen Jahrhundert stammenden Untersuchungen über Geraden-

im%origen ^^^^^^'^ ^°^ Räume haben, soweit uns bekannt, einen sehr speciellen Charakter.

Jahr- Behauptet man doch sogar, dass erst Monge die analytische Darstellung einer
""^ ®' Geraden im Räume gegeben habe. Es ist wahrscheinlich, dass man zuerst solche

Geradenscharen betrachtet hat, die nur oo^ Geraden enthalten, d. h. die Geraden-
scharen von Regelflächcn. Hierbei erinnern wir daran, dass der jetzt so wohl-

bekannte Satz, dass jede nicht abwickelbare Fläche zweiten Grades in zwei

Weisen von Geraden erzeugt wird^ zuerst von einem Schüler von Monge ge-

funden wurde, dessen Name uns jedoch nicht überliefert ist. Verhältnismässig

frühzeitig hat man natürlich auch gewisse specielle Scharen von oo^ Geraden
betrachtet; es bildet ja z. B. der Inbegriff aller Tangenten einer Fläche eine

Euler derartige specielle Schar von oo^ Geraden. Ferner haben Euler und Monge
Monge gewisse specielle Scharen von oo* Geraden eingeführt, nämlich die Scharen der

Normalen von Flächen. Monge*) bemerkte, dass sich die Normalen einer

*) Monge, Sur les lignes de courhure de la surface de VeUipsoide, Journal
de FEcole polyt. 2. Heft (1795— 96), S. 145. Hierin findet sich als Einleitung
ein Expose sommaire des proprietes des surfaces courbes par rajiport ä leurs

courbures, S. 146— 149. Vgl. auch Memoires de l'Academie 178], S. 684. Die
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Fläche in zwei Weisen zu je oo^ developisabeln Flächen zusammenfassen lassen.

Diese Bemerkung führte ihn einerseits zu dem wichtigen Begriff der Krümmungs-
linien, andererseits zu dem Begriff: Krümmungsmittelpunkte und in Verbindung
damit zu dem Satze, dass die Normalen einer Fläche Doppeltangenten einer

andern Fläche sind, nämlich der Fläche aller Krümmungsmittelpunkte. Ferner

erkannte Monge, dass diejenigen Normalen, die einer gegebenen Normalen n
unendlich benachbart sind, sämtlich zwei zu einander senkrechte, aber einander

nicht schneidende Geraden treffen, nämlich die Geraden, die in dem ersten bez.

zweiten Krümmungsmittelpunkte auf der Normalen n senkrecht stehen und der

Tangente der zweiten bez. ersten Krümmungslinie parallel laufen.

Da es im ganzen oo^ Geraden

X = rz -\- Q^ y = sz -\- a

im Räume giebt, so enthält eine Geradenschar, die nicht aus allen Geraden des

Raumes besteht, entweder oo^ oder oo''' oder aber oc^ Geraden. Die Mathe-
matiker des vorigen Jahrhunderts, insbesondere Euler und Monge, haben also

zu diesen drei Kategorien von Geradenscharen specielle Beispiele gefunden und
untersucht. In unserem Jahrhundert haben nun die Untersuchungen über Geraden-
scharen im Räume nach und nach einen allgemeineren Charakter angenommen.

Im Jahre 1808 betrachtete Malus*) die Annahme, dass jedem Punkte
(x, y, z) des Raumes eine Gerade durch den Punkt zugeordnet sei durch solche

Gleichungen in den laufenden Coordinaten j, t), j:

j — a; = r(§ — 2), ^ — 2/ = s(ä — z),

in denen r, s gegebene Functionen von x, y, z sind:

r = Bix,y,z), s = S{x,y,z).

Er wählte insbesondere diejenigen Geraden dieser Schar aus, die den Punkten
{x -|- dx, y -\- dy, z -\- dz) in der Umgebung des Punktes (a;, y, z) zugeordnet
sind, und untersuchte, welche unter diesen Geraden die Gerade des Punktes

(ic, 1/, z) schneiden. Die Gleichungen der Geraden, die dem Punkte {x -\- dx,

y ~\- dy, z -\- dz) zugeordnet ist, lauten:

l — X — dx ^ {B ^ dB) {^ - z — dz),

t)-y-dy== {8 -\- dS){i-z- dz).

Diese Gerade schneidet die »Gerade des Punktes {x, y, z), wenn die zuerst von
Malus aufgestellte Bedingung erfüllt ist:

{B dz — dx) dS — {Sdz — dy) dB==0,

die in dx, dy, dz vom zweiten Grade ist, da dB und dS in dx, dy, dz linear

sind. Hiermit gelangte also Malus zu einer Monge'schen Gleichung zweiten
Grades

:

(22) «11 dx- -\- «22 dy^ -{- ofgg dz'^-\- Sorgg dy dz -f 2af3i dzdx -\- 'ia^^dxdy = 0,

in der die Coefficienten o^^.^. Functionen von x, y, z bedeuten. Es wurde in dieser

Vorlesungen von Monge an der Ecole polytechnique sind später von Monge
zusammengestellt worden in dem berühmten Werke: Application de Vanalyse ä
la geometrie, letzte Auflage besorgt von Liouville, Paris, 1850. Daselbst vgl.

insbesondere § 15.

*) Malus, Optique, Journal de r:ficole polyt., 7. Bd., 14. Heft (1808), S. 1.

Vorher (1806) erschien von demselben Verfasser eine kurze nur Einiges enthaltende
Note: Optique in der Correspondance de l'Ecole polyt. I, S. 142.

l
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AUgem.
Linien-
complex.

Weise jedem Punkte ein Elementarkegel zweiten Grades zugeordnet, den man
mit Recht als den Malus'schen Kegel bezeichnet hat. Zur Vermeidung von

Irrtümern sei besonders hervorgehoben, dass die cx)" von Malus betrachteten

Geraden durchaus nicht Integralcurven der obigen Monge'schen Gleichung sind.

Da Malus jedem der oo^ Punkte des Raumes eine durch ihn gehende
Gerade zuordnete, so betrachtete er eine Schar von oo^ Geraden, also — wie wir

uns heutzutage ausdrücken — einen allgemeinen Liniencomplex. Er hat also den
Satz aufgestellt: Sobald jeder Geraden eines Liniencomplexes ein Punkt auf ihr

zugeordnet wird, so findet die Bedingung des Schneidens solcher Geraden, deren

zugeordnete Punkte einander unendlich benachbart sind, ihren analytischen Aus-
druck in einer Monge'schen Gleichung zweiten Grades.

Aus diesem Satze, der wohl als der älteste Satz über Liniencomplexe zu

bezeichnen ist, zog Malus einen wichtigen Schluss, der sich auf Scharen von oo^
Strahlen- Geraden bezieht, also auf Scharen, die man jetzt Strahhnsysteme zu nennen pflegt.
Systeme,

gj. betrachtete nämlich die Punkte einer Fläche

cp{x, y, z) =
und die ihnen nach seinen Festsetzungen zugeordneten , durch die betreffenden

Punkte gehenden Geraden. Damit erhielt er cc^ Geraden, d. h. ein allgemeines

Strahlensystem. Der durch die Monge'sche Gleichung (22) definierte Elementar-
kegel eines Punktes {x, y, z) der Fläche bestimmt nun zivei Fortschreitungs-

richtungen auf der Fläche durch seinen Schnitt

mit der Tangentenebene des Punktes {x, y, z).

Demnach wird die ganze Fläche qp = von
zwei Scharen von je oo' Curven c, k derart

überdeckt, dass je zwei consecutive Geraden
des Strahlensystems, die durch successive

Punkte einer dieser Curven gehen, einander

schneiden (siehe Fig. 59). Die Geraden des

Strahlensystenis ordnen sich daher in zicei

Scharen von je oo^ abwickelbaren Fläclien

an, und diese Flächen schneiden die Fläche

9= in jenen zwei Scharen von je oo^ Curven.

Diese Curven c, k sind zugleich diejenigen

Integralcurven (ier Monge'schen Gleichung

(22), die auf der Fläche 9 = verlaufen.

Zieht man auf der Fläche 9 = eine be-

liebige Curve, so werden die Geraden des

Strahlensystems, die durch die Punkte dieser

Curve gehen, eine Regelfläche bilden. Jede

Curve der Fläche kann daher als das Bild

einer Regelfläche angesehen werden, deren

Geraden dem Strahlensystem angehören. Insbesondere sind mithin diejenigen

Integralcurven der Monge'schen Gleichung (22), die auf der Fläche 9 = ver-

laufen, die Bilder der IJeveloppabeln , deren Geraden dem Strahlensystem zugehören.

Diese zweimal 00^ abwickelbaren Flächen haben nun zweimal cx)^ Rückkehr-

curven (7, K. Da nun diese Rückkehrcurven C, K der Developpabeln zwei

Flächenmäntel erzeugen — die übrigens zusammen im allgemeinen eine irredu-

cibele Fläche bilden werden — , so erkannte Malus weiterhin, dass alle Strahlen

eines Strahlensystems Doppeltangenten einer aus zwei Mänteln bestehenden Fläche

sind. Diese Fläche hat man die Brennfläche oder auch ihre beiden Mäntel die

Brenn/lachen des Strahlensystems genannt.

Fig. 59.
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Erwähnt werden muss hierbei allerdings noch der Ausnahmefall, dass sich

die Rückkehrcurven einer der Scharen von oo^ Developmbeln auf Punkte redu-

cieren können, sodass die eine oder beide Brennflächen Brenncurven werden. Man
kommt so zu den Strahlensystemen, deren Geraden diejenigen Tangenten einer

gegebenen Fläche {Brennfläche) sind, die ausserdem eine gegebene Curve {Brenn-

curve) schneiden, und insbesondere zu den Strahlensystemen, die aus den Treft-

geraden zweier Cui-ven {Brenncurven) oder aus den Secanten einer Curve {Brenn-

curve) bestehen *). Auch kann es vorkommen , dass die beiden Mäntel der Brenn-

fläche zusammenfallen **).

Durch jeden Punkt {x, y, z) der Fläche 9 = gehen zwei abwickelbare

Flächen, deren Geraden dem Strahlensystem angehören. Diese beiden Flächen

schneiden sich in dem Strahl des Punktes (a;, 2/, z) nach einem gewissen Winkel,

der im allgemeinen von Punkt zu Punkt ein anderer sein wird. Malus stellte

nun noch die Bedingung dafür auf, dass dieser Winkel beständig ein Rechter

ist, und kam so zu dem Strahlensystem, dessen Geraden die Normalen der Fläche

qp == sind^ sodass die oben erwähnten auf der Fläche gelegenen zweimal 00^

Integralcurven c, Ti der Monge'schen Gleichung (22) die Krümmungslinien der

Fläche werden***).

Auf die schönen Anwendungen, die Malus von diesen Betrachtungen in

der Optik gemacht hat, gehen wir erst später ein. Es dürfte dagegen angebracht

sein, zu betonen, dass Monge und Malus durch ihre EnUvickelungen im Grunde

die moderne Theorie der Strahlensysteme geschaffen haben.

Nach Malus haben sich viele Mathematiker mit liniengeometrischen Problemen

beschäftigt, indem sie zum Teil specielle Geradensysteme mehr oder minder ein-

gehend untersuchten und zum Teil Beiträge zur allgemeinen Theorie der Geraden-

systeme gaben.

Binet betrachtete 1811 f) das System der 00^ Hauptträgheitsaxen eines

starren materiellen Körpers in bezug auf die verschiedenen Punkte des Raumes
und zeigte, dass sie die Normalen einer Schar von confocalen Flächen zweiten

Grades sind. Diese Schar wurde dann von Ampere 1821 weiter untersucht ff).

Der von diesen Geraden gebildete Liniencomplex ist in neuerer Zeit unter dem

*) Man hat neuerdings die Frage aufgeworfen, ob es Strahlensysteme giebt,

deren Geraden eine Curve C dreimal treffen. Die Fragesteller hatten offenbar

nicht bemerkt, dass diese Frage factisch durch Malus erledigt ist. Denn definiert

man wie Malus ein Strahlensystem als die den Punkten einer Fläche qp = zu-

geordneten Strahlen, so müsste es unter den Strahlen, die durch die einem Punkte
p der Fläche qp = benachbarten Punkte der Fläche gehen, drei geben, die

den Strahl des Punktes p schneiden. Dann also müsste der Elementarkegel
zweiten Grades (22) des Punktes p mit der Tangentenebene des Punktes drei

Geraden gemein haben, also alle. Dies führt mithin auf das triviale Strahlen-

system, das aus allen Geraden in einer Ebene besteht.
**) Insbesondere kann es vorkommen, dass die beiden Mäntel der Brenn-

fläche zusammenfallen sowie auch die beiden Berührpunkte jedes Strahles mit
den Brennflächen. Alsdann sind die Strahlen die Haupttangenten einer Fläche
(der Brennfläche). Hierauf kommen wir später zurück.

***) Dieser specielle Fall ist, wie oben erwähnt wurde, schon von Monge
betrachtet worden. Einige ältere Verfasser haben wohl mit Unrecht Monge die

allgemeineren Betrachtungen zugeschrieben, die Malus anstellte.

t) Binet, Memoire sur la theorie des axes conjugues et des momens d'inertie

des Corps. (Gelesen im Institut 1811.) Journal de l'Ecole polyt., 16. Heft, 9. Bd.
S. 41.

tt) Ampere, Memoire sur quelques nouvelles proprietes des axes permanens
de rotation des corps et des plans directeurs de ces axes. (Gelesen 1821.) Memoires
de l'Acad^mie des sciences, 5. Bd., gedruckt 1826, S. 86.

i.
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Namen: tetraedraler Complex vielfach behandelt worden, und wir kommen im
nächsten Kapitel ausführlich hierauf zurück. Bei Ampere findet sich auch die

explicite Darstellung des Kegels zweiten Grades, der von allen den Geraden
dieses Complexes gebildet sind, die durch einen gegebenen Punkt gehen.

Aus den ersten Jahrzehnten unseres Jahrhunderts stammen ferner die ersten
Linearer Untersuchungen über lineare Liniencomplexe. Man versteht darunter diejenigen

complex. Scharen von oo^ Geraden, denen die Eigenschaft zukommt, dass durch jeden

Punkt oo^ ein ebenes Büschel bildende Geraden der Schar gehen. Durch einen

derartigen Complex wird also jedem Punkt {Nullpunkt) eine durch ihn gehende
Ebene (Nullehene) zugeordnet, und diese Zuordnung, die man nach Möbius als

Nullsystem, ein Nullsystcm bezeichnet und die wir im vorigen Kapitel auseinandergesetzt

haben, ist es, die zuerst in der geschichtlichen Entwickelung auftrat. Dabei

ging man wie beim tetraedralea Complex von mechanischen Überlegungen aus,

indem man an die Bewegungen im Räume anknüpfte. Soweit uns bekannt, wurden

Giorgini. die Nullsysteme zuerst von Giorgini 1827*) behandelt. Später (1833) gelangte

Möbius. Möbius**), wie es scheint , auf demselben Wege , zu den Nullsystemen und den

damit verbundenen linearen Complexen, die aus den Geraden bestehen, die wir

im vorigen Kapitel als die Nullgeraden bezeichneten. Hinzuzufügen ist, dass

Chasies. sich Später (1837) auch Chasles***) mit den Beziehungen zwischen infinitesi-

malen Bewegungen und linearen Complexen eingehend beschäftigte.

Indem wir wieder zu den Strahlensystemen übergehen, müssen wir bis zum
Hamilton. Jahre 1830 zurückkehren, um Hamilton f) zu erwähnen. Man nennt Hamilton

gern den eigentlichen Begründer der Theorie der Strahlensysteme. So verdienst-

voll aber auch die liniengeometrischen Arbeiten dieses hervorragenden Forschers

sind, glauben wir doch hervorheben zu müssen, dass Malus lange vorher die

grundlegenden Ideen entwickelte. Wir knüpfen hier an, dass sich viel später

Kummer. (1859) auch Kummer ff) mit der allgemeinen Theorie der Strahlensysteme be-

fasste. Er führte das Dichtigkeitsmass für Strahlensysteme ein, das insbesondere

für das Sj^stem der Normalen einer Fläche mit dem Gaussischen Krümmungsmass
der Fläche identisch ist. Kummer' s allgemeine Untersuchungen über Strahlen-

systeme dürften indess vielleicht weniger Bedeutung für die Entwickelung der

Geometrie gehabt haben als seine Untersuchungen über Strahlensysteme erster und
zweiter Ordnung aus dem Jahre 1866 fff)- Die Betrachtung der zugehörigen

Brennflächen führte ihn zu wichtigen Flächen, unter andern zu der nach ihm
benannten Fläche vierter Ordnung und vierter Classe, die als besonderen Fall

die viel früher untersuchte FresneVsche Wellenfläche umfasst.

*) Memorie di mat. della soc. ital. delle scienze, 20. Bd., Modena 1827.

Diese Arbeit ist uns leider nicht zugänglich gewesen.
**) Möbius, Über eine besondere Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren

im Baume., Crelle's Journal 10. Bd. (1833), S. 317, vgl. auch Lehrbuch der Statik,

Erster Teil, Leipzig 1827, § 69, § 84 u. s. w. (Ges. Werke 3. Bd.).
***) Chasles, Apergu historique sur l'origine et le developpement des methodes

en geom. (1837), dtsch. v. Sohncke (1839), daselbst Note XXXIV, § 4— 6, S. 451,

sowie: Froprietes geometriques relatives au mouvement infiniment petit d'un corps

solide libre dans l'espace Comptes Rendus 16. Bd. (1843), S. 1420.

t) Hamilton, Supplements to an essay on the theory of Systems of rays.

Transactions of the R. Irish Acad., 16. Bd. (1830), S. 3.

ff) Kummer, Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlensysteme. Crelle's

Journal Bd. 57 (1860), S. 189 (datiert von 1859).

fff) Kummer, Über die algebraischen Strahlensysteme , insbesondere über die

der ersten und zweiten Ordnung. Abhandl. der Berliner Akademie 1866 (gedruckt

1867), S. 1.
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Interessant sind einige Untersuchungen von Abel Transon*) (1861), in Transon.

denen er die in einem Liniencomplexe enthaltenen Strahlensysteme, die Normalen-

systeme von Flächen sind, zu bestimmen unternimmt. Dies Problem kommt zurück

auf das der Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, die

sich sofort aufstellen lässt, sobald die Gleichung des Complexes in den vier

Bestimmungsstücken der Geraden vorliegt. Charakteristisch für die Kategorie von

Differentialgleichungen, auf die man so geführt wird, ist, dass mit einer Fläche

auch alle oo * Parallelflächen Integralflächen sind, dass also die partielle Differential-

gleichung eine infinitesimale Dilatation im Räume zulässt. Der Leser wird den

Begriff Dilatation im Räume aus dem entsprechenden in der Ebene sofort ableiten

können, wenn er nur die Linienelemente durch Flächenelemente ersetzt. Transon
erkannte, dass das Integrationsgeschäft bei seiner Kategorie von partiellen Diffe-

rentialgleichungen gewisse Vereinfachungen gestattet. Ahnliche Vereinfachungen

treten überhaupt ein, wenn eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung
eine infinitesimale Berührungstransformation zulässt. Doch gehen wir auf diesen

letzteren Punkt erst viel später ein.

Ein besonderes Interesse bieten einige lange Zeit unbeachtet gebliebene

Untersuchungen, in denen der Begriff" Liniencoordmaten in richtiger Weise, wenn Lini»"-

auch zuerst ohne die moderne Bezeichnung, eingeführt wurde. Da die oo* Geraden

X = rz -\- Q, y = sz -}-

von den vier wesentlichen Constanten r, s, q, e abhängen, so stellt eine Gleichung

zwischen r, .s, p, c? die Geraden eines Liniencomplexes dar. Hier bemerkte man
aber, dass sich, wenn eine solche Geradenschar durch eine Gleichung w'^"" Grades

in r, s, Q, 6 dargestellt wird, der Grad n bei orthogonaler Transformation (und

umsomehr bei projectiver Transformation) ändert. Man fand nun — und das ist

die eigentliche Grundlage der neueren Liniengeometrie — , dass es möglich ist,

statt jener vier Bestimmungsstücke der Geraden deren fünf, r, s, q, a, ?j, in solcher

Weise einzuführen, dass der Grad der Gleichung eines Complexes bei den ge-

nannten Transformationen ungeändert bleibt. Natürlich muss zwischen diesen

fünf Liniencoordmaten eine gewisse Relation bestehen.

Hierauf kommen wir im nächsten Paragraphen zurück, und wir beschränken

uns hier auf kurze geschichtliche Notizen. Ursprünglich hat man nicht jene vier

oder fünf Liniencoordinaten eingeführt, sondern deren sogar sechs homogene:

Im Jahre 1844 bestimmte Grassmann in seiner Ausdehnungslehre **) zuerstG

die Gerade im Räume durch sechs Grössen, die er Zeiger nannte und die im
Grunde genommen nichts anderes sind als die sechs homogenen Liniencoordinaten.

Er fügte hinzu, dass die Bestimmung der geraden Linie durch ihre Zeiger zu

eigentümlichen, bisher nicht beachteten Gebilden führe, die er zuerst in einer

Abhandlung in Crelle's Journal 24. Bd. (1842) ***) der Betrachtung unterworfen

habe. Beim Neudruck seiner Ausdehnungslehre im Jahre 1877 schaltete er noch

die Anmerkung ein: „Diese Gebilde sind besonders seit Plücker's letztem Werke
«Neue Geometrie des Raumes 18G8» vielfach von den ausgezeichnetsten Mathe-

matikern bearbeitet worden und bilden den Hauptgegenstand der heutigen Linien-

geometrie. ^'^ Obgleich er auf seine Abhandlung in Crelle's Journal 24. Bd. ver-

weist, können wir doch die Ansprüche, die er mit diesem Citate in bezug auf die

I

*) Transon, Memoire sur les proprietes d'un ensemhle de droites inenees de

tous les points de Vespace, suivant une loi continue. Journal de l'Ecole polyt.,

38. Heft, 22. Bd. (1861), S. 193.
**) Grassmann, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, insbesondere

S. 167 u. 170, in den Gesammelten Werken 1. Bd., 1. Teil, S. 192 u. 195.
***) Grassmann, Theorie der Centralen, Crelle's Journal 24. Bd. (1842),

S. 262 u. 372.

Lie, Geometrie dor Berüliruiigatransformatlonen I. 18 [15, IX. ISO,'»,]
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Liniengeometrie erhebt, nicht anerkennen. In der Fortsetzung*) jener Abhandlung
im 25. Bande (1843) hatte er allerdings Bestimmungsstücke von Geraden ein-

geführt, aber nur Bestimmungsstücke jener oo^ Geraden, die eine feste Gerade
schneiden, und zwar gab er dafür vier Bestimmungsstücke, die einer Relation

zweiten Grades genügen.

viiifikor. Plücker hob im Jahre 1846**) ausdrücklich hervor, dass eine Gerade im
Räume von vier Bestimmungsstücken abhängt, und nannte die oben erwähnten
Bestimmungsstücke r, s, q, a die Liniencoordinaten. Er setzte hinzu, dass sich

die Liniengeometrie des Raumes als eine sinnliche Geometrie eines vierdimen-

sionalen Raumes auffassen lässt. Auf diese Bemerkung kommen wir nachher
zurück. Durch seinen Übergang zu physikalischen Arbeiten wurde Plücker für

lange Jahre an der Ausführung der von ihm angedeuteten Ideen gehindert.

Cayioy. Unabhängig von Grassmann benutzte Cayley 1859 ***) die sechs homogenen
Liniencoordinaten, ohne auf ihre Bedeutung als solche besonderes Gewicht zu

legen. Hauptsache war ihm nämlich vielmehr die interessante Bemerkung, dass

man eine Raumcurve analytisch durch eine Gleichung darstellen kann. Er stellte

sie nämlich dar durch die Gleichung, die zwischen den Liniencoordinaten der

oo^ Treffgeraden jener Curve besteht. Er ersetzte also factisch die Raumcurve
durch den Liniencomplex aller Geraden, welche die Curve treffen.

Augenscheinlich unabhängig von Grassmann und Cayley führte alsdann

riückor. Plücker 18051) die oben erwähnten /im/" Liniencoordinaten r, s, p, ff, tj sowie

die sechs homogenen Liniencoordinaten in die Geometrie ein und machte viele

Kummer, wichtige Anwendungen von ihnen. Im folgenden Jahre hat auch Kummer die

sechs homogenen Liniencoordinaten benutzt ff).

Es möge hier noch auf die geschichtliche Entwickelung eines für die Linien-

Kaum von geometrie äusserst wichtigen Begriffes, nämlich des Begriffes: Raum von n Di-
n Dirnen- mensionen , hingewiesen werden. Gewiss ist lange vor Grassmann und Plücker
sionen. ^^^ abstracte Begriff des w-fach ausgedehnten Raumes in der Analysis auf-

getreten; wir meinen damit die Anschauung, dass es für die Auffassung der

Beziehimgen zwischen Gleichungen in w Veränderlichen x^^ x^, . . . x^ zweckmässig

ist, die Begriffe und die Terminologie der analytischen Geometrie auf einen ab-

stracten w-fach ausgedehnten Raum auszudehnen, also statt Wertsystem {x^ . . .x^^

Punkt , statt System von 5 Gleichungen in x^ . . . x^ auch {n — g)-fach ausgedehnte

Mannigfaltigkeit u. s. w. zu sagen. Wir halten es für wahrscheinlich, dass nicht

allein Gauss und Cauchy, sondern auch Euler und Lagrange mit solchen

Vorstellungen operiert haben, wenn sich auch kaum deutliche Beweise hierfür in

den Veröffentlichungen der beiden letzteren Mathematiker erbringen lassen.

*) Desgl. Fortsetzung, Crelle's Journal 25. Bd. (1843), S. 57, vgl. insbesondere

S. G2 u. f.

**) Plücker, System der Geometrie des Raumes in neuer analytischer Be-
hundlungstveise , insbesondere die Theorie der Flächen ziveiter Ordnunq und Classe

enthaltend, Düsseldorf 1846, 2. Aufl. 1852. Siehe insbes. Nr. 258 (S. 322).
***) Cayley, On a new analytical representation of curves inspace, Quarterly

Journal of Math. 3. Bd. (1860), S. 225 (datiert von 1859), u. 5. Bd. (1862), S. 81

(datiert von 1860). Beide Abhandlungen in den Collected Papers 4. Bd., S. 446
u. 490.

t) Plücker, On a new geometry of space, Philosoph. Transactions 155. Bd.

(1865), S. 725, übersetzt in Liouville's Journal de Math. 2. Serie 11. Bd. (1866),

S. 337. Ferner in dem Werke: Plücker, Neue Geometrie des Raumes, gegründet

auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement, herausgeg. von Klein,
Leipzig 1868— 69, auf den ersten Seiten.

ff) Kummer, Über die algebraischen Strahlensysteme u. s. ir., Abhandlungen
d. Berliner Acad. 1866 (gedruckt 1867), S. 1, vgl. insbes. S. 7.
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In Grassmann's erster Ausdehnungslehre vom Jahre 1844 findet man arassi:

jedenfalls den abstracten Begriff des w-fach ausgedehnten Raumes in voller

Allgemeinheit. Insbesondere verweisen wir auf folgende Sätze der Note, die

Grassmann in Grunert's Archiv 1845*) darüber veröffentlichte.-

„Meine Ausdehnungslehre bildet die abstracte Grundlage der Raumlehre,

das heisst, sie ist die von allen räumlichen Anschauungen losgelöste, rein matlie-

matische Wissenschaft, deren specielle Anwendung auf den Raum die Raum-

lehre ist."

„Doch sind die Sätze der Ausdehnungslehre nicht etwa blosse Übertragungen

geometrischer Sätze in die abstracte Sprache, sondern haben eine viel allgemeinere

Bedeutung; denn, während die Raumlehre gebunden bleibt an die drei Dimen-

sionen des Raumes, so bleibt die abstracte Wissenschaft von diesen Schranken frei."

Grassmann fasste also die von Descartes und seinen Nachfolgern be-

gründete analytische Geometrie des Raumes als eine reine Analysis in drei Ver-

änderlichen auf, und diese rein analytische Wissenschaft dehnte er mit voller

Consequenz auf n Veränderliche aus. Mag auch Grassmann den Wert seiner

Ausdehnungslehre vielleicht überschätzt haben, so ist es doch sicher, dass er als

der Begründer des Begriffes: n-dimensionaler Baum in hohem Masse zur Weiter-

entwickelung der Mathematik beigetragen hat.

Auf der andern Seite steht die Idee der Durchführung einer sinnlichen Dar-

stellung der Geometrie des n-fuch ausgedehnten Baumes. Sie ist das Verdienst

von Plücker, der — wie wir schon bemerkten (S. 274) — dai'auf hinwies, dass i'Uici

der gewöhnliche dreidimensionale Raum, sobald man in ihm nicht den Punkt,

sondern die Gerade als Element wählt, als ein vierdimensionales Gebilde er-

scheint, dessen Elemente vier von einander unabhängige Coordinaten r, s, p, a

besitzen. Allerdings sind auch Grassmann solche Ideen wohl nicht fremd

gewesen.

§ 3. Grundlagen der Plücker'schen Liniengeometrie.

Öfters schon machten wir davon Gebrancli, dass eine beliebige

Gerade im Räume mit den Cartesischen Coordinaten oc, y, s durch

zwei lineare Gleichungen

(23) X = rz -\- Q, y = !^s -\- 6

dargestellt wird, in denen r, .s, q, ö vier Constanten sind derart, dass

verschiedenen Wertsystemen dieser Constanten stets auch verschiedene

Geraden des Raumes entsprechen. Diese vier Bestimmungsstücke

r, s, Q, 6 können daher mit Plücker (184G) als Coordinaten der

Geraden, als Linicncoordinaten**), bezeichnet werden. vierLiuieu-
'

_

'' coordinaten.

Stellen wir eine Gleichung zwischen diesen vier Linien coordi-

naten her:

i'X*-, .s ?, ö) = 0,

*) Grassmann, Kurze Ubersiclit über das Wesen der Ausdehnungslehre,
Grunert's Archiv, 6. Bd. (1845), S. 337. Siehe auch die Ausdehnungslehre von 1844,
Leipzig 1878, S. 277, sowie Ges. Werke 1. Bd., 1. Teil, S. 297.

**) Vgl. P lü ck e r ' s schon citiertes Werk : System, der Geometrie des Baumes u. s. w.,
Düsseldorf 1846.

I
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SO werden durch diese Gleichung oc^ Geraden aus der Gesamtheit aller

oo^ Geraden des Raumes ausgewählt; also stellt jede derartige Gleichung
Linien- nach Plücker's Terminologie einen Liniencomplex dar. Diese Dar-
complex. '^ -'-

Stellung ist ein Analogon zur analytischen Darstellung einer Curve in

der (xy)-^hene oder einer Fläche im Räume (x^y^z), denn eine Curve

der (a;?/)- Ebene wird durch eine Gleichung

eine Fläche im Räume {x, y, z) durch eine Gleichung

0{x,y,3) = i)

oreofeben. Aber in einem wesentlichen Punkte ist die Analogie nicht

mehr vorhanden.

Fassen wir nämlich algebraische Gleichungen ins Auge, so ist es

bekannt, dass eine algebraische Gleichung (p{x,y)= oder O(x,y,z)=^0

ihren Grad nicht ändert, sobald man die Funkte auf ein neues recht-

winkliges Coordinatensystem {x', y\ z') bezieht. Denn x'
,
y', z' drücken

sich in diesem Falle linear durch die alten Coordinaten x, y, z aus.

Entsprechendes gilt nun nicht bei den Liniencoordinaten r, s, q, 6.

Man erkennt dies sehr leicht, wenn man z. B. bloss die Änderung

der Coordinatenaxen vornimmt:

x' = X, y' = z, z' = y,

denn bei ihr geht die Gerade (23) über in diese:

x' = ry' + Q, z' = sy' + 6,

und letztere Gleichungen geben nach x' und y' aufgelöst:

X = - z H—^
, y = ' z

Soll aber diese neue Gerade die Liniencoordinaten r', s', q\ a' haben,

so müssen die letzten Gleichungen dieselben sein wie:

x' = r'z' -\- q', y' = s' z' + ^',

/o^\ , r ,1 , SQ — ra , a

sodass

(24)

wird

Wenn nun eine Gleichung 7t^"^ Grades in r', .<?', (>', a' vorliegt,

und wenn man darin für r', s', q', a' diese Werte einsetzt, so sieht man

sofort, dass die hervorgehende Gleichung in r, .s, (>, ö im Allgemeinen

nidd vom w*®" Grade ist.

Diesem Übelstand lässt sich nun auf folgende Weise abhelfen:

Zu den beiden Gleichungen (23) einer Geraden fügen wir noch diejenige

<
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liinzn, die durcli Elimination von z aus ihnen hervorgeht, sodass die

drei Gleichungen vorliegen:

(25) X ^=rs -\- Q, y = S0 -\- 6, ry — sx = r6 — sq,

von denen dann eine eine Folge der beiden anderen ist. In diesen

drei Gleichungen treten die fünf Grössen:

r, s, Q, a, rö — SQ

linear auf. Die letzte bezeichnen wir mit yj:

(26) rj ^~ rö — sq.

Alsdann können wir unter den Liniencoordinaten der Geraden (24)

oder (25) die fünf Grössen r, s, q, 6, 7} verstehen , wobei allerdings zu

beachten ist, dass sich die fünfte, r], durch die übrigen ausdrückencüordmateu.

lässt infolge von (26).

Wenn wir nun irgend eine orthogonale oder gleich allgemeiner

eine beliebige projective Punkttransformation ausüben, so geht die Ge-

rade (25) mit den Liniencoordinaten r, s, q, 6, rj in eine neue Gerade

mit neuen Liniencoordinaten r', s', q', ö', y\ über, wobei

rf 1 - r' 6' — s q'

zu setzen ist. r', s', 9', ö' lassen sich durch r,s,Q,6 ausdrücken, also

auch fj'. Man findet aber, dass sich die fünf Grössen r', s', q\ ö', ij'

linear gehrochen mit gleichen Nennern durch die fünf Grössen r, s, q, 6, rj

ausdrücken lassen. Da wir dies später (S. 285) auf bequemerem Wege
zeigen können, unterdrücken Avir hier den Nachweis und führen ihn

nur für das obige specielle Beispiel (24), in dem sich sofort ergiebt:

/ r , 1 , — V f — ö / —

Liegt nun eine von (26) verschiedene Gleichung in den fünf Linien-

coordinaten r, s, Q, 6, rj vor:

F{r, s, Q, 6, rj) = 0,

\ so definiert sie, da t] den Wert (26) hat und diese Gleichung also

l
eine Gleichung zwischen den vier ursprünglichen Liniencoordinaten

r, s, Q, 6 ist, oü^ Geraden im Räume. Ist sie algebraisch und vom
w'*^" Grade in den fünf Grössen r, s, q, ö, rj und übt man auf die Punkte

des Raumes eine projective Transformation aus, so gehen die 00^ Geraden

in neue Geraden über, deren Liniencoordinaten r', s', q', ö', rj' sich, wie

bemerkt, linear gebrochen mit gleichen Nennern durch r, s, q, 6, rj aus-

drücken. Umgekehrt drücken sich also auch r, s, q, 6, rj linear ge-

brochen mit gleichen Nennern durch r', s', q', o', yj' aus. Die Gleichung
j^teii

Qj-ades F= geht also in eine Gleichung «*"" Grades

B' F,{r\s\Q',6',rj') =

i
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in den fünf Liniencoordinaten der oo'' neuen Geraden über. Der

Grad einer algebraischen Gleichung in den fünf Limencoordinateu

r, Sj Q, 6, 7] Ueibt also bei projectiver Transformation des Raumes invariant.

Dieser Ideengang war es, der Plücker 1865*) veranlasste, ausser

r, s, Q, 6 noch als überzählige fünfte Liniencoordinate die Grösse

7} ^^ r0 — SQ einzuführen.

Wie man nun mit Vorteil statt der drei gewöhnlichen Punkt-

coordinaten im Räume vier homogene Punktcoordinaten benutzt, so

kann man auch statt der bisherigen fünf Liniencoordinaten sccJis

homo'ene ^tomogene Liniencoordinaten einführen. Es kommt alsdann nur auf die

Limen-
f||j^f Verhältnisse dieser homogenen Coordinaten an, und es besteht

coordmaten. O ;

zwischen diesen fünf Werten eine Relation, entsprechend der Relation

(2>d). Solche homogene Liniencoordinaten wurden durch Grassmann

(1844) und unabhängig von ihm durch Cayley (1859) und Plücker

(1865) eingeführt**).

^"^Lhlu^u"'
Nach Grassmann gehen wir von folgender Überlegung aus:

coordinaten. gjj^j y^^ y^^ y^^ y^ yj^^] y^^ ^^^ ^^^ ^^ homogcuc Coordinatcu zweier

Punkte des Raumes und sind x^, x^, x^, x^ die homogenen Coordinaten

eines veränderlichen Punktes des Raumes, so liegt der letztere Punkt

(x) dann und nur dann auf der Geraden der Punkte (ij) und {/), wenn

alle dreireihigen Determinanten der Matrix:

Ik !/2 y-:, Vi
'

Z\ ,^2 '?- -i.t

verschwiiulen. Die Gleichungen, die durch Nullsetzen dieser drei-

reihigen Determinanten hervorgehen, sind mithin die Gleichungen einer

Geraden in den laufenden Coordinaten x^, x^, x^, x^. Diese Coordinaten

haben darin als Coefficienten die zweireihigen Determinanten von der

Form

(27) p,,
'^'' ^'

(/,/.' = l,2,r>,4).

Lisgesamt giebt es sechs solche Grössen />/a-, da pa " uud i)^,::^::
—pa

ist. Diese sechs Grössen, etwa:

*) Vgl. Plücker' s in der 4. Fussnote, S. 274, citierte Arbeiten. Implicite

war der im Text erwähnte übelstand der Veränderlichkeit des Grades bei pro-

jectiver Transformation schon vorher von Grassmann und Cayley durch die

von ihnen eingeführten homogenen Liniencoordinaten überwunden worden. Vgl.

die geschichtliche Übersicht in § 2.

**) Man vergleiche die in den Fussnoten, S. 278 u. 274, genannten Schriften

von Grass mann, Cayley und Plücker, sowie überhaupt die dort im Text
gegebene geschichtliche Darstellung.
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i>i2; Ih:^, Pu, l>2-i, lh2, Pu,

lassen sich daher nach Grassmann als homogene Liniencoordinaten der^''"^*^;^^""""''-

Geraden benutzen, die durch die beiden Punkte {y) und {£) hin-

durchgeht.

Diese Definition der homogenen Liniencoordinaten pa lehrt un-

mittelbar eine wichtige Eigenschaft derselben bei projectiver Trans-

formation des Raumes. Eine projective Punkttransformation wird

nämlich in den homogenen Punktcoordinaten x^, x,j., x.^, x^ dargestellt

durch vier auflösbare» lineare homogene Gleichungen:

(28)
• ^/ = «a^'i + • • • + «M**.i (*=l7^;^>4). *

Setzt man also

l/i'
= ((iiyi-\ h «'1n , zl = (t,i ^1 H h «V4 ^4

(i = l,2,3,4),

so ist es eine bekannte Thatsache, dass sich die Determinanten

I
V'i Vk

I

Pik =^
,

I

Zi Zk
\

linear und homogen aus den Deterjuinanten

I

Vi Vk i

Pik ^^
I

i

Zi Zk

zusammensetzen. Es kommt ja augenscheinlich:

1..4

(29) pik =^ chf,a,rP,.r (l, k = 1, 2, 3, 4).

Somit haben wir:

Satz 4: Bei projectiver Transformation des Baumes werden die^,^""» ^rf.
-^ "^

'

_

des Baumes.

homogenen Liniencoordinaten pik linear und homogen transformiert.

Unabhänffiff von Grassmann hat Cayley 1859 dieselben sechs^'^Viiy's Be-
° °

. . .
ti-aciilungen.

homogenen Liniencoordinaten eingeführt. Wir haben Cayley 's Be-

trachtung schon im vorigen Paragraphen erwähnt und wiederholen hier

nur, dass er bemerkte, dass eine Curve, sobald sie als Ort ihrer oo^

Treffgeraden aufgefasst wird, die ja einen Liniencomplex bilden, durch

eine einzige Gleichung zwischen den Liniencoordinaten pij, dieser

Geraden, eben durch die Gleichung dieses besonderen Complexes,

dargestellt wird. Hierzu tritt sodann die erst von Cayley aufge-

stellte Relation, die stets zwischen den sechs Liniencoordinaten pik be-

stehen muss.

Diese Relation, deren Notwendigkeit schon daraus folgt, dass es
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nur oü* Geraden im Räume giebt, ergiebt sieb aus dem Satze, dass

die secbs zweireihigen Determinanten pik der Matrix

\yi Vi y-6 Vil

eine quadratische Gleichung erfüllen, einem Satze, den Cayley*) schon

1859 als „wohlbekannt" bezeichnete. In der That besteht zwischen

ihnen für alle Werte der y und s die Gleichung

(30) i9i2Ä4 H- Pnlh2 + PuP2s ^ 0.

wie man durch Ausrechnung verificiert.

Cayley zeigte ferner, was wir hier ohne Beweis nur erwähnen

wollen, dass eine lineare Gleichung zwischen den p/j^ nur dann alle

Treffgeraden einer Geraden des Raumes darstellt, wenn zwischen ihren

Coefficienten eine gewisse quadratische Relation besteht. Hierauf

kommen wir nachher zurück. Er fügte hinzu, dass eine Gleichung

zwischen den Liniencoordinaten^),i. unter Umständen von allen Tangenten

einer Fläche erfüllt wird, nicht aber immer**). Man sieht, dass Cayley

also die Liniencomplexe betrachtet hat, die von allen Treffgeraden

einer Curve, insbesondere einer Geraden, gebildet werden, sowie die

Complexe, die von allen Tangenten einer Fläche gebildet werden.

Plücker's
Eetrach-

Plücker gelangte 1865 zu den liomoijenen Liniencoordinaten, indem
tungen. gj. einmal — wie Grassmann und Cayley — die Geraden als Ver-

bindungslinien zweier gegebener Punkte, das andere Mal als Schnitt

zweier gegebener Ebenen auffasste.

Es mögen ^^^, «fg, %, u^^ die homogenen Ebenencoordinaten in dem

Coordinatensystem sein, in dem x^^, x^, Xg, x^ homogene Punktcoordi-

naten bedeuten, sodass die Gleichung

u^x^ -f" itgTg -|- n^x^ -f- II^^x^ =
die Bedingung dafür wird, dass der Punkt (x) in der Ebene (m) liegt.

Es seien nun zwei Ebenen durch ihre homogenen Coordinaten v^^,i\,v.^,v^

und w^, iv.^, tv.^, w^ gegeben. Sind u^, U2, %, «4 die Coordinaten einer

beliebigen Ebene durch die Schnittgerade der Ebenen (v), (w), so ist

*) In Cayley's oben in d. 8. Fussnote S. 274 erwähnter Abhandlung,
Collected Papers 4. Bd., S. 447. Von Klein rührt die Bemerkung her, dass die

allgemeinste lineare homogene Transformation der 'p-j., bei der die weiter unten

erwähnte Bedingungsgleichung (30) invariant bleibt, die projeetiven und dualisti-

schen Transformationen des dreifachen Raumes liefert. Vgl. Kl ein 's Dissertation,

Düsseldorf 1869.
**) In der in der 3. Fussnote S. 274 genannten zweiten Abhandlung, S. 448

des 4. Bandes der Collected Papers.
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die analytische Bedingung für diese die, dass alle dreireihigen Deter-

minanten der Matrix:

tif-i lA/a tvo tvi

verschwinden müssen. Nullsetzen dieser dreireihigen Determinanten giebt

also die Gleichungen, die jene Schnittgerade in den laufenden homo-

genen Ebenencoordinaten u^jU^^ii^jU^ darstellen. In diesen Gleichungen

haben die u die Coefficienten

Vi Vk
(31) ^,:.-

I

(i, 7. = 1,2, 3, 4).
Wi Wk

I

So kommen wir, da g,,; 0, q^i :eee — g^- ist, insgesamt zu sechs

homogenen Bestimmungsstücken

^12; ^lö; <lu, ?23; ^42; <hi

der Geraden, die als Schnittlinie der beiden Ebenen (v) und {iv)

definiert ist. Es lassen sich also diese qik als Jiomogcne Liniencoordinaten ^""^^^°°""

auffassen. Auch zwischen diesen Liniencoordinaten besteht eine quadra-

tische Relation analog der Relation (30) zwischen den p/k identisch,

nämlich offenbar diese:

Angenommen, es seien zwei Geraden gegeben durch ihre homogenen

Liniencoordinaten jp/k bez. jt),'^-. Sind (jj), {z) Punkte der einen, (y'), {z')

Punkte der anderen Geraden, so können wir dann setzen:

(33)
P:^-y>^^-y^^^,

(^,^ = 1,2,3,4).
Pik ' Vi 2k — Vk Äv

Die beiden Geraden schneiden sich dann und nur dann, wenn die vier

Punkte (?/), {z), (y), {z') in einer Ebene liegen, d. h. wenn

=

ist. Entwickeln wir diese Determinante zunächst nach y^, y^, y^, y^,

alsdann die sich ergebenden dreireihigen Determinanten nach z^^, z^, z._^, z^,

so erhalten wir zwölf Glieder, die sich paarweise vereinigen lassen

und wegen (33) die Relation liefern:

(34) 2>i2i>34 + Pi3pi2 + PuP23 + p^nPii + p.i2p'i:\ + p.nPii = 0.

2/l
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Bedingg. Dies ist also die Bedingung dafür, dass zwei Geraden mit den

schneidena.homogenen Liniencoordinaten pu, hez. pik einander schneiden.

Sie muss natürlich insbesondere dann erfüllt sein, wenn beide

Geraden zusammenfallen, also wenn wir jedes pih=Pik setzen. Thun
wir dies, so Averden wir zu der oben aufgestellten Relation (30) ge-

führt, die stets zwischen den Liniencoordinaten einer Geraden besteht.

Bezeichnen wir die linke Seite dieser Relation mit P, setzen wir also

(30') P - J i)i2 i^si + i)i3 P.i, + Pi4Ä3 -- 0,

so können wir die Bedingungsgleichung (34) für den Schnitt zweier

Geraden {pik) und {pik) auch so schreiben:

(34-) 2'€^""°-

Hierin ist die Summe über alle sechs Liniencoordinaten pu- zu er-

strecken.

Die Relation (34) lehrt zugleich die Richtigkeit einer oben (S. 280)

erwähnten Bemerkung von Cayley: Die in den pik lineare homogene

Gleichung

2:aikpik =
wird von allen Treffgeraden (pik) einer Geraden (p/^) erfüllt, wenn

die Coefficienten «,i als Liniencoordinaten p'ik aufgefasst werden können,

d. h. wenn sie der dazu notwendigen quadratischen Relation genügen:

«12 «34 + «13 «42 + «14 «23 = ^^

Ahnliche Betrachtungen lassen sich für die homogenen Linien-

coordinaten (pk aufstellen, die aus den homogenen Ebenencoordinaten

abgeleitet wurden. Man findet, dass die Bedingung dafür, dass zwei

Geraden (g,i) und (g/^.) einander schneiden, so lautet:

(35) 2'€'^" = '''

wenn unter Q die nach (32) identisch verschwindende Grösse ver-

standen wird:

(.32') Q = ^12 g34 + ^13 ^42 + $14 ^23
'^ 0.

Beziehung Zwischcn den homogenen Liniencoordinaten pik und <pk besteht
zwischen

. -i-»-i a- • ^ • ^ l- ^
den /),-;(. eme enge Beziehung: Sie sind einander proportional.
i"»d ^i.k

jj^ (jgj. Xhat, sind (?/) und {z) zwei Punkte einer Geraden und

(f), (w) zwei Ebenen durch die Gerade, so ist:

^1^1 + ^2^2 + ^y^i + ^4^4= 0> ^"l^l + ^^"2^2+ ^3^3 + ^4^4 = 0,

Wl Vi + «^2 ^2 + ^3 y^ + «^4^4= 0, Wi ^1 + ^2 ^2 + ^zH + «<^4^4 = 0.
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Die Relation P . z 0, die zwischen den sechs homogenen Liniencoor-

dinaten j),^. besteht, stellt sich nach (37) so dar:

(39) (x' — x") iy'z" — z'y") + {y' — y") {z'x" — x' s") +
+ (^' — ^") i^'y" — y'^") --^- 0.

Insbesondere können wir die Liniencoordinaten pu, einer Geraden

aus den Coordinaten zweier unendlich henachharter PunJde der Geraden

ableiten *). Ist — in nicht homogenen Punktcoordinaten — (x, y, z)

ein Punkt und {x -\- dx, y -{- dy, z -\- dz) ein benachbarter Punkt,

so sind die homogenen Liniencoordinaten puc ihrer Verbindenden nach

(37) gleich den folgenden infinitesimalen Grössen:

^dy — y dx, ydz — z dy, zdx — x dz,

dx, dy, dz.

Statt die p;k diesen Grössen gleich zu setzen, können wir sie ihnen

proportional setzen, da die jhk homogene Liniencoordinaten sind. Wir

setzen also:

(40)
l\i
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Sind nun r', s', q', 6', iq' die transformierten Liniencoordinaten

r, s, Q, 6, Tj, so ist analog (38) und (38') zu setzen:

r' = ^ s' = "^'^
' =^ ö' = -^'^ 7' = ^^

.

Pm'
^

Pu' ^ P-n' Pu' ^^ P'si

Setzen wir hierin die Werte (29) ein und alsdann die Werte r, s, q, 6, i]

nach (38) und (38'), so erkennen wir, dass sich r\ s', q'^ (?', rj' linear

durch r, s, Q, 6, 7] ausdrücken. Also folgt:

Satz 5: Bei einer projectiven Transformation des Baumes werden ^rf. von

die nicht-homogenen fünf Liniencoordinaten r, s, q, 0, iq projectiv trans- p'roj.Trf.

formiert.

Hiermit ist die auf S. 277 aufgestellte Behauptung bewiesen.

Wir wollen nun mit Plücker eine Gleichung zwischen den Linien-

coordinaten 2^u- betrachten. Soll sie einen begrifflichen Sinn haben

so muss sie homogen in den pa- sein, da die pa- homogene Coordi-

naten sind. Jede in den pn- homogene Gleichung

(42) ^(pa)-=0

bestimmt oo^ unter den oo^ Geraden des Raumes, also einen Linien- Linieu-
' complex.

complex. (Vgl. S. 253.) Eine Ausnahme macht die Gleichung P= 0,

die ja identisch besteht für jede Gerade des Raumes. Nehmen wir an,

die Gleichung = sei algebraisch und zwar vom n^^" Grade in

den pii,. Wie wir wissen, geht sie bei projectiver Transformation des

Raumes wieder in eine algebraische Gleichung n^^^ Grades über. Es

rechtfertigt sich daher, den Grad n dem Complex selbst beizulegen,

also den Complex einen Liniencomplex w'^" Grades zu nennen.

Durch einen bestimmten Punkt des Raumes, der die homogenen

Coordinaten y^, y.^, t/^, y^ habe, gehen 00^ Geraden des Complexes.

Sie bilden einen Kegel, dessen Spitze der Punkt (y) ist. Um die

Gleichung dieses Kegels in homogenen Punktcoordinaten Xj^, x.,, x.^^, x^

zu erhalten, setzen wir jedes

Pik = ^iVk — Xky,-

und erhalten:

^(xiy/, — xi-y,) = 0.

Diese Gleichung ist nach den gemachten Voraussetzungen algebraiscli,

homogen und vom w^"" Grade in x^, x,^, x,^, x^. Sie stellt daher einen

Kegel w'""" Ordnung dar. Wir nennen den Kegel, der von allen durch

einen festen Punkt des Raumes gehenden Geraden des Complexes ge-

bildet wird, einen Conqücxl-cf/cl , und finden also, dass der allgemeine compiex-

ComplexJwgel eines Comjdcjvs n'"' (hcides ein Kegel n"''' Ordnung ist. „t*=r
ordn.
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Oben haben wir geseben^ dass die Linieneoordinaten qn- den

Liniencoordinaten pi), proportional sind, nach den Formeln (36). Mitbin

wird der vorliegende Complex in den Liniencoordinaten g/^. ebenfalls

diirch eine algebraische Gleichung w*°° Grades dargestellt:

W{qn) = 0.

Betrachten wir eine bestimmte Ebene (t') des Raumes. In ihr

sind rx^ Geraden des Liniencomplexes enthalten. Sie werden in der

Ebene eine Curve umhüllen. Den analytischen Ausdruck dieser Curve

erhalten wir, wenn wir jedes

q;^ = Uiv,, Uk Vi

setzen, in der Form:
W(u/Vi- — Uk-vi) = 0.

Hierin sind u^^, u^^ n^, u^ homogene Coordinaten der Ebenen, welche

die Ebene (v) in den Geraden schneiden, die dem Liniencomplex an-

gehören. Da die hervorgehende Gleichung algebraisch vom w*®"^ Grade

in Wj, 11.2, '^*.3? ^4 ^^^7 ^^ folg^7 ^^^^ ^^ö ebene Curve, die von den in

der Ebene (y) enthaltenen Complexgeraden umhüllt wird, in Ebenen-

coordinaten eine algebraische Gleichung n^^^ Ordnung hat. Sie ist also

eine Curve w""'' Classe.

Es ist auch geometrisch einzusehen, dass die Classe dieser Curve

mit der Ordnung des Complexkegels übereinstimmt. Es möge nämlich

11 die Zahl der Complexgeraden sein, die durch

einen gegebenen Punkt p gehen und in einer

gegebenen Ebene e liegen. Lässt man nun die

Ebene e um eine Gerade diirch p drehen, so

erhält man nach und nach alle Geraden des

Complexes, die durch p gehen. Der von ihnen

gebildete Kegel ist von w*'^'' Ordnung, weil er

jede Ebene durch seine Spitze in n Geraden

trifft. Andererseits, lässt man den Punkt p
eine Gerade der Ebene e durchlaufen, so erhält

man nach und nach alle Complexgeraden, die

in der Ebene e enthalten sind. Durch jeden

c (yehen gerade n dieser Geraden, d. h. diese

Classe.

ZJ.

Fig. 60.

Punkt p der Ebene

Geraden umhüllen eine Curve

In Fig. 60, die sich auf den Fall w = 2 bezieht, ist der Complex-

kegel eines Punktes p angegeben sowie der Kegelschnitt r, der von

den Complexgeraden in einer durch p gehenden Ebene e umhüllt wird.

Beiden sind zwei Complexgeraden g, h gemein.

Wir haben gefunden:
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Satz 6: Der Grad eines Liniencomplexes ist gleich der Ordnung

des allgemeinen Complexlcegels und gleich der Classe der Curve, die von

den in einer heliebigen Ebene liegenden Complexgeraden umhüllt wird.

Er ist somit auch gleich der Anzahl der Complexgeraden, die durch einen

gegebenen PunM gehen und mgleich in einer gegebenen Ebene durch den

Punkt liegen. Bei projectiver Transformation des Baumes bleibt der

Grad des Complexes ungeändert.

Im ersten Paragraphen haben wir erkannt, dass gewisse Monge'sche'^^^^f'^"^"'

Gleichungen oo^ geradlinige Integralcurven besitzen, die also einen ^"™f'^'^'^^^-

Liniencomplex bilden. (Vgl. Satz 1, S. 254.) Liegt umgekehrt der

Complex (42) vor, so ist es nicht schwer, die zugehörige Monge'sche

Gleichung aufzustellen. Denn in den nicht-homogenen Punktcoordinaten

X, y, z werden die Linienelemente {x, y, z, x' : y' : z'), die durch den

Punkt {x, y, z) gehen und deren Geraden Complexgeraden (pi/,) sind?

durch die obigen Formeln (41) bestimmt. Daher werden die Linien-

elemente der zugehörigen Monge'schen Gleichung gegeben durch die

Gleichung, die aus (42) hervorgeht, wenn darin die Substitutionen (41)

gemacht werden. Die Monge'sche Gleichung in ,«, y, z, dx, dy, dz

selbst ergiebt sich, wenn man in (42) für die Coordinaten pn- die

ihnen nach den Formeln (40) proportionalen Grössen einsetzt.

Wenden wir uns jetzt zu den linearen Liniencomplexen, d. h. zu p^m Ye^J

den Scharen von oo^ Curven, denen nach Satz 5 die Eigenschaft zu-

kommt, dass durch jeden Punkt oo^ der Geraden gehen, die einen

Kegel erster Ordnung, d. h. ein ebenes Büschel bilden. Li § 3 des

vorigen Kapitels haben wir die oo^ Nullgeraden eines Nullsystems

gerade auch durch diese Eigenschaft definiert (vgl. S. 212). Also sind

die linearen Liniencomplexe identisch mit den Scharen der Nullgeraden

von Nullsystemen. Die Nullgeraden sind die Complexgeraden. Wir Nuiisystem.

haben mithin in § 3 des 6. Kapitels eine Reihe von Eigenschaften

der linearen Complexe schon bewiesen.

Nach dem Vorhergehenden wird ein allgemeiner linearer Complex

analytisch dargestellt durch eine Gleichung von der Form:

1..4

(43) ^ an.pu = 0.

ik

Da p/i-{- p/,;-^£ ist, so stellt diese Gleichung den allgemeinen linearen

Complex auch dann dar, wenn wir den Coefficienten ccu- die Be-

schränkung auferlegen:

«a- + «A-« = (i,^-=l,2,3,4).
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Bei den linearen Complexen spielt die Grösse:

(44) Ä = a^^a^^ + u^^a^^ + a^^a.^^

eine besondere Rolle. Zunächst wird man auf diese Grösse geführt,

wenn man die Bedingung finden will, unter der alle Geraden des

linearen Complexes Treffgeraden einer gewissen Geraden sind, d. h.

specieiier uutcr der der vorliegende Complex ein sogenannter sjyecieller linearer

compiex. Complex ist, dem ein specielles Nullsystem zugehört (vgl. § 3 des 6. Kap.,

S. 213). Dieser Specialfall tritt dann und nur dann ein, wenn es eine

Gerade mit den Liniencoordinaten pik giebt, sodass für jede Gerade

{Pik) des Complexes nach (34) die lineare Relation besteht:

PnPäi + P13P42 + 2>14i>23 +Pi^Pu +Pi^piz +Pi4.p'v2 = 0,

d. h. also, da die pn. ausser der Gleichung (43) nur die quadratische

Relation (30) erfüllen, dann und nur dann, wenn die in (43) auf-

tretenden Coefficienten an,. Liniencoordinaten pi^ einer Geraden sind.

Dies sind sie aber, sobald sie die dafür charakteristische quadratische

Relation erfüllen:

«12 «34 + «13 «42 + «14 «23 = ^,

d. h. die Relation A = 0, vmd ausserdem die Relationen an, -\- a^i == 0,

die wir, wie gesagt, voraussetzen dürfen. Also haben wir den

Satz 7: Der lineare Linienconiplex

.4

^ a,ipn = («,-, + a,; = 0)

ist ein specieiier dann und nur dann, ivenn die Grösse

A = ai2a,54 + «i.a^^ + «14^23 =
ist.

Dies Ergebnis wurde, wie wir oben (S. 280) in anderer Ver-

bindung angaben, zuerst von Cayley abgeleitet.

^
Die

^
Yür einen nicht -specieilen linearen Complex ist also A =]= 0. Das

Quadrat von A lässt sich, wie man durch Ausrechnung verificiert, in

der Form einer schiefen Determinante schreiben:

(45) ^^ EE^ 2; + «a «22 «33 «44 ,

wegen der Relationen an- -\- at; = 0. Hieraus lässt sich nun leicht

das Verhalten von A hei Ausfiihrmir/ einer projectiven Transforni(dion

des Raumes ableiten.

Wir wissen ja, dass ein linearer Complex bei einer projectiven

Transformation des Raumes

(28) xl = anXi -\- ai^x-^ -f- a;,;X;i -{- a^Xi {i = 1, 2, 3, 4)
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wieder in einen linearen Complex verwandelt wird. Angenommen, der

obige lineare Complex (43) gehe in diesen über:

1..4

(46) ^a;,p;, = o,

so können wir die Beziehung zwischen den auc nnd aik leicht auf-

stellen. Denn wir fanden schon früher (S. 279), dass bei der pro-

jectiven Transformation (28)

(29) pi, =^ üi^ a,r j),, , (i, Ä; = 1 , 2, 3, 4)

ist. Substituieren wir diese Werte in (46), so kommt:

1..4

^ ai^aicva'ikPnv= 0,

/, k, /LI, V

und dies muss wieder die Gleichung des ursprünglichen linearen

Complexes (43) sein. Es ist also zu setzen:

1..4

(47) cc^,^ = Q2 a,7, ttkr a'ik (/x, v = 1 , 2, 3, 4).

»:, k

Hierin bedeutet q einen Proportionalitätsfactor, der ohne weiteres gleich

Eins gesetzt werden kann, da die a^. und a^,^, homogene Bestimmungs-

stücke des neuen bez. des ursprünglichen linearen Complexes sind.

Die Grösse A, gebildet für den neuen linearen Complex (46),

möge mit Ä bezeichnet werden. Nach (45) ist dann

Ä ^ :z- U + all «22 (x-k «44-

Aber aus dem Werte (45) von A^ folgt durch Substitution der Werte

(47) eine Determinante, die sich nach der Regel von der Multiplication

der Determinanten auch so schreiben lässt:

A^ = {2J + «n «22 «33 «44)^ ^ + «11 «22 ß:33 «44 •

Es ist daher:

(48) A^=^J'Ä\
wenn

die Determinante der Coefficienten der projectiven Transformation (28)

bezeichnet.

Formel (48) lehrt, dass die Grösse A bei Ausführung einer

projectiven Transformation des Raumes mit einem Factor reproduciert

wird, der nur von den Coefficienten der Transformation abhängt.

liie, Geometrie der Berübrungstransformationen I.] 19 [4. X. 1S95.]
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ist, den Wert 1 annimmt. Demnach lässt sich durch passende Wahl

des Coordinatentetraeders erreichen, dass der lineare Complex eine der

beiden Formen annimmt:

(51) Pv2—2hi = ^, Pi2 = 0-

In nicht homogenen Coordinaten giebt dies nach der Formel (38')

(S. 283):

(52) SQ — rö -\- 1 = 0, SQ — rö = 0.

Diese Reduction aber haben wir schon in § 3 des 6, Kap., S. 222, 223,

geleistet.

§ 4. Büscliel und Bündel von linearen Complexen.

Angenommen, es liegen zwei lineare Complexe vor*): Gemeins.
Geraden

14 14 zweier lin.

(53) ^''''^» = 0' 2''*"^"=Ö-
i,k i,k

Jedem Punkt (x) des Raumes wird durch den einen Complex ebenso

wie durch den anderen eine Ebene durch den Punkt zugeordnet. Beide

Ebenen fallen für einen allgemein gewählten Punkt nicht zusammen,

da sonst die beiden Complexe dieselben wären. Sie schneiden sich

vielmehr in einer durch den Punkt {x) gehenden Geraden, und diese

Gerade ist eine Gerade des einen und des anderen Complexes.

Durch jeden Punkt geht also eine beiden Complexen gemeinsame

Gerade, und hiermit ist jedem Punkt eine Gerade zugeordnet. Wählen

wir irgend einen anderen Punkt auf dieser Geraden, so gehen die

Ebenen, welche die Complexe dem neuen Punkte zuordnen, durch die

Gerade-, also ist jedem Punkte dieser gemeinsamen Complexgeraden

ebendieselbe Gerade zugeordnet. Im ganzen Räume giebt es oo^ Punkte.

Da auf den Geraden, die diesen Punkten zugeordnet sind, je oo^ Punkte

liegen, so giebt es ingesamt oo^ Geraden, die beiden Complexen an-

gehören. Eine Schar von oo^ Geraden des Raumes heisst aber ein

Strahlensystem. Das vorliegende Strahlensystem hat noch die besondere strahien-

Eigenschaft, dass durch jeden Punkt des Raumes eine und nur eine
^^^*'''"'

Gerade des Systems geht. Daher ist es als ein Strahlensystem erster strahieu-

Ordnung zu bezeichnen.
^^^

Fassen wir ferner eine beliebige Ebene allgemeiner Lage ins Auge.

Die in ihr gelegenen Geraden, die dem ersten Complex angehören,

*) Die Entwickelungen dieses Paragraphen, bei denen niclit ausdrücklich
Anderes angemerkt wird, rühren ebenfalls von Plücker her. Vgl. sein Werk:
Neue Geometrie des Baumes u. s. w., herausgeg. v. Klein, Leipzig 18G8, S. G2 u. f.

19*
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bilden ein Strahlenbüschel^ ebenso die, welche dem zweiten angehören;

und zwar haben die Büschel im allgemeinen verschiedene Scheitel. Sie

besitzen daher einen und nur einen tjemeinsamen Strahl. Daraus folsrt,

dass das erhaltene Strahlenbüschel auch die Eigenschaft hat, dass in

jeder allgemein gewählten Ebene eine und nur eine Gerade des Büschels

sy'/t*^/.''oi.
liegt. Deshalb bezeichnet man es als ein Strahlensystem erster Classe.

Satz 8: Die Geraden, die zwei gegebenen linearen Coniplexen ge-

meinsam sind, bilden ein Straldensystem erster Ordnung und erster Classe.

Analytisch wird dies Strahlensystem durch die beiden in den p/>t

linearen Gleichungen (53) dargestellt.

Bedeuten l, ^ zwei beliebige Constanten, so ist die Gleichung

(54) A^ a,, p;, + itt2 ^a- Pik =

eine Folge der Gleichungen (53) und wird daher auch von den Geraden

des Strahlensystems erfüllt. Andererseits ist diese Gleichung wieder

die eines linearen Complexes

1..4

(54') ^{?^aa-\-^ßu)pa = 0.

i,k

Die Geraden des Strahlensystems gehören daher auch diesem linearen

Complex an. Die Gleichung (54') stellt insgesamt oo^ lineare Complexe
Büschel

(jg^j, jjj^j. Inbegriff heisst ein Büschel von linearen Complexen.

compiexon. Bilden wir die Grösse A des vorigen Paragraphen (vgl. Formel (44),

S.288) für einen beliebigen Complex (54') des Büschels, so erhalten wir:

+ (^«14 + i^ßu) (^«23 + /^^23)-

Diese quadratische Function von A, ^ ist gleich Null für zwei Werte

f 1
'

f^i

des Verhältnisses A : ^. Nach Satz 7 des vorigen Paragraphen (S. 288)

folgt also:

Satz 9: Jedes Büschel von linearen Complexen enthält ztvei specielle

lineare Complexe.

uemeinsame Da iedcr specicUe lineare Complex aus allen Geraden besteht, die
Geradeudes r r ?

Büschels, eine bestimmte Gerade schneiden, so sind die Geraden, die diesen

beiden Complexen gemein sind, d. h. die Geraden, die allen Complexen

des Büschels gemein sind, jene cjo^ Geraden, die zwei ganz bestimmte
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Geraden g und h schneiden. Diese beiden Geraden sind im Allgemeinen

zu einander windschief. Lägen sie nämlich in einer Ebene e, so würden

alle Geraden in dieser Ebene jedem Complexe des Büschels angehören.

Dann aber wären alle Complexe des Büschels speciell (vgl. § 3 des

6. Kap., S. 219), d. h. die Grösse A müsste für jedes Wertepaar A, ^
Null sein. Dies tritt dann und nur dann ein, wenn die Coefficienten

von X^, l^ und ^^ in dem obigen Wert von A verschwinden. Das

Verschwinden der Coefficienten von l^ und /tt^ sagt aus, dass die beiden

ursprünglich gegebenen Complexe (53) speciell sind, also aus allen

Geraden bestehen, die die Geraden mit den Liniencoordinaten aik bez.

ßik treffen. Das Verschwinden des Coefficienten von k^ sagt dann

nach Formel (34), S. 281, aus, dass die beiden Geraden {aij) und (/3a-)

einander schneiden.

Wir können also sagen:

Satz 10: Die od^ Geraden, die allen Complexen eines BüscJiels von

linearen Complexen gemein sind, schneiden zwei Geraden. Biese beiden

Geraden schneiden einander nur dann, wenn alle Cmnplexe des BüscJiels

speciell sind.

Es kann im allgemeinen Falle, dass A e|= ist, vorkommen, dass

die Gleichung A = eine Doppelwurzel X : ^ hat. Alsdann liegen

die beiden Geraden g und h einander unendlich nah, sind aber nach

dem Vorhergehenden zu einander windschief.

In jedem Falle also besteht das Strahlensystem erster Ordnung

und erster Classe, das allen Complexen des Büschels gemein ist, aus

allen Geraden, die zwei Geraden g und h schneiden. Wenn g und h

einander treffen, so liegt der triviale Fall vor, dass alle gemeinsamen

Geraden die Geraden einer Ebene sind, zusammen mit den Geraden

durch einen festen Punkt. In diesem Falle zerfällt infolgedessen das

betrachtete Strahlensystem.

Wir wollen hier den früher (§ 1 des 6. Kap., S. 187) versprochenen Bestimmg.

Nachweis einschalten, dass jedes Strahlensystem erster Ordnimg und strahien-

erster Classe aus allen Geraden besteht, die zwei zu einander wind- u. i. ci.

'

schiefe Geraden g und h treffen.

Tax diesem Zweck betrachten wir zunächst ein allgemeines Strahlen-

system, d. h. eine Schar von oo'-^ Geraden. Wir können sie, wenn

x,y, z gewöhnliche Punktcoordinaten sind, z. B. definieren durch zwei

Gleichungen:

(55) x = rz + Q, y = sz-\-6,

in denen r, s, q, ö Functionen zweier Parameter u, v sind, sodass
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jedem Wertepaar u, v der Parameter eine Gerade entspricht. Die

Geraden (u, v) und (u -\- du, v -\- clv) schneiden einander dann und

nur dann, wenn es ein Wertsystem x, y, z giebt, das die Gleichungen

(55) sowie die Gleichungen

== (?r • ^ -f cIq, ^ = ds • z -\- d(5

erfüllt, also dann und nur dann, wenn du, dv die in du, dv homogene

quadratische Gleichung

dr da — dsdQ =
erfüllen. Diese in du : dv quadratische Gleichung hat mindestens eine

Wurzel. Also folgt:

Satz 11: Auf jedem Strahl eines Strahlensystems gieht es mindestens

einen Punkt, durch den ein unendlich benachbarter Strahl des Systems

geht*).

Fassen wir nun ein Sti'ahlensystem erster Ordnung und erster

Classe ins Auge. Es wird durch zwei algebraische Gleichungen in

den Liniencoordinaten p^ definiert. Nach Definition soll ferner durch

jeden Punkt allgemeiner Lage (x.^ : x^ : x^ : x^) des Raumes mit den

homogenen Punktcoordinaten x^^, X2, x^, x^ nur ein Strahl des Systems

gehen, der z. B. die Ebene ^4 = in einem bestimmten Punkt

(2/1 • ^2 • Us) treffen wird, sodass also die beiden Gleichungen des

Strahlensystems, sobald in ihnen allgemein

l>ik = xiyk — Xkyi

und y^ = gesetzt wird, bei beliebig gegebenen x^,x^,x^,x^ die Ver-

hältnisse y^: y^'- y?, eindeutig bestimmen müssen. Es wird daher eine

Proportion bestehen von der Form:

in der (pj^, (p.^, (p.^ drei ganze rationale homogene Functionen von

x^, x^, x.^, x^ bedeuten, die keinen gemeinsamen Teiler haben. Nach

Satz 11 giebt es nun aber auf jedem Strahl mindestens einen aus-

gezeichneten Punkt (x^ : X2 : Xq : x^), durch den zwei (unendlich be-

nachbarte) Strahlen gehen. Unsere Proportion liefert jedoch bei ge-

gebenem Wertsystem x^ : x^ : x.^ : x^ stets einen bestimmten Punkt

(Vi
'

Vi • y-d)j
ausgenommen, wenn alle drei Functionen qpj, (p^, (p-^

gleichzeitig Null sind. Die ausgezeichneten Punkte werden daher

durch die Gleichungen

<Pi = ^, <P2 = <^' % = ^

gegeben. Da auf jedem der 00^ Strahlen einer liegt und offenbar

nicht alle Strahlen durch einen gemeinsamen Punkt gehen, so giebt

•) Vgl. S. 269, 270 in dem geschichtlichen Überblick des § 2.
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es mindestens oo^ ausgezeichnete Punkte. Sie erfüllen also eine Curve

oder eine Fläche. Letzteres ist unmöglich, da die drei vorstehenden

Gleichungen keine Fläche darstellen, weil q)^, cp.^, cp-^ keinen gemein-

samen Teiler haben. Also liegen alle ausgezeichneten Punkte auf

einer Curve c. Da auf jedem der oo^ Strahlen einer liegt, so gehen

also durch jeden Punkt der Curve oo^ Strahlen. Jede Ebene, die c

schneidet, etwa in p, soll nur einen Strahl enthalten. Also bilden die

durch p gehenden Strahlen ein ebenes Büschel. Ist die Curve c nicht

eine (und zwar eine einzige) Gerade, so wird eine Ebene allgemeiner

Lage mit c mindestens zwei Punkte p^, p^ gemein haben. Da durch

p^ und p^ Büschel von Strahlen des Systems gehen, so enthält also

die Ebene einen von p^^ und einen von p^ ausgehenden Strahl. Das

Strahlensystem ist aber von erster Classe, also müssen diese beiden

Strahlen in eine Gerade, in p^ p^, zusammenfallen. Alle co^ Sehnen

der Curve c sind also die Strahlen des Systems. Dabei müssen die von

einem Punkte von c ausgehenden Sehnen ein Büschel bilden. Dies

geht nur so an, dass die Curve c in zwei windschiefe Geraden zerfällt.

Das Strahlensystem besteht mithin aus allen oo^ Treffgeraden zweier

windschiefer Geraden. Im Falle nämlich, dass die Curve c eben ist,

wäre das Strahlensystem von nullter Ordnung. Bilden andererseits

die ausgezeichneten Punkte eine und nur eine Gerade g, so ist jedem

Punkt der Geraden ein Büschel zugeordnet. Die Ebenen zweier solcher

Büschel schneiden sich in einer Geraden, die augenscheinlich lauter

ausgezeichnete Punkte enthält, also g selbst ist. Den Punkten von g
sind also Büschel zugeordnet, deren Ebenen g enthalten. Da nun durch

jeden Punkt des Raumes nur eine Gerade eines solchen Büschels geht,

so sind die Ebenen der Büschel projectiv auf die Scheitel bezogen.

Wir kommen also hiermit zu den Strahlensystemen, die aus allen Treff-

geraden zweier unendlich benachbarter windschiefer Geraden bestehen.

(Vgl. S. 187.) Also hat sich ergeben:

Satz 12: Jedes Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe

besteht aus allen Geraden, die zwei zu einander windschiefe, eventuell

unendlich benachbarte Geraden schneiden.

Kehren wir wieder zu unserem Büschel von linearen Complexen
zurück, so sehen wir, dass die gemeinsamen Strahlen des Büschels das

allgemeinste Strcüüensystem erster Ordnung und erster Classe liefern.

Wir wollen nunmehr annehmen, dass in dem Büschel von linearen

Complexen
1..4 1..4

(54) X^ at, pa + ^^ ßi^ i>a- =
i,k i,k
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nicht alle Complexe speciell seien, dass also die Grösse Ä (S. 292)

nicht identisch verschwinde. In dem Büschel wird einem beliebig

gewählten Punkt (x) durch jeden Complex eine Ebene durch den

^^J^^PP^'lggg Punkt zugeordnet. Sind u^, ti^, u^, u^ die homogenen Coordinaten der

*^"un''^^
Ebene, die dem Punkte (x) durch den ersten gegebenen Complex (53)

compi. zugeordnet wird, sodass für jeden Punkt (y) der Ebene

Wi2/i + «'2?/2 + %^3 + u^Vi =
ist, so sind die Ebenencoordinaten Uk nach Formel (49) des § 3

(S. 290) diese:

Uk = «lA^i + c^2!cX2 + a-uX'i -\- a.nXi (Je = 1, 2, 3, 4).

Hierbei ist wie früher «a- = — ccki und aj^k = 0. Andererseits seien

Vi, V2,v^,v^ die homogenen Coordinaten der Ebene, die dem Punkt (x)

durch den zweiten gegebenen Complex (53) zugeordnet ist. Dann ist:

Vk = ßikXx + ß.2kX2 + ßikXi -\- ßikXi (Je = 1, 2, 3, 4).

Endlich sind die Coordinaten w^, iv^, w^, w^ der Ebene, die dem
Punkte {x) durch einen allgemeinen Complex des Büschels (54) zu-

geordnet werden, gegeben durch:

IVk = i^dik + (ißik) Xi -f- (Xa^k + flß2k) X2 -f (Iccsk + ^ßsk) Xi +
+ {la,, -f ^^.1.) X., (Je = 1, 2, 3, 4),

sodass also:

Wk=== kUk-\- ^Vk (7^=1,2,3,4)

wird. Zunächst ersieht man hieraus, dass alle dem Punkte (x) durch

die Complexe zugeordneten Ebenen ein Ebenenbüschel bilden. Dies

hätte man voraussehen können, da die durch den Punkt (x) gehende

Gerade des Strahlensystems in jeder dieser Ebenen enthalten ist. Aber

ausserdem sieht man, dass A, ft linear in den Wk auftreten. Vier

Ebenen des besprochenen Ebenenbüschels bilden also dasselbe Doppel-

verhältnis mit einander wie die vier zugehörigen Quotienten -• Das

letztere Doppelverhältnis ist von der Lage des Punktes (x) unabhängig

und ist bekannt, sobald man vier bestimmte Complexe aus dem Complex-

büschel ausgewählt hat. Daher sagen wir:

Satz 13: Sind
51 = 0, 93 =

die Gleichungen zweier linearer Complexe, so ordnen die vier Complexe

9( + x,:^ = (^ = 1,2,3,4)

des von ihnen bestimmten Büschels von Complexen jedem FunUe des

Baumes vier solche Ebenen eines Ebenenbüschels m, deren Doppelver-

hältnis gleich (x^x^^x-^x^ ist.
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Der hierzu dualistische Satz braucht nicht erst bewiesen zu werden:

Satz 14: Sind
5t = 0, ^ =

die Gleichungen zweier linearer Complexe, so ordnen die vier Complexe

51 + ^,^ = (i = l,2,3,4)

des von ihnen hestimmten Büschels von Complexen jeder Ebene des liaumcs

vier solche PunMe einer Punktreihc zu, deren Doppelverhältms gleich

(K^^K^y.^'ic^ ist.

Wir können nunmehr die Redeweise einführen, dciss die t'^O' v.° vierTim

Complexe
c^mpioxoB.

5t + ^,:33 = (i= 1,2, 3,4)

das Doppelverhältnis (jc^x^x-^ic^) bilden. Infolge der beiden letzten Sätze

tritt dies Doppelverhältnis sofort geometrisch zu tage.

Im Folgenden sei vorausgesetzt, dass die beiden im Büschel ent-

haltenen speciellen Complexe nicht zusammenfallen. Alsdann können

wir insbesondere als zwei der vier soeben betrachteten Complexe diese

beiden speciellen Complexe wählen. Wir wollen dann zwei Complexe

des Büschels so bestimmen, dass sie mit diesem Paar das harmonische

Doppelverhältnis bilden. Dies geht auf unendlich viele Weisen. Wählen

wir nämlich den einen Complex des zweiten Paares beliebig, so können

wir immer einen zweiten Complex — und zwar in nur einer Weise —
so hinzubestimmen, dass dies Paar mit dem Paar der speciellen Complexe

das harmonische Doppelverhältnis bildet. Wir sagen dann, dass f//e Involution

beiden nicht speciellen Complexe mit einander in Involution liegen. compiLe.

Es ist dies eine Übertragung des Involutionsbegriffes von der

Punktreihe auf das Büschel von Complexen. Anstelle des Punktes ist

als Element der Complex getreten. Den Nullpunkten der Involution

in der Punktreihe entsprechen hier die beiden speciellen Complexe.

Die Definition der Involution zweier Complexe lässt sich noch

anders formulieren. Man erkennt nämlich, dass die beiden ursprünglich

gegebenen linearen Complexe (53) in dem von ihnen bestimmten

Büschel von Complexen keinerlei ausgezeichnete Rolle spielen, dass

man vielmehr zu demselben Büschel und mithin auch zu denselben

beiden speciellen Complexen des Büschels geführt wird, wenn man
von irgend zweien Complexen des Büschels ausgeht. Wir können

daher zwei vorgelegte Complexe des Büschels immer als die beiden

ursprünglichen Complexe (53) auffassen, sodass für den einen die Zahl

X = 0, für den andern x = oo wird. Die Werte n, die zu den beiden
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speciellen Complexen gehören, ergeben sich aus der Bedingung Ä=
(S. 292), d. h. aus der quadratischen Gleichung:

(56) («,2 + xß,,) («3, + xß,,) + («,3 + xß,,) (a,, + xß,,) +

oder:

(56') A + x(a/3) + x2B_o,
wenn nämlich

A = f^i2%l + ^i;5ß^42 + «m'>;23>

('57^
B -^=- A2Ä4 + Ä3Ä2 + ^14/^23

^ ^
I

sowie

(ß:/3) ^ «12/^34 + /5l2«34+ «^13/^42 + A3 ^42 + «^14^3 + A4 «23

gesetzt wird. Sind x^, x^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung

(56'), so liegen also die beiden Complexe (53) in Involution, sobald

(0, x„ oo, Xg) = — 1,

also

^1 + ^2 =
ist. Nach (56') und (57) ist aber

_ («ß)
^l \ ^2 ß

Demnach ist

{aß) =
die Bedingung der Involution.

Satz 15: Ztvei lineare Conq^Iexe

l..t 1..4

liegen dann und nur dann in Involution, tvenn der Ausdruck

(aß) = «12/334 + ^12 «34 + ^13/^42 + A3 «42 + ^uß23 + ßu^23

gleich Null ist*).

Sind die beiden in Involution liegenden Complexe nicht specielle

Complexe, so enthält das von ihnen definierte Büschel zwei getrennte

specielle Complexe. Denn im vorliegenden Falle besteht die oben

(S. 292) aufgestellte Grösse A aus einem mit A^ und einem mit ji,-

behafteten Gliede, und die Coefficienten dieser Glieder sind von Null

verschieden, sodass A für zwei verschiedene Werte von A : ^ ver-

schwindet.

*) Der Begriff: Involution zweier linearer Complexe wurde von Klein ein-

geführt. Vgl. seine Abhandlung: Zur Theorie der Ijiniencomplexe des ersten und
zweiten Grades, Göttinger Nachrichten 1869, S. 258, sowie ausführlicher in den

Math. Annalen 2. Bd. (1870), S. 198.
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Nach Satz 13 und 14 können wir nunmehr also den Satz auf-

stellen:

Satz 16: Zivei nicht- specielle lineare Complexe liegen dann und nur

dann in Involution, tvenn es zwei m einander tvindschiefe Geraden g

und h derart gieht, dass einerseits die einem beliebigen Punkte p durch

die beiden Complexe zugeordneten Ebenen e^ und e^ harmonisch getrennt

^^

Fig. 61. Fig. 62.

von den Ebenen durch p und g soivie durch p und h und anderer-

seits auch die einer beliebigen Ebene e durch die beiden Complexe zu-

geordneten Punkte p^ und p^ harmonisch getrennt werden durch die

Schnittpunkte von e mit g und h.

Zur Erläuterung dienen die Figuren 61 und 62.

specieller

1. C
plej

Wir haben oben die Involutionsbeziehung zunächst nur für nicht-

specielle lineare Complexe aufgestellt. In allen anderen Fällen können '*"• ^^'^'

wir den Satz 15 als Definition der Involution benutzen. Dann sehen wir:

Ein linearer Complex
1..4

,*

CCikPik

liegt mit sich selbst in Involution, wenn

«12 «34 + «13 «42 + «14 «23 = ^

ist, d. h. wenn er nach Satz 7 des § 3 (S. 288) speciell ist. Also:

Satz 17: Jeder specielle lineare Complex liegt mit sich selbst in

Involution.

Wenn ferner ein allgemeiner linearer Complex:

(58)

1..4

^ cCikPik =
i,k

mit einem speciellen Complex, der aus allen Geraden durch eine

Gerade g, seine Axe, besteht, in Involution liegt, und wenn die
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Gerade g die Liniencoordinaten p'a, tat, so hat der specielle Complex

nach Formel (34') des § 3 (S. 282) die Gleichung:

1..4

Die in Satz 15 ausgesprochene Bedingung der Involution sagt daher

aus, dass die Gerade g dem linearen Complex (58) angehört.

Satz 18: Ein allgemeiner und ein spccicller linearer Complex liegen

dann und nur dann in Involution, wenn die Äxe des letzteren eine

Gerade des ersteren Complexes ist.

Es seien femer zwei specielle lineare Complexe gegeben durch

ihre Axen g und li. Es mögen dabei die pik die Liniencoordinaten

von g, die pil die von h bedeuten. Alsdann werden die Complexe dar-

gestellt durch die Gleichungen:

1..4 1 ..4

Die Involutionsbedingung liefert hier nach der citierten Formel sofort den

Satz 19: Zwei specielle lineare Complexe liegen dann und nur dann

in Involution, ivenn ihre Axen einander schneiden.

Da die Involutionsbeziehung zwischen zwei linearen Complexen

bilinear in den Coefficienten der Gleichungen der Complexe ist, so folgt:

Satz 20: Liegt ein linearer Complex in Involution mit zwei anderen

linearen Complexen, so liegt er auch mit jedem solchen linearen Complex

in Involution, der dem von den heiden letzteren bestimmten Büschel

angehört.

Nunmehr wollen wir annehmen, dass drei lineare Conijüexe ge-
Bündel ^

.

von lin. gehen seien, von denen der dritte nicht dem von den beiden ersten
Complexen.

_

'

definierten Büschel angehöre:

1..4 1..4 1..4

(59) ^a,kPi, = 0, ^ß,up„ = 0, ^yaPi>:=-0.
i,k i,k i,k

Bedeuten A, ii, v beliebige Constanten, so stellt auch die Gleichung:

(60) l^cca Pik + ii^ ß.-k Pik -^v^Yik Pik -
einen linearen Complex dar. Der Inbegriff dieser oo^ linearen Complexe

heisst ein Bündel von linearen Complexen. Dieses Bündel enthält oo^

specielle Complexe, denn der Complex (60) ist speciell, wenn die

Grösse A für ihn gleich Null wird. Diese Grösse A aber ist eine
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ganze homogene Function zweiten Grades von A, ^, v. Ihr Nullsetzen

liefert also oo^ Wertsysteme der Verhältnisse X : ^i : v, und zu jedem

dieser Systeme gehört ein specieller linearer Complex. Da jeder dieser

speciellen Complexe aus allen Geraden besteht, die eine Gerade g

treffen, so liegen hier oo^ Geraden g vor. Wir setzen hierbei voraus,

dass nicht alle Complexe des Bündels speciell sind, d. h. dass die

quadratische Gleichung in A, ft, v nicht identisch besteht.

Auf der anderen Seite erhält man die Geraden, die allen oo^ Com-

plexen des Bündels gemein sind, als die Geraden (pik), die den drei

Bedingungen (59) genügen. Diese drei Gleichungen definieren aber

oo^ Geraden (pu). Also giebt es oo^ Geraden y, die allen Complexen

des Bündels angehören.

Sie gehören insbesondere auch den oo^ speciellen Complexen an,

die im Bündel enthalten sind. Folglich schneiden sie jede der oo^

Geraden g. Es liegen somit zwei Scharen von je oo^ Geraden g und y

vor derart, dass jede Gerade g jede Gerade y schneidet. Mithin sind

diese Geraden entweder die beiden Scharen von Erzeugenden einer

Fläche zweiter Ordnung, oder aber sie liegen in einer Ebene.

Dass der erstere Fall sehr wohl eintreten kann, wollen wir direct

nachweisen. Dabei wird sich zugleich Neues ergeben.

Es sei nämlich umgekehrt eine Fläche zweiten Grades gegeben,

und ihre Erzeugenden seien mit g bez. y bezeichnet. Sind dann

9x7 92 7 9d d^^i beliebige Geraden der einen Schar und y^, y^, y.^ drei

beliebige Geraden der anderen Schar, so definieren die drei ersteren

als Axen drei specielle lineare Complexe:

G^ = o, a, = o, a, = o,

ebenso die drei letzteren:

A = o, r, = o, r, = o.

Betrachten wir nun die beiden Bündel von linearen Complexen:

so sehen wir, dass jeder Complex des ersteren Bündels mit jedem

Complex des letzteren nach Satz 20 in Involution liegt, da jeder

specielle Complex Gi = mit jedem speciellen Complex F); = nach

Satz 19 in Involution liegt. Jedes der beiden Bündel enthält oo^

specielle Complexe. Zu denen des ersten Bündels gehören die drei,

deren Axen g^, g<^, g.^ sind, zu denen des zweiten Bündels die drei,

deren Axen y^, y.^, y.^ sind. Nach Satz 19 schneiden folglich die

Geraden gi, g.^, g^ die oo^ Geraden, welche die speciellen Complexe
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des zweiten Bündels definieren. Diese oo^ Geraden sind mithin die Er-

zeugenden y der Fläche zweiten Grades. Ebenso folgt, dass die Axen

der cx)^ speeiellen Complexe des ersten Bündels die Erzeugenden g

der Fläche zweiten Grades sind.

Das Bündel

ist also wirklich so beschaffen, dass die allen Complexen des Bündels

gemeinsamen Geraden y die eine Schar der Erzeugenden einer Fläche

zweiten Grades darstellen.

Wir haben aber noch mehr erkannt, nämlich dass zu einem all-

gemeinen Bündel von linearen Complexen ein zweites existiert, derart,

dass jeder Complex des einen Bündels mit jedem Complex des anderen in

Involution liegt.

§ 5. Beziehungen zwisclien Liniengeometrie und Diflferential-

gleieliungen.

Wir haben in Satz 1 des l.§, S. 254, gesehen, dass eine Monge'sche

Gleichung

il{x, y, Z] dx, dy, dz) =
(X)^ geradlinige Integralcurven hat, d. h. einen Liniencomplex definiert,

wenn il die besondere Form hat:

il{x, y, z\ dx, dy, dz) '-^ Q){ijdz— zdy, zdx— xdz, xdy— ydx, dx, dy, dz).

Wir sahen ferner, dass sich jeder Liniencomplex in dieser Weise

durch eine Monge'sche Gleichung definieren lässt. Die Integralcurven

einer Monge'schen Gleichung von dieser besonderen Art sind die Curven,

die in jedem ihrer Punkte eine Gerade des zugehörigen Liniencomplexes

zur Tangente haben. Diese Curven bezeichnen wir daher im vorliegenden

Complex- Falle zweckmässig als Complexcurven.
curve. °

Unter einer Complexcurve verstehen wir also eine Curve, deren

Tangenten sämtlich einem vorgelegten Complex angehören, analog

wie früher (im 6. Kap., § 4) für den speeiellen Fall eines linearen

Complexes.

Längs einer Complexcurve sind x, y, z Functionen eines Para-

meters t und sind als solche nur an die eine Gleichung gebunden:

Sl(x,y,z- x',y',z')^ ^{yz'—zy, zx'—xz', xif— yx',x',y', z') = 0.

Hierin deutet der Accent die Differentiation nach t an. Im Folgenden

werden wir diese Gleichung zu Grunde legen, da wir einige Eigen-

schaften der Complexcurven ableiten wollen*).

*) Die Entwickelungen dieses Paragraphen rühren von Lie her.
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Zunächst ist:

^ d{zx' — xz') ' d{xy'— yx')-^'

und analoge Werte haben £1^ und Sl,. Also folgt unmittelbar:

(61) £l:cX' + Sl,i/ + ß.^' EEEE 0.

Längs einer Complexcurve ist aber mit ü == auch

oder

Sl:,x' + ß^^' + £l,z' + ßx' a;" + ^>y y" + i^y ^" = 0,

d, h. wegen (61)
5^,' x" + % y" + ß/ 2" = 0.

Ferner ist, da die Gleichung ü= homogen in x',y',z' sein muss:

Die beiden letzten Gleichungen aber liefern:

/ßo\ y' z" — z'y" _ ^'5"_— *'^" _ ^'y"—y'^"

Hierin sind die Zähler bekanntlich proportional den Richtungscosinus schmie-

der Schmiegungsehene der Complexcurve im Punkte (x, y, z). Die a. oompie

Nenner haben eine andere Bedeutung: Betrachten wir nämlich alle

Complexgeraden, die durch den Punkt (x, y, z) gehen. Wenn wir

unter x', y', z' Grössen proportional ihren Richtungscosinus verstehen,

so sind sie gebunden an die Gleichung

St{x, y, z-, x, y', z') = 0.

Diese in x'
,
y', z' homogene Gleichung stellt also, können wir sagen,

in laufenden Coordinaten x', y', z' den Complexliegel des Punktes (x, y, z)

dar. Also sind

proportional den Richtungscosinus derjenigen Tangentialebene dieses

Kegels, welche die Mantellinie mit den Richtungscosinus proportional

x', y', z enthält. Also liefern die Formeln (62) den

Satz 21; Jede Complexcurve hat in jedem ihrer Punkte p zur

Schmiegungsehene diejenige Tangentialebene des ComplexJcegels im Punkte

p, deren Mantellinie die Tangente der Curve im Punkte p ist*).

Hieraus folgt dann weiter:

Satz 22: Haben zwei Complexcurven eines vorgelegten Liniencom-

plexes einen Punkt und in ihm die Tangente, d. h. also: haben sie ein

*) Verh. d. Gesellsch. d. Wiss. zu Christiania 1871, S. 77, sowie: Math.
Ann. Bd. (1872), S. 154.
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Linienelement gemein, so haben sie cm der betreffenden Stelle auch die

gleiche Schmiegungsehene.

Man kann den Satz 21 geometrisch erläutern: Ist nämlich 2^ ©ii^

beliebig gewählter Punkt (siehe Fig. 63), so construieren wir den

Kegel Je der hindurchgehenden Complexgeraden. Jede durch jj gehende

Complexcurve muss diesen Kegel in |; längs einer Mantellinie berühren.

Ist also p' ein dem Punkte |9 unendlich benachbarter Punkt der Curve,

so muss er auf dem Complexkegel

des Punktes p liegen. Nun bilden

die durch p' gehenden Complex-

geraden einen Kegel h'. Er ent-

hält die Gerade pp', da sie Complex-

gerade ist. Die beiden Kegel k und

/i' schneiden sich mithin längs der

Mantellinie pp'. Die Complexcurve

Fig. 63. muss in pt' tlen Complexkegel Je'

längs einer Mantellinie berühren.

Ein dem Punkte p>' unendlich benachbarter Punkt ^/' der Curve liegt

somit auf Je'. Es sind nun p)p' ^^^^ P'
P" unendlich benachbarte

Tangenten der Complexcurve. Sie weichen daher auch nur unendlich

wenig von einander ab. Da sie beide auf dem Kegel Ji' Mantellinien

sind, so ist ihre Ebene e Tangentialebene des Kegels Je'. Die Ebene

pp'p" ist aber als die Schmiegungsehene der Complexcurve im Punkte ^j'

zu bezeichnen. Also folgt, dass die Schmiegungsehene dfer Complex-

curve im Punkte p/ Tangentialebene des Complexkegels dieses Punktes j?'

ist. Dies aber sagte Satz 21 aus.

umkeiirung Nehmen wir nun einmal an, es lieo^e eine heliebiqe Monge'sche
d.Betrachtg.^, , ,

7 O i' &
(jleichung vor:

^{x, y, z-, dx, dy, dz) = 0,

die also nicht notwendig die besondere Form = habe, und fragen

wir uns, unter welchen Bedingungen ihre Integralcurven die Eigen-

schaft haben, dass ihre Schmiegungsebenen zugleich Tangentialebenen

der Elementarkegel längs der Linienelemente sind, die sie mit den

Elementarkegeln gemein haben. Jede Integralcurve genügt der Gleichung

^{x,y,Z', x',y',z') = 0.

Die Richtungscosinus ihrer Schmiegungsehene im Punkte (x, y, z) sind

proportional

y'z" — z'y", z'x" — x'z", xy"— y' x".

Die Curve hat im Punkte (x, y, z) mit dem Elementarkegel des Punktes
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die Richtung gemein, deren Cosinus proportional x\ y', z' sind. Da

nun ß = den Elementarkegel in den laufenden Coordinaten x\ y', z'

darstellt, so sind die Riclitungscosinus der Tangentialebene des Kegels

längs jener Richtung ix' \y' \ z'^ proportional:

ßx, %'; ^i/.

Wir fordern daher:

ir>o\ y'z" — z'y" _ z'x" — x'z" __ x'y" — Aj'x"

Hieraus folgt unmittelbar, dass

(64) Sl, x" + % y" + ß/ z" =
sein muss. Nun aber erfüllt die Integralcurve die Gleichung

ä9. ^

oder:

Sl^x +%?/' + Sl,z' + Sl^ x" + ßy y" + 5^,' z" = 0,

sodass aus (64) folgt:

^xX -\- ^yy' -\- ^^z' = 0.

Dies aber ist nach dem ersten Paragraphen, S. 252, gerade die Be-

dingung dafür, dass die vorgelegte Monge'sche Gleichung oo^ gerad-

linige Integralcurven hat, d. h. einen Liuiencomplex definiert. Also

können wir den Satz 21 so umkehren:

Satz 23: Haben die Integralcurven der Monge'sehen Gleichung

^{x, y, z-^ dx, dy, dz) =
im Räume (x, y, z) die Eigenschaft, dass ihre Schmiegungsebenen

in den betreffenden Curvenpunkten die zugehörigen Elementarkegel längs

der zugehörigen Tangente berühren, so hat die 3Ionge'sche Gleichung

oü^ geradlinige Integralcurven, d. h. sie definiert einen Liniencomplex,

anders ausgesprochen: sie hat die besondere Form:

^{ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0.

Aber wir können die Voraussetzungen dieses Satzes noch ein-

schränken. Es .lässt sich nämlich der Satz beweisen:

Satz 24: Sind unter den Integralcurven der Monge'sehen Gleichung

Sl{x, y, 0; dx, dy, dz) ==

im Räume (x, y, z) solche <x)^ Curven enthalten, deren Schmiegungsebenen

die den betreffenden Curvenpunkten zugeordneten Elementarkegel längs der

zugehörigen Tangenten berühren, so haben alle Integralcurven diese Eigen-

schaft und die Monge'sche Gleichung definiert einen Liniencomplex, hat

also die besondere Form:

^{ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0.

Lie, Geometrie der Borührungstrausformationeu I. 20 [21. X. 1S95.]
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Zum Beweise ist zai bemerken, dass die im Satze genannten oo^

Integralcurven insgesamt cxd* Linienelemente enthalten. Andererseits

wissen wir, dass die Monge'sche Gleichung

^(x, y, ^; dx, dy, dz) =
gerade oo* Linienelemente aus der Schar aller oo^ Linienelemente

{x, y, z, dx : dy : dz) des Raumes bestimmt. Daraus folgt, dass die

Schar der Linienelemente der oo^ Integralcurven sich völlig deckt mit

der Schar aller Linienelemente, die durch die Monge'sche Gleichung

definiert wird, dass also die Linienelemente (x, y, z, x' \y' '. z') der

oo^ Curven nur der Gleichung

Sl(x, y, z; x, y', z') =
und keiner anderen Gleichung genügen. Sobald wir uns nur auf diese

oo^ Integralcurven beschränken, können wir daher die Betrachtung,

die zum Satz 23 führte, auch hier anstellen.

Es wäre noch der Fall denkbar, dass in (63) alle drei Zähler Null

sind, sodass also nicht sofort (64) abzuleiten wäre. Aber wenn einzeln

für die oo^ Curven:

y'z" — z'y" = 0, z'x" — x'z" = 0, x'y" — y'x" =
wäre, so müssten diese Curven Geraden sein, d. h. die Monge'sche

Gleichung definierte einen Liniencomplex. In diesem Ausnahmefall

hätten die gegebenen Curven gar keine bestimmten Schmiegungsebenen.

Endlich können wir den Satz 21 noch in folgender Weise umkehren:

Andere Art Satz 25 : Wenn bei vorgelegter Mcmge'scher Gleichung
der Um-
kohrung. '^(^, 3/j ^, dx, dy , dz) =

im Baume {x, y, z) alle Integralcurven, die ein Linienelement gemein haben, stets

auch an der betreffenden Stelle dieselbe Schmiegungsebene haben, so definiert die

Monge'sche Gleichung einen Liniencomplex und hat also die Form:

^{ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0.

Zum Beweise ist zu beachten, dass alle Integralcurven, die ein Linien-

element gemein haben, an der betreffenden Stelle in den Werten von x, y, z,

x' : y' : z' übereinstimmen. Da nun y' z" — z' y" , z' x" — x' z" , x' y" — y' oc"

proportional den Richtungscosinus der Schmiegungsebene sind, so findet die

Voraussetzung des Satzes ihren Ausdruck darin, dass für jede Integralcurve

y' z" — z'y" z'x" — x' z" x'y" — y'x"

sein soll, wenn cc,ß,y gewisse Functionen von x, y, z, x', y', z' allein be-

deuten. Diese beiden Bedingungen lassen sich aber auch so schreiben:

-f ßy' +yz' =0,

+ ßy" -i-yz-^O.

Für eine beliebige Integralcurve besteht aber andererseits die Monge'sche Gleichung

:

il{x, y, z; x', y', z') =

{ux'
ax
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mit der Bedingung der Homogeneität

:

sowie die durch Differentiation nach t hervorgehende Gleichung:

(66) ß^ x' + Sl^y' -i- ß, z' + % x" + Sly. y" + 9., z" = 0.

Ausserdem bestehen für sie keine Gleichungen zwischen x,y, z, x',y', z', x'\ y'\ z"

allein*). Also müssen die beiden Gleichungen (65) Folgen der drei letzten sein.

Dies ist aber nur dann möglich, wenn unter letzteren eine in x"
,
y", z" lineare

homogene Relation vorhanden ist, da die zweite Gleichung (65) eine solche ist,

d. h. nur dann, wenn in (66) das von x'\ y'\ z" freie Glied

ß^ic' 4- ß^i/' + ß^0' =
ist. Diese Gleichung aber ist gerade die Bedingung dafür, dass die vorgelegte

Monge'sche Gleichung oü'' geradlinige Integralcurven hat (vgl. § 1 dieses Kap.,

S. 252). Hiermit ist der Satz 25 bewiesen.

Mit den Sätzen 21 und 22, die wir zu Anfang dieses Paragraphen Part. Diffgi.

aufstellten, stehen ferner zwei Sätze in Verbindung, die sieh auf die- complexes.

jenige partielle Differentialgleichung erster Ordnung beziehen, die der

Monge'schen Gleichung eines Liniencomplexes in Gemässheit des § 1

zugeordnet ist. Gehen wir, um den einen Satz abzuleiten, von der

Monge'schen Gleichung eines nicht-linearen Liniencomplexes

(67) 0{ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) =
aus, so wissen wir, dass die zugehörige partielle Differentialgleichung

erster Ordnung

(68) J^(.,,,.,|i, |) =
ZU Integralflächen diejenigen Flächen besitzt, die in jedem ihrer Punkte

eine Tangentenebene haben, die zugleich den zugehörigen Complex-

kegel berührt. Die Berührung zwischen Fläche und Kegel findet statt

längs der durch den betreffenden Punkt gehenden Charalderistik der

Integralfläche (vgl. S. 260), die, wie wir wissen, oo^ Charakteristiken

enthält. Da die Charakteristiken in jedem ihrer Punkte mit dem zu-

geordneten Elementarkegel ein Linienelement gemein haben, so sind

sie Integralcurven der Monge'schen Gleichung (67) oder, was dasselbe

ist, Complexcurven. Nach Satz 21 ist ihre Schmiegungsebene zugleich

Tangentialebene des Complexkegels, also nach dem Vorhergehenden

zugleich Tangentenebene der Fläche. Die oo^ auf einer Integralfläche

der partiellen Differentialgleichung (68) gelegenen Charakteristiken

haben somit überall zur Schmiegungsebene die Tangentenebene der ciiarakte-

Fläche und sind deshalb Haupttangentencurven der Fläche. uaupttaDg.-
Curven.

*) Es ist vielleicht nützlich zu bemerken, dass sich die hier aufgestellten

Gleichungen invariant verhalten gegenüber der Einführung einer Function von t

als neuen Parameters, nach dem differenziert wird.

20*
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Also haben wir erkannt:

Satz 26: Liegt die Monge'sche Gleichung eines nicht-linearen Linien-

complexes vor, so haben die Integralflächen der zugeordneten partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung die oo^ auf ihnen gelegenen Charak-

teristiken m Haupttangentencurven*).

Dieser Satz lässt sich nun umkehren: Nehmen wir an, die nicht-

lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

(68) F{.,y,,,%,^) =
sei gegeben, und sie habe unter anderen oo^ solche Integralflächen, auf

denen die Charakteristiken Haupttangentencurven sind. Da jede dieser

Flächen oo^ Charakteristiken enthält, so enthalten alle oo^ Flächen

insgesamt oo^ Charakteristiken, und letztere sind, wie wir wissen,

Integralcurven der zur partiellen Differentialgleichung (68) zugeordneten

Monge'schen Gleichung

(69) ^{x, y, Z'^ dx, dy, dz) == 0.

Da diese oo^ Charakteristiken Haupttangentencurven jener oo^ Integral-

flächen sind, so sind ihre Schmiegungsebenen Tangentenebenen der

Flächen, also auch Tangentialebenen der Elementarkegel. Nach Satz 24

definiert also die Monge'sche Grleichung (69) notwendig einen Linien-

complex. Somit gilt das

Theorem 9: Hat eine nicht-lineare partielle Differential-

gleichung erster Ordnung im Baume {x,y,z):

H cz dz\ ^

die Eigenschaft, dass auf gewissen oo^ Integralflächen die

Charakteristiken zugleich Haupttangentencurven sind, so ist

dies auf jeder Integralfläche der Fall. Alsdann ist die der

partiellen Differentialgleichung zugeordnete Monge'sche Glei-

chung die Gleichung eines nicht-linearen Liniencomplexes.

Später werden wir Gelegenheit nehmen, diese Sätze noch zu ver-

vollständigen.

Schliesslich werde noch der Satz bewiesen:

Torsion d. Satz 27 '. Allc die Curven eines Liniencomplexes, die durch einen

curveu. bestimmt gewühlten Punkt gehen und daselbst das Linienelement gemein

haben ^ haben in diesem Punkte ausser der Schmiegungsebene auch die

Torsion gemein**).

*) Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1871, Math. Annalen Bd.
**) Verh. (Sitzungsber.) d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1883, S. 20.
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Wir erinnern hierbei daran, dass wir in § 4 des 6. Kap. (Satz 26,

S. 231) für die Curven eines linearen Liniencomplexes fanden, dass sie

in gemeinsamen Punkten auch dann gleiche Torsion haben, wenn ihre

Linienelemente verschieden sind.

Um Satz 27 zu beweisen, nehmen wir an, es liege die Monge'sche

Gleichung eines Liniencomplexes vor:

ß(^, y, z\ dx, dy, dz) =
oder:

Sl{x, y, z; x', y, z') = 0.

Es seien nun X, ^i, v die Richtungscosinus der Schmiegungsebene

einer Complexcurve, die im Punkte {x, y, z) das Linienelement

(x, y, z, x : y : z') enthält, dessen Coordinaten natürlich der letzten

Gleichung genügen müssen. Alsdann ist, wie wir wissen:

(70) /l = pß^', ^=^qSI,j, v = qSI,,

sodass

ist. Ferner sind uns schon die Formeln bekannt (vgl. S. 303):

(72) ^.'x' + Sl,jy' +Sl,z' = 0,

(73) ii,. x" + % y" + a, z"= 0.

Differenzieren wir die Gleichung (72) nach ^, so folgt wegen (73):

dSl:^ • x + dSly" y' -j- dSlj • z' = ^

oder auch:

dSl^ dx + dSl,j • dy + dSl,- dz = ^,

während sich (72) auch so schreiben lässt:

i4' • dx -|- Sl,j dy + Sl, dz = 0,

sodass folgt:

[
dx = 0(% d^/ — Sl, d^,j), dy = 6{Sl/ dSl^,' — i^^' dSl,'),

^ M dz = <5(ß^' d^y' — Siy' dSi^').

Ist dt der Winkel zweier unendlich benachbarter Schmiegungsebenen

mit den Richtungscosinus X, ^, v und A -j- dX, ft -(- d^, v -\- dv, so ist

nach einer bekannten Formel der analytischen Geometrie

dt- = dX'- -f- da~ -\- dv"j

daher nach (70), wenn das Zeichen S andeuten soll, dass jedesmal die

drei GHeder zu summieren sind, die durch cyklische Vertauschung

der Buchstaben x, y, z aus dem angegebenen Gliede hervorgehen:

dx'- = ^25 (dSi^'f -{-2QdQSSi^' da, + dQ' S (5iy)-.
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Nach (71) ist aber:

sodass kommt:

^r = ^* { S (il^^f 8 (c?ß,')' — (S ß.' dSl^'f

}

oder:

dr^ = Q^S (% dSi,' — 5^y dSiy'f.

Dies giebt nach (74):

Hierin ist dx^ -\- dy^ -\- dz^ das Quadrat des Bogenelementes ds der

Curve, also:

dx^ = -^* ds\

sodass das Quadrat der Torsion den Wert hat:

Q enthält nach (71) x", y", z" nicht Dasselbe gilt von 6. Es ist

nämlich, da ein Complex vorliegt (nach (61), S. 303):

ß,a;' + ß,2/' + ii,/ = 0.

Differenzieren wir diese Formel nach z' sowie nach y' und ebenso die

Formel (73) nach z' und y', so finden wir mit Rücksicht auf die so

hervorgehenden Gleichungen, wenn wir dx nach (74) ausführlich hin-

schreiben, sofort:

dx = 6(Sly Si, — Sl, ßy) dt
Es ist also:

Diese Gleichungen zeigen, dass nur von Xj y, z, x', y', z' abhängt.

Nach (75) ist also die Torsion eine Function von x, y, z, x', y', z'

allein, frei von x'\ y", z" . Damit aber ist Satz 27 nachgewiesen.

Wir machen hier noch eine nachträgliche Bemerkung zu früheren Ent-

wickelungen: In §4 des G.Kap., S. 235, sahen wir, dass sich die Haupttangenten-

curven einer Regelfläche, deren Geraden einem linearen Complex angehören, durch

Quadi-atur bestimmen, da sie einer Riccati'schen Gleichung genügen und mindestens

eine als eine Curve des Complexes angegeben werden kann. Wenn nun die Er-

zetigenden der Begelflache einem Strahlensystem 1. 0. und 1. Cl. angeluiren, d. h.

wenn sie zwei Geraden g und 7t schneiden (S. 295), so sind die Geraden g, h Haupt-

tangentencurven , sodass die Bestimmung aller Haupttangentencurven zunächst

auf eine Quadratur zurückkommt. Aber das Strahlensystem gehört ja 00^ linearen

Complexen an (S. 29:3), Ton denen jeder eine Haupttangentencurve auf der Fläche

liefert. Man findet daher alle Haupttangentencurven durch Differentiation. Bei

passender Wahl von g und h lautet die Gleichung der Regelfläche:

(f)
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In der That fanden wir ihre Haupttangentencurven auf S. 237 durch Differentiation.

Ist die Fläche algebraisch, so sind es mithin auch die Haupttangentencurven.

Dies letztere Ergebnis hatte Cremona schon 1867 durch andere Betrachtungen

erhalten, die ihm zugleich die Ordnung der Curven lieferten. (Annali di Mat.

2. Serie, 1. Bd., S. 248.)

Kapitel 8.

Zur Transformationstheorie der tetraedralen Complexe.

In den beiden vorangehenden Kapiteln sahen wir, dass die Begriffe:

Linienelement, Pfaff'sche Gleichung und Monge'sche Gleichung in ge-

nauestem Zusammenhang mit der Liniengeometrie stehen, die sich daher

unter die Geometrie der Monge'schen Gleichungen unterordnet. Um die

Wichtigkeit und Tragweite dieser Auffassung zu beleuchten, wollen wir

uns zunächst in diesem Kapitel ziemlich eingehend mit besonders merk-

würdigen Liniencomplexen zweiten Grades, den sogenannten tetraedralen

Complexen, beschäftigen. Wir werden für diese Complexe eine Reihe

von Transformationstheorien entwickeln, die in einfacher Weise zu

vielen beachtenswerten Ergebnissen führen. Dabei werden wir fort-

während die oben genannten Begriffe sowie den allgemeinen Begriff:

Transformation benutzen und die durch sie gekennzeichnete Auffassung

der Liniengeometrie in den Vordergrund treten lassen. Es ist unsere

Absicht, durch ausführliche Behandlung eines speciellen Problems in

erster Linie solche Methoden zu entwickeln und Stoffe für die spätere

Benutzung vorzubereiten, auf die wir uns im zweiten Teile des Werkes

stützen können. Daneben ergeben sich aber auch Sätze von Bedeutung.

§ 1. Allgemeines über die tetraedralen Complexe.

Es sei ein Tetraeder gegeben. Eine beliebige Gerade wird die

Seitenflächen des Tetraeders in vier Punkten treffen, die, in irgend einer

bestimmten Reihenfolge angeordnet, ein gewisses Doppelverhältnis haben

werden. Schreibt man diesem Doppelverhältnis einen bestimmten Wert

vor, so ist dies eine Bedingung in den Liniencoordinaten, sodass es

also unter den 00''= Geraden des Raumes deren oc^ geben wird, die

der vorgeschriebenen Bedingung genügen.

Die Gesamtheit der Geraden, deren Schnittpunkte mit den Flächen

eines Tetraeders ein gegebenes Doppelverhältnis haben, bezeichnet man als

einen tetraedralen Complex. Je nachdem man den Wert des Doppel-'^cJmp'iex.*"

Verhältnisses wählt, erhält man verschiedene tetraedrale Complexe. Zu
einem gegebenen Tetraeder gehören also 00^ tetraedrale Complexe.
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In diesem Kapitel werden wir uns nur mit projediven Eigen-

schaften der tetraedralen Complexe beschäftigen. Betrachten wir die

Schar aller oo^ tetraedralen Complexe, die zu einem gegebenen Tetraeder

gehören, so werden wir also ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit

der aufzustellenden Sätze das Tetraeder in besonderer Weise wählen

dürfen, z. B. als das von den drei Coordinatenebenen und von der

unendlich fernen Ebene gebildete Tetraeder. Hiervon werden wir

öfters zur Bequemlichkeit der Rechnungen Gebrauch machen.

Satz von
Staudt.

Um die tetraedralen Complexe noch auf eine andere Weise zu

definieren, schicken wir einen von Staudt herrührenden Satz voraus.

Sind nämlich Ä, B, C, D die Ecken eines Tetraeders und ist g irgend

eine Gerade im Räume, so sagt

dieser Satz aus, dass das Doppel-

verhältnis der Schnittpunkte der

Geraden mit den Tetraederflächen

gleich dem Doppelverhältnis der

vier Ebenen ist, die durch g
und die Tetraederecken gelegt

werden können. Bei beiden

Doppelverhältnissen ist natürlich

die Reihenfolge der Elemente

in entsprechender Weise zu

wählen.

Um diese Behauptung zu beweisen, wollen wir mit a, &, c, d die

Schnittpunkte der Geraden g mit den Tetraederflächen bezeichnen, die

bezüglich den Ecken Ä, B, C, JD gegenüberliegen. (Siehe Fig. 64.)

Die Ebene durch A und g schneidet die Tetraederebene BCB in einer

Geraden durch a, die BC in x, CD in y, BB in z trefie. Alsdann

Fig. 64.

ist das Doppelverhältnis

(ahcd) = iayzx).

Letzteres ist aber bekanntlich dasselbe, wie das Doppelverhältnis der

in umgekehrter Reihenfolge genommenen Punkte, also

(ahcd) = (xzya).

Schneidet ferner aB die Gerade BC in u, so giebt die Projection des

Doppelverhältnisses (xzya) auf BC von B aus sofort

{alcd) =- {xBCu).

Das Doppelverhältnis (xBCii) ist fernerhin gleich dem der vier

Ebenen durch g und bez. x, B, C, u. Diese vier Ebenen sind aber
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die Ebenen durch g und die Eckpunkte A, B, C, B des Tetraeders.

Also ist das Doppelverhältnis {ah cd) gleich dem Doppelverhältnis der

vier Ebenen durch die Gerade g und die Ecken A, B, C, B des

Tetraeders.

Ein anderer Beivcis des Staiidt'schen Satzes ist folgender: Ist das zweiter
^

n • 1
Beweis d.

betrachtete Tetraeder das der Coordinatenebenen und der unendlich satzos v.

Staudt.

fernen Ebene im gewöhnlichen Coordinatensystem (x, y, d), so giebt

es oo'' Flächen zweiten Grades, die das Tetraeder zum Polartetraeder

haben. Ihre Gleichung lautet:

^*
_i_

2^' _L ^' _ 1

Verlangen wir, dass eine allgemein gewählte Gerade g, d. h. eine Gerade,

die weder in den Tetraederebenen liegt noch durch eine Tetraederecke

geht, auf einer dieser Flächen liege, so giebt dies drei lineare Be-

dingungsgleichungen für -^, -Ti, -j, da zu fordern ist, dass drei

Punkte der Geraden auf der Fläche gelegen sind. Es giebt demnach

eine und nur eine Fläche zweiten Grades, die das Tetraeder zum Polar-

tetraeder hat und die Gerade g enthält. Die Gerade g ist alsdann ihre

eigene reciproke Polare hinsichtlich der Fläche. Wenn wir nun den

ganzen Raum der durch die Fläche definierten Transformation durch
"^Z^^^^^^^-

reciproke Polaren unterwerfen, so geht g also in sich über, während p°^*'«'>-

die Ecken des Polartetraeders in die gegenüberliegenden Ebenen des

Tetraeders und umgekehrt verwandelt werden. Die vier Schnittpunkte

der Geraden g mit den Tetraederebenen gehen folglich in die vier

Ebenen durch die Gerade g und die Tetraederecken über. Da bei der

Transformation durch reciproke Polaren die Doppelverhältnisse un-

geändert bleiben, so ist mithin das DoppelVerhältnis jener vier Schnitt-

punkte gleich dem der soeben erwähnten vier Ebenen, sodass also der

Staudt'sche Satz bewiesen ist.

Aus dem Staudt'schen Satze folöjt, dass ein tetraedraler Complex zweite
Defin. des

auch definiert werden kann als die Schar aller Geraden, die mit den totr.comvi

Ecken des Tetraeders vier Ebenen mit constantem Boppelverhaltnis bilden.

Unterwerfen wir wie soeben den ganzen Raum einer Transfor-

mation durch reciproke Polaren hinsichtlich einer Fläche zweiten

Grades, die das Tetraeder zum Polartetraeder hat, so ergiebt sich

mithin, dass dabei alle Geraden eines tetraedralen Complexes unter

einander transformiert werden.

Jeder tetraedrale Complex bleibt somit invariant bei jeder Trans-

formation durch reciproke Polaren hinsichtlich einer mm Tetraeder con-
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'^^^^^^^^^^jugierten Fläche ziveiten Grades. Jeder der oo^ tetraedralen Complexe

duausl ^^^ ^^^^ ^^ dieser Weise zu sich selbst dualistisch^ und zwar auf cx)^

Weisen vermöge einer Transformation durch reciproke Polaren.

Künftig können wir uns einer abkürzenden Redeweise bedienen:

Wir sagen, dass eine Gerade g das Tetraeder in einem gegebenen

Doppelverbältnis schneidet oder mit ihm ein gegebenes Doppel-

verhältnis bestimmt, wenn die vier Schnittpunkte der Geraden g mit

den Tetraederebenen dies Doppelverhältnis bilden.

Nehmen wir an, es liege ein bestimmter tetraedraler Complex

vor, und betrachten wir alle Complexgeraden in einer beliebig ge-

wählten Ebene e. Die Ebene schneidet die Tetraederebenen in vier

Geraden g-^^ g^, g^, g^. Die in der Ebene e gelegenen Complexgeraden

sind diejenigen Geraden, deren Schnittpunkte mit g^, g^, g^, g^ das

für den Complex charakteristische Doppelverhältnis bilden. Sie um-

hüllen demnach einen Kegelschnitt h, der g^, g^, g^, g^ zu Tangenten

hat. Da der Complex zu sich selbst dualistisch ist, so folg-t hieraus

auch, dass alle Complexgeraden, die durch einen beliebig gewählten

*^k^ger P'^^^^i P gehen, einen Kegel ziveiten Grades bilden, der die Geraden

von jj nach den Tetraederecken enthält. Der tetraedrdle Complex ist

somit vom zweiten Grade. Zugleich sehen wir, dass alle Geraden in

einer Tetraederebene und auch alle Geraden durch eine Tetraederecke

dem Complexe angehören.

Der Kegelschnitt, der von den Complexgeraden in der Ebene e

umhüllt wird, artet nur dann in zwei Punkte aus, wenn drei der vier

Geraden g^, g,^, g^, g^ durch einen Punkt gehen, mit anderen Worten,

wenn die Ebene e durch eine Tetraederecke geht. Entsprechend

zerfällt der Complexkegel eines Punktes p dann und nur dann in zwei

Ebenen, wenn der Punkt p in einer Tetraederebene liegt.

Liegt ein bestimmter tetraedraler Complex vor, so besteht sein

Tetraeder aus den vier Ebenen, welche die oc^ in den Ebenen des

Raumes gelegenen Complex -Kegelschnitte berühren. Hierin liegt, dass

tetraedrale Complexe mit verschiedenen Tetraedern nie mit einander

identisch sein können.

Complex-
Kegel-
schnitt,

Gleichung Um die tetraedralen Complexe analytisch zu behandeln, wollen

compi. wir als die Ebenen des Tetraeders die Coordinatenebenen x= 0, y= 0,

z = sowie die unendlich ferne Ebene wählen. Die Gerade

(1) x = rz-^Q, g = sz-\-6
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schneidet alsdann die drei ersten Tetraederebenen x = 0, y = 0,

^ = in den Punkten a, h, c (vgl. Fig. 65), deren 0-Coordinaten sind:

Sa= —

dagegen die unendlich ferne

Tetraederebene in einem Punkte

d, dessen ^-Coordinate unend-

lich gross ist. Eines der Doppel-

verhältnisse der vier Punkte

a, h, c, d, nämlich

ac _
ad

bc
'

hd '

ist gleich dem Verhältnis ac:hc,

also gleich

Fig. 65.

Verlangen wir, dass dies Doppelverhältnis den constanten Wert x habe,

SQ
(2)

gesetzt werden.

Alle Geraden (1) also, die der Gleichung (2) hei gegebenem % ge-

nügen, bilden einen tetraedralen Complex.

Lie's Untersuchungen*) über die tetraedralen Complexe nehmen

ihren Ausgangspunkt von einer einfachen Transformationstheorie, die

wir hier zunächst entwickeln.

Zu diesem Zwecke betrachten wir alle proiectiven Transformationen, ^r«j- Trf

,

^ >> -^ bei d. das

bei denen die Ecken A, B, C, D des ffegebenen Tetraeders und also Tetraeder
' ' '

,

^ ö
, ,

, inv. bleibt.

auch die Ebenen des Tetraeders einzeln fest bleiben. Schneidet eine

Gerade g die Ebenen des Tetraeders in den Punkten a, b, c, d und

wird diese Gerade g durch eine jener projectiven Transformationen in

die Gerade g^ übergeführt, die mit den Tetraederebenen die Punkte

a^, \, Cy, dl gemein habe, so ist klar, dass die Transformation die

Punkte a, b, c, d gerade in die Punkte a^, b^, c^, d^ überführt. Da
ferner die projective Transformation die Doppelverhältnisse nicht ändert,

so ist

(abcd) = (a^&iqflfi).

*) Göttinger Nachr. Jan. 1870.
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Also folgt, dass jede projective Transformation, bei der die Ecken des

Tetraeders einzeln fest bleiben, die Geraden eines jeden tetraedralen

Complexes, der zu dem gewählten Tetraeder gehört, unter einander

vertauscht.

Es giebt projective Transformationen, die zwar das Tetraeder fest

lassen, aber seine Ecken unter einander vertauschen. Wir wollen aber

für das Folgende die Vereinbarung treffen, dass unter einer projeetiven

Transformation, die ein Tetraeder invariant lässt, immer eine solche

verstanden werden soll, die jede Ecke des Tetraeders einzeln in Ruhe

lässt. Alsdann können wir unser obiges Ergebnis so ausdrücken: Ein

tetraedraler Complex bleibt invariant bei jeder projeetiven Transformation,

die sein Tetraeder invariant lässt.

Nun giebt es aber gerade oo^ projective Transformationen, welche

die Punkte Ä, B, C, D_ einzeln in Ruhe lassen. Wenn wir z. B. als

das Tetraeder wie oben das der drei Coordinatenebenen und der un-

endlich fernen Ebene wählen, so hat jede derartige projective Trans-

formation die Form:

(3) X, = Ix, y, = ^y, z^ = vz.

Hierin sind A, fi, v beliebige von Null verschiedene Constanten. Die

Gerade

(1) x = rzArq, y = sz^r^

geht bei der Transformation (3) in die Gerade über:

(4) x^^\rz^-\-lq,
tfi
= -^sz,-{-(i6.

Die Liniencoordinaten der neuen Geraden (4) sind:

X u

>-i
= - r, s, = -^ s,

sodass

rj (Tj r a

ist, womit nach Formel (2) die Invarianz der tetraedralen Complexe

bei den projeetiven Transformationen (3) auch analytisch dargethan ist.

Sind r, s, q, 6 bestimmt gewählt, während A, ^, v alle möglichen

Constanten Werte annehmen mögen, so stellen die Gleichungen (4) gerade

(xy" Geraden dar. Jede Gerade geht somit vermöge aller oc^ projeetiven

Transformationen (3) in oo^ Geraden über. Da sie aber in Geraden

desselben tetraedralen Complexes verwandelt wird, so folgt, dass es

unter den projeetiven Transformationen (3) stets eine giebt, die eine
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bestimmt gewählte allgemeine Gerade des tetraedralen Complexes in

eine andere solche Gerade desselben Complexes überführt.

Em tetraedaler Complex ist JiiernacJi der Inbegriff aller Geraden,

in die eine gegebene Gerade übergeht, sobald auf sie alle oo^ projectiven

Transformationen ausgeübt werden, die das vorgelegte Tetraeder invariant

lassen.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in dem

Satz 1; übt man auf den Baum alle oo^ projectiven Transfor- Invarianz

mationen aus, welche die Eclcen eines gegebenen Tetraeders einzeln invariant compi. bei

. . .
proj. Trf.

lassen, so bleibt jeder der oo^ tetraedralen Complexe dieses Tetraeders in-

variant. Unter diesen Transformationen ist stets eine enthalten, die eine

beliebig gegebene allgemeine Gerade eines dieser Complexe in eine beliebige

andere allgemeine Gerade desselben Complexes überführt.

In unserer Theorie der tetraedralen Complexe spielt der Um-
stand eine wesentliche Rolle ^ dass die oo^ projectiven Transformationen

(3) x^ = ?.x, yi = ^iy, z^ = vz,

welche die Ecken und Ebenen des Tetraeders invariant lassen, paarweis

mit einander vertauschbar sind. Führen wir nämlich nach der Trans

formation (3) die folgende aus:

(5) x.^ = X^x^, tj.2 = ^iyi, ^2 = ^i^i;

so ist die Aufeinanderfolge beider äquivalent der projectiven Trans-

formation

(6) x^ = IX^x, y^ = ^^^y, 0.> = vv^z.

Diese Gleichungen ändern sich nicht, wenn X, ^, v mit k^, ^^, v^ ver-

tauscht werden, d. h. wenn man die Reihenfolge der beiden nach ein-

ander auszuführenden Transformationen (3) und (5) ändert. Die oo^

projectiven Transformationen, die das Tetraeder invariant lassen, sind

also in der That paarweis mit einander vertauschbar.

Ferner ist es begrifflich klar und erhellt auch analytisch ohne

weiteres aus den Gleichungen (6), dass die Aufeinanderfolge zweier

projectiver Transformationen, die das Tetraeder invariant lassen, einer

projectiven Transformation äquivalent ist, die ebenfalls das Tetraeder

invariant lässt, dass also alle oo^ projectiven Transformationen (3) eine

Gruppe bilden und zwar eine Gruppe von paariveis vertauschbaren Trans-

formationen. Da die Gruppe oo^ Transformationen enthält, so be-

zeichnen wir sie als eine dreigliedrige Gruppe. Sie hat noch eine

besondere Eigenschaft:

Es ist in der Gruppe (3) stets eine und nur eine Transformation

enthalten, die einen bestimmt gewählten Punkt allgemeiner Lage
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(x, y, z) in einen anderen bestimmt gewählten Punkt allgemeiner Lage

(^1? 2/i? ^i) überführt, denn die Gleichungen (3) sind nach A, ^, v auf-

lösbar und zwar in eindeutiger Weise. Nach unserer Terminologie ist

Dreigi. einf. daher die betrachtete Gruppe einfach transitiv, was eben ausdrücken

Gruppe V. sqII , dass sic gerade eine Transformation enthält , die einen bestimmt
proj. Trf. ' *=" '

gewählten Punkt allgemeiner Lage in einen andern bestimmt ge-

wählten Punkt allgemeiner Lage verwandelt. Wir könnten leicht be-

weisen, dass sie auch gerade nur eine Transformation enthält, die eine

bestimmt gewählte Ebene allgemeiner Lage in eine andere bestimmt

gewählte Ebene allgemeiner Lage überführt.

Wohlbemerkt aber enthält sie heine Transformation, die eine

bestimmt gewählte Gerade allgemeiner Lage in eine andere bestimmt

gewählte Gerade allgemeiner Lage verwandelt. Nach Satz 1 enthält

sie vielmehr eine und nur eine Transformation, die eine bestimmt

gewählte Gerade allgemeiner Lage in eine beliebige solche bestimmt

gewählte Gerade verwandelt, die das Tetraeder nach demselben Doppel-

verhältnis schneidet, wie die gegebene Gerade.

Gi°Xs*tetr
^^® bekannt, gehört zu jedem Complex eine Monge'sche Gleichung

compi.
^-^gj g 254); wir wollen jetzt die Monge'sche Gleichung eines tetraedralen

Complexes aufstellen.

Die oc^ Geraden

(1) x = rz-{-Q, y = s0-\-0,

die der Bedingung

(2)
"^ = K

genügen, bilden einen tetraedralen Complex. Sind x, y, z sowie die

Verhältnisse von dx, dy, dz die Coordinaten eines Linienelementes der

Geraden (1), so ist bekanntlich (vgl. § 3 des 7. Kap., S. 283, 284):

dx dy dz ydz — zdy zdx — xdz xdy — ydx
r s 1 6 — Q SQ — ra

Schreiben wir die Bedingungsgleichung (2) in den hierdurch gegebenen

Dijfferentialausdrücken, so lautet die gesuchte Monge'sche Gleichung:

dyizdx — xdz) -f- xdx(ydz — zdy) =
oder:

— xdy dz + xydzdx -f (1 — x) zdxdy = 0.

Sie lässt sich symmetrisch schreiben:

(7) (h — c)x dy dz -\- (c — a) y dz dx -\- (a — h) z dx dy = 0,

wenn nämlich
— 1 M 1 — X

h — c c — a a — b
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ist. Letztere Beschränkungen stellen in Wahrheit nur die eine Glei-

chung dar:

/o\ a—c
(8) ^ = r=rc-

Die Gleichung (7) enthält also nur anscheinend mehr als eine wesent-

liche Constante. Bedeuten a, h, c beliebig gewählte Constanten^ die

nicht alle drei einander gleich sind, so ist folglich die Gleichung (7)

die Monge'sche Gleichung eines tetraedralen Complexes, dessen Tetraeder

von den Coordinatenebenen und der unendlich fernen Ebene gebildet

wird. Die Geraden des Complexes schneiden das Tetraeder nach dem

durch (8) gegebenen Doppelverhältnis x.

Die Monge'sche Gleichung (7) lässt sich auch so schreiben:

(7') a(y dz — z dy) dx -{- h{sdx — x dz) dy -\- c(x dy — y dx) dz = 0.

Daher kann die Gleichung des tetraedralen Complexes in homogenen

Liniencoordinaten, vorausgesetzt, dass das Coordinatentetraeder das des

Complexes ist, nach S. 284, so geschrieben werden:

(9) aP2sPu + ^P3iP42 + cPnP43 = ö.

Die Complexkegel sind die Elementarkegel der Monge'schen

Gleichung (7).

Wir haben Folgendes gefunden:

Satz 2: Mle oo^ projectiven Transfortnationen, bei denen die Ecken

eines gegebenen Tetraeders invariant bleiben, sind paarweis vertauschbar

und bilden überdies eine continuierliche Gruppe. Biese Gruppe ist einfach

transitiv, d. h. sie enthält eine und nur eine Transformation, die einen

gegebenen Punkt allgemeiner Lage in einen anderen gegebenen Punkt

allgemeiner Lage überführt. Jede Transformation der Gruppe lässt die

oo^ zu dem gegebenen Tetraeder gehörigen tetraedralen Complexe soivie

ihre oo^ Monge'schen Gleichungen einzeln invariant.

Schliesslich wollen wir jetzt eine be-

liebige Ebene e betrachten, welche die

Tetraederebenen in den Geraden g^, g,^, g^, g^

schneide. Wie wir S. 314 sahen, umhüllen

alle in dieser Ebene gelegenen Geraden des

tetraedralen Complexes einen Kegelschnitt k,

der gi, g^, ffä, 94. berührt. (Siehe Fig. 66.)

Wählen wir in der Ebene einen beliebigen

Punkt p, der zunächst nicht auf k gelegen

sei. Durch p gehen oo^ Complexgeraden,

die einen Kegel zweiten Grades durch die Tetraederecken bilden. Der
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Kegel wird die Ebene e also in zwei Geraden sehneiden, die Tangenten

von /.• sind. Rückt der Punkt p auf h, so fallen diese beiden Tangenten
compiex- zusammen. Die Ebene e wird mithin von allen den Kegeln des vor-
kegel, die °
«eg- Ebene gelegten tetraedralen Complexes berührt, deren Scheitel p auf dem

Kegelschnitt h liegen, und zwar berührt der Kegel die Ebene jedesmal

in der Tangente des Kegelschnittes h im Punkte p.

Übrigens ist dies Ergebnis nur ein Ausfluss des allgemeineren

früher aufgestellten Satzes, nach dem die Schmiegungsebene einer

Complexcurve zugleich Tangentialebene des Complexkegels an der be-

treffenden Stelle ist. (Vgl. Satz 21, § 5 des 7. Cap., S. 303.) Denn

der Kegelschnitt h ist eine Complexcurve, und die Schmiegungsebene

dieser ebenen Curve ist die Ebene e.

Zu dem Tetraeder gehören oo^ tetraedi-ale Complexe. Diejenigen

Geraden eines jeden dieser oo^ Complexe, die

in der Ebene e liegen, umhüllen einen Kegel-

schnitt Ä-, der ^j, ^2, ^3, g^ berührt. So er-

giebt sich in der Ebene e eine Schar von oo^

Kegelschnitten mit vier gemeinsamen Tangenten.

Durch jeden Punkt p der Ebene e gehen zwei

Kegelschnitte der Schar. Also giebt es unter den

oü^ Kegeln, welche die oo^ tetraedralen Complexe

einem Punkte jj der Ebene e zuordnen, gerade zwei,

welche die Ebene e berühren. (Siehe Fig. 67.)

Die bis jetzt vorgetragenen Ergebnisse werden wir später, vom

dritten Paragraphen an, nach verschiedenen Richtungen hin verwerten.

§ 2. Ältere Untersuchungen über die tetraedralen Complexe.

Der gegenwärtige Paragraph enthält eine kurze geschichtliche Darstellung

der älteren Untersuchungen über die tetraedralen Complexe. Der Natur der Sache

nach wenden wir uns hierbei insbesondere an solche Leser, die schon ein gewisses

Mass liniengeometrischer Kenntnisse haben. Wir betonen deshalb ganz besonders,

dass der gegenwärtige Paragraph ohne Schaden für die Verständlichkeit der

späteren Entwickelungen überschlagen werden kann.

Soweit uns bekannt, sind es die tetraedralen Complexe, also gewisse Com-
plexe zweiten Grades, die unter den nicht -trivialen Liniencomplexen zuerst eine

eingehende Untersuchung erfahren haben. Es waren Betrachtungen in der Mechanik,

die auf diese Complexe wie etwas später auch auf die linearen Complexe geführt

haben

:

Bewegg. Wenn ein starrer materieller Körper in einem Punkte festgehalten wird und
eines g-^,^ alsdann ohne Einwirkung äusserer Kräfte, also insbesondere auch ohne Eiu-

festem Pkt. Wirkung der Schwere, bewegt, so ist die Bewegung in jedem Zeitelemente eine

infinitesimale Drehung um eine Axe, die durch den festen Punkt geht. Von
Moment zu Moment wird eine andere Gerade im Körper die momentane Drehaxe,
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und sie hat ebenso von Moment zu Moment eine andere Lage im Räume. Im
Laufe der Bewegung ergeben sich also oc^ momentane Drehaxen im Körper, die

einen Kegel bilden, dessen Spitze der festgehaltene Punkt ist. Zugleich ist der

Ort dieser Axen im Räume ein Kegel, dessen Spitze ebenfalls jener feste Punkt

ist. Sieht man von der Geschwindigkeit der Bewegung völlig ab, so kann man
den ganzen Verlauf der Bewegung alsdann auch dadurch herstellen, dass man
den mit dem Körper festverbunden zu denkenden ersten Kegel auf dem genannten

zweiten, im Räume festgedachten Kegel ohne Gleiten abrollen lässt. Dabei muss

man natürlich von einer solchen ursprünglichen Lage beider Kegel ausgehen, in

der sie sich längs jener Geraden berühren, die zu Anfang der Bewegung die

momentane Drehaxe ist.

Es ist nun insbesondere denkbar, dass der Körper zu Anfang eine solche

Lage und Bewegung gehabt hat, dass die momentane Drehaxe während des

ganzen Verlaufes der Bewegung dieselbe bleibt, sowohl was ihre Lage relativ

zum Körper als auch ihre absolute Lage im Räume anlangt. In diesem Falle

reducieren sich die beiden Kegel auf eine Gerade durch den festen Punkt, und

die ganze Bewegung ist eine beständige Rotation um eine stationäre Axe. Ist

der materielle Körper und der feste Punkt von vornherein gegeben, so giebt es,

wie man beweisen kann, drei Geraden durch den festen Punkt, welche die Rolle

dieser stationären Drehaxe spielen können. Diese drei Geraden stehen paarweis

auf einander senkrecht. Man nennt sie die TräghciUaxen des festen Punktes.

Denkt man sich denselben starren materiellen Körper gegeben, aber einen

anderen Punkt des Körpers festgehalten, so werden auch durch diese neuen Punkt

drei derartige, paarweis zu einander senkrechte stationäre Drehaxen hindurch-

gehen. Somit sind jedem Punkte des Körpers in einer ganz bestimmten Weise

drei mit dem Körper fest verbunden zu denkende Geraden zugeordnet, die ein-

ander in dem betreffenden Punkte senkrecht schneiden, die Trägheitsaxen des

Punktes. Man kann nachweisen, dass verschiedenen Punkten verschiedene stationäre

Drehaxen oder Trägheitsaxen zugehören, dass also eine solche Drehaxe im all-

gemeinen eben nur für einen ihrer Punkte stationäre Drehaxe ist. Es gehören

infolgedessen allen oo^ Punkten des Körpers — auch den Punkten ausserhalb

des Körpers, die man sich mit ihm starr verbunden zu denken hat — insgesamt

Oü'' stationäre Drehaxen zu. Ihr Inbegriff bildet daher das, was wir heutzutage Komplex d.

einen Liniencomplex nennen, und zwar einen Liniencomplex , der ganz besonders Trägheits-

interessante Eigenschaften hat.

Auf diesen Liniencomplex hat zuerst Binet 1811*) die Aufmerksamkeit

gelenkt.

Binet zeigte, dass die Schar der Trägheitsaxen identisch ist mit der Schar Biuet.

aller oo^ Normalen von oo^ confocalen Flächen zweiten Grades. Jedem stan-en

Körper wird demnach in ganz bestimmter Weise eine Schar von confocalen

Flächen zweiten Grades zugeordnet, die mit ihm fest verbunden zu denken sind.

Durch einen beliebigen Punkt des Raumes gehen bekanntlich gerade drei Flächen,

die in einer gegebenen Schar confocaler Flächen zweiten Grades enthalten sind,

und diese drei Flächen durchsetzen einander senkrecht, also längs ihrer Krümmungs-
linien. Construiert man in einem Punkte die drei Normalen zu den drei hindurch-

gehenden Flächen, so erhält man gerade die drei Trägheitsaxen des betreffenden

Punktes. Diese drei Normalen sind offenbar identisch mit den Tangenten an

die Krümmungslinien der drei Flächen in dem betrachteten Punkte. In Binet'

s

Abhandlung befindet sich auch — wie nebenbei bemerkt sei — wohl zum ersten

*) Binet, Memoire sur la theorie des axes conjuguees et des momens d'inertie

des Corps, Journ. de l'Ecole polyt. 9. Bd., 16. Heft (1813), S. 41. (Gelesen im
Institut 1811.)

Lie, Geometrie der üerülirungstranaformationeu I. 21 [8. XI. 1895.]
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Male die bekannte cubischc Gleichung zur Bestimmung der Hauptaxen einer

Fläche zweiten Grades.

Ampere. Man kann sich nun die Frage nach allen Trägheitsaxen durch einen ge-

gebenen Punkt vorlegen, von denen allerdings, wie wir wissen, nur drei zu ein-

ander senkrechte Geraden die Trägheitsaxen gerade dieses Punktes sind. Diese

Frage wurde von Ampere 1821*) beantwortet. Er fand, dass die durch einen

Punkt gehenden Trägheitsaxen des starren Körpers einen Kegel zweiten Grades
bilden. Durch Zusammenfassen der Ergebnisse Binet's und Ampere's geht
übrigens unmittelbar der folgende Satz hervor, der jedenfalls sjjäter (18.55) von
Jullien**) ausdrücklich formuliert wurde : Die Normalen, die von einem gegebenen

Confoc Fl
l^'i'^^*^ ^uf oo^ confocale Flächen zweiten Grades gefällt werden können, bilden

2. Grades, einen Kegel zweiten Grades.

Dnpin. Die Theorie der confocalen Flächen zweiten Grades hat seit Dupin***) die

Mathematiker vielfach beschäftigt, indem sowohl geometrische wie physikalische,

insbesondere mechanische Fragen mit der Theorie dieser Flächen in Zusammen-
hang stehen. Alle diese geometrischen Untersuchungen beziehen sich — wenn
auch nicht immer unmittelbar — auf den von Binet eingeführten Liniencomplex

zweiten Grades.

Ist

a;'
I _ vi L „ ^* =1

a^ 4- ;i
^

ft« + Z
"^

c^ 4-1

die Gleichung der Schar confocaler Flächen zweiten Grades in Punktcoordinaten

x^ y, z mit dem Parameter ^, so ist

(«^ -f i) M^ + {h- -\-l)V' -\- (c- + l) 10^ = 1

ihre Gleichung in den zugehörigen Ebenencoordinaten m, i\ w. Da die letztere

Gleichung linear in l ist, so folgt, dass es eine und nur eine unter den con-

focalen Flächen giebt, die eine gegebene Ebene (m, v, w) berührt. Zieht man im
Berührpunkt die Normale zur Fläche oder Ebene, so ist also jeder Ebene des

Raumes eine Normale zu ihr zugeordnet. Da diese Normalen in ihrer Gesamt-

heit den von Binet betrachteten Liniencomplex darstellen, so sind hiermit —
Abb. d. wie wir uns in jetziger Sprachweise ausdrücken können — die Geraden des

Geraden d_ ßijjgt;'gß|^gn Liniencomplexes ein- eindeutig auf die Schar aller oo^ Ebenen des

d. Ebenen. Raumes abgebildet. Diese Abbildung wurde , wenn wir nicht irren , zuerst von

Chasies. Chasles, später auch von Plücker untersucht.

Unter den hierdurch erhaltenen Ergebnissen erinnern wir an das Folgende,

das wir aus Salmon-Fiedler's analytischer Geometrie f) herübernehraen : Dreht

sich eine Ebene um eine feste Gerade, so beschreibt die zugeordnete Normale

ein hyperbolisches Paraboloid. Dreht sie sich insbesondere um eine Complex-

gerade (Normale), so umhüllt die zugeordnete Normale einen Kegelschnitt und

zwar eine Parabel, welche die drei Hauptebenen berührt.

Normalen Chaslcs hat ferner den Complex aller oü'' Normalen von oo* ähnlichen

m^^^o^T ^**^ ähnlich gelegenen concentrischen Flächen zweiter Ordnung

*) Ampere, Memoire sur quelques nouvelles proprietes des axes permanens
de rotation des corps et des plans directeurs de ces axes, Mem. de l'Acad. 5. Bd.

(1821— 22), S. 86. (Gelesen 1821, gedruckt 1826.)
**) Jullien, Problemes de mecaniqiie rationelle, Paris 1855, 2. Bd., S. 54.

***) Dupin, Developpements de gcometrie, Paris 1813.

t) Salmon, Analytische Geometrie des Baumes, bearb. von Fiedler, 1. Teil,

2. Aufl. Leipzig 1864, 3. Aufl. 1879 (hier S. 221). Da sich hier keine Litteratur-

nachweise linden, wissen wir nicht, wer zuerst diese Sätze aufgestellt hat.
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betrachtet und einige unter den Eigenschaften dieses Complexes angegeben, u. A.,

dass alle Geraden des Complexes, die durch einen gegebenen Punkt gehen, einen

Kegel zweiten Grades bilden, der Complex also vom zweiten Grade ist. Dieser

Complex ist factisch, wie wir später sehen werden, identisch mit dem Binet'schen

Complexe. Wir glauben aber nicht, dass Chasles*) dies ausdrücklich bemerkt hat.

Auf der anderen Seite gelangte Chasles zu einem Complex, indem er aus- Tg. d. Pkte.

ging von der Betrachtung einer infinitesimalen Bewegung. Er construierte Bg^egg
nämlich die oo'' Tangenten der Fortschreitungsrichtungen der Punkte bei einer

infinitesimalen Bewegung und erkannte insbesondere, dass durch jeden Punkt des

Raumes oo^ dieser Geraden gehen, die einen Kegel zweiten Grades bilden,

andererseits, dass in jeder Ebene oo^ dieser Geraden so liegen, dass sie einen

Kegelschnitt umhüllen. Er zeigte somit, dass diese Oü^ Geraden einen Complex
zweiten Grades bilden. Dieser Complex ist vom projectiven Gesichtspunkte aus

als eine Ausartung des Binet'schen Complexes zu betrachten. Chasles studierte

femer gewisse Curven und Flächen, die mit dem erwähnten Complex in Ver-

bindung gesetzt werden können.

Weiterhin ging Chasles noch von einem anderen Standpunkt aus, indemVerbindende
er zwei Lagen eines starren Körpers annahm und die oo"* verbindenden Geraden

'"J^^^^p^^^^*'^-

durch entsprechende Punkte des Körpers in den beiden Lagen zog. Dadurch Bewegg!

kam er abermals zu einem Complex und zwar zu genau demselben, von dem
soeben die Rede war.

Endlich sei noch bemerkt, dass Chasles am Schlüsse seiner langen Ab-
handlung aus dem Jahre 1861 ausdrücklich darauf hinwies, dass man analoge

Betrachtungen anstellen kann, wenn man die Punkte des Raumes einer beliebigen

projectiven Transformation unterwirft und die oc^ Geraden construiert, die jedes-

mal einen Punkt in seiner ursprünglichen Lage mit demselben Punkt in seiner

neuen Lage verbinden. Dies fühi-t gerade auf den tetraedralen Complex.

In seinen Untersuchungen über Strahlensysteme erster und zweiter Ordnung

(1866) beschäftigte sich Kummer**) eingehend mit den Strahlensystemen, deren Kummer.

Geraden dem oben besprochenen Liniencomplex aller Normalen von confocalen

Flächen zweiter Ordnung angehören. Er erkannte, dass dieser Complex eine

grosse Anzahl wesentlich verschiedener Strahlensysteme von zweiter Ordnung und strahien-

von zweiter, dritter u. s. w. bis sechster Classe enthält. Sehr sorgfältig discutierte ^^^*®™ö i™

er diese Strahlensysteme sowie ihre Brennflächen, die alle von vierter Ordnung
sind. Insbesondere ist die Brennfläche eines in diesem Complexe enthaltenen

Strahlensystems zweiter Ordnung und zweiter Classe die nach Kummer benannte
Fläche vierter Ordnung und vierter Classe. Ist das Strahlensysteni von zweiter

Ordnung und sechster Classe, so ist es dualistisch zu dem System der Normalen
einer Fläche zweiter Ordnung, das ja von sechster Ordnung und zweiter Classe

ist. Die Brennfläche des soebengenannten Kummer'schen Strahlensystems zweiter

Ordnung und sechster Classe ist von zwölfter Ordnung und vierter Classe. Wir
werden uns später gelegentlich mit den Strahlensystemen beschäftigen, die einem
tetraedralen Complex angehören, und werden Methoden angeben, die mit grosser

Leichtigkeit sowohl zu diesen Ergebnissen Kummer' s als auch zu wesentlich

weitergehenden Ergebnissen führen.

*) Chasles, Proprietes geometriques relatives au mouvement infiniment
petit etc., Comptes Rendus 16. Bd. (1843), S. 1420. Femer: Proprietes relatives

au deplacement fini quelconque etc., Comptes Rendus 51. Bd. (1860), S. 855, 905,
u. 52. Bd. (1861), S. 77, 189, 487.

**) Vgl. die in der letzten Fussnote auf S. 272 genannte Abhandlung.

21*
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Normalen- Über das oben berührte Strahlensystem aller Normalen einer Fläche zweiter

*Fi,'2*^a'^ Ordnung giebt es eine ausgedehnte Litteratur. Wir erinnern hier nur an einige

Eigenschaften dieses Normalensystems: Liegt die Fläche zweiter Ordnung in der

Form vor:

er h^ c-

und schneidet die Normale des Flächenpunktes P oder {x, y, z) die drei Coordi-

natenebenen in den Punkten A, B-, C, so gelten die seit langer Zeit bekannten

Relationen

:

P P P

wenn p den Abstand der Tangentenebene des Punktes P vom Mittelpunkt be-

zeichnet. Diese Beziehungen lehren, dass die drei Abschnitte PA, PB, PC für

alle Normalen der Fläche constante Verhältnisse haben, und dies heisst wieder,

dass die vier Punkte P, A, B, C sowie der unendlich ferne Punkt Z) der Nor-

malen so liegen, dass das Doppelverhältnis aus irgend vieren dieser Punkte für

alle Normalen der Fläche constant ist.

Gehen wir von der betrachteten Fläche zweiter Ordnung zu einer ähnlichen

und ähnlich gelegenen Fläche zweiter Ordnung mit demselben Mittelpunkt über,

so ändern p, a, h, c ihre Verhältnisse zu' einander nicht. Daraus folgt, dass auf

allen Normalen der oo' ähnlichen, ähnlich gelegenen und concentrischen Flächen

zweiter Ordnung die Verhältnisse der drei Strecken PA, PB, PC, also auch
der Strecken AB, AC, BC constant sind. Hieraus ergiebt sich nun der längst

bekannte Satz, der jedoch vielleicht erst in neuerer Zeit ausdrücklich formuliert

wurde

:

Normalen J)ie oü^ Normalen von oo^ ähnlichen, ähnlich gelegenen und concentrischen
^

Flächen zweiter Ordnung bestimmen ein constantes Doppelverhältnis mit den drei

Hauptebenen und der unendlich fernen Ebene.

'^Compiex^^'^
^^^ bilden also einen tetraedralen Complex.

Da nun ferner

AB = "^^', BC^""—^, CA^'—-^
P P P

ist, so hängen die Verhältnisse von AB, BC, CA nur von den Verhältnissen

der Differenzen der Halbaxenquadrate ab. Diese Differenzen aber sind für con-

focale Flächen zweiter Ordnung constant. Also folgt:

Normalen Alle oo^ Normalen von oo* confocalen FläcJien zweiter Ordnung bestimmen

r°°'°o ^**^ constantes JDoppelverhältnis mit den drei Hauptebenen und der unendlich

fernen Ebene.

Sie bilden daher ebenfalls einen tetraedralen Complex, und wir sehen, dass

der von Binet betrachtete Complex zweiten Grades ein allgemeiner tetraedraler

Complex ist.

Es ist uns nicht bekannt, ob der soeben formulierte Satz in der Litteratur

vor 186'J ausdrücklich ausgesprochen worden ist. Jedenfalls ist er ein Ausfluss

aus längst bekannten einfachen Sätzen.

Satz V. V. Staudt bemerkte 1856*), dass die Schnittpimkte einer Geraden mit den
staudt.

yipj. Ebenen eines Tetraeders stets dasselbe Doppelverhältnis bilden wie die

Ebenen, welche durch die Gerade und die vier Ecken des Tetraeders gehen,

vorausgesetzt natürlich, dass man beide Male eine entsprechende Reihenfolge der

Elemente des DoppelVerhältnisses festsetzt. (Vgl. § 1, S. 312.) Aus diesem Satze

*) V. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, 1. Heft, Nürnberg 1856, S. 21.
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fliesst sofort die in § 1 angegebene Eigenschaft des tetraedralen Complexes, zu

sich selbst dualistisch zu sein vermöge jeder solchen Transformation durch reci-

proke Polaren, bei der die Ecken des Tetraeders in die gegenüberliegenden

Tetraederebenen übergehen *).

Seit dem Jahre 1865 betrachtete de la Gournerie**) eingehend die Curven DeiaGour-

und Flächen, die durch lineare Gleichungen zwischen a;'", y"^, 0-"' definiert werden. ^®"®"

Er nannte sie tetraedral - symmetrische Curven und Flächen. Er zeigte, dass die

Tangenten einer tetraedral - symmetrischen Curve ein constantes DoppelVerhältnis

mit dem Tetraeder der Coordinatenebenen und der unendlich fernen Ebene bilden.

Diese Curven sind also Curven des tetraedralen Complexes. Unter den von

de la Gournerie untersuchten Curven finden sich Kegelschnitte und Curven

dritter und vierter Ordnung, unter den von ihm untersuchten Flächen solche

von zweiter und dritter Ordnung sowie die Steiner'sche Fläche vierter Ordnung.

Wir werden diese Gebilde späterhin mit Hülfe der Punkttransformation

^1 = af\ 2/1 = y"\ z^ = z'"

ableiten. Bei de la Gournerie kommt diese Transformation nicht vor.

Durch Plücker's 1865 begonnenen Veröffentlichungen über Liniengeo- piücker.

metrie ***) erhielten die älteren Arbeiten über Nullsysteme und Normalensysteme
von confocalen Flächen zweiten Grades ein ganz neues Interesse. Sie erschienen

jetzt als Teile einer allgemeineren Theorie, die von Piücker allerdings nur
skizziert wurde. Jedenfalls aber fanden die vorstehenden Theorien durch ihn

eine neue Beleuchtung, und die Bahn für weitere Untersuchungen war gebrochen.

Im Jahre 1868 erschien der zweite Teil von Reye's Geometrie der Lagef), Reye

die eine übersichtliche Darstellung der Stau dt' sehen geometrischen Unter-

suchungen gab. Dieses Werk enthält gleichzeitig eine ziemlich ausführliche

Theorie des tetraedralen Complexes. Für einen nicht geringen Teil waren aller-

dings die betreffenden Entwickelungen entweder schon bekannt oder jedenfalls

naheliegende Folgerungen aus schon bekannten Ergebnissen. Wenn aber auch das

Verdienst des Reye 'sehen Werkes in erster Linie ein pädagogisches ist, so haben
doch seine Ausführungen über den tetraedralen Complex daneben einen selb-

ständigen wissenschaftlichen Wert.

Reye kommt auf den tetraedralen Complex, indem er — Andeutungen
von Chasles folgend — entsprechende Punkte zweier projectiv auf einander

bezogener Räume durch Geraden verbindet. Indem er andererseits jedem Punkte
des Raumes eine Gerade zuordnet, nämlich die Schnittlinie der beiden Polar-

ebenen des Punktes hinsichtlich zweier Flächen zweiten Grades, findet er eine

involutorische Abbildung d^s tetraedralen Complexes auf den Punkti'aum, die

*) Es ist geschichtlich interessant, dass Steiner 1832 in seiner Systematischen
Entivickeluvg etc., S. 299, die Frage stellte:

„Wßnn im Räume vier beliebige feste Ebenen gegeben sind, von welcher
krummen Fläche werden dann alle Geraden, die von denselben in einem und
demselben gegebenen Doppelverhältnis geschnitten werden, berührt?" '

Er war sich also nicht bewusst, dass die fraglichen Geraden gar keine
Fläche erfüllen. In den Gesamm. Werken, 1. Bd., ist die Frage Steiner's ohne
Angabe des Originaltextes berichtigt (S. 442). Ferner wird in einer Anmerkung
(S. 527) als Ort der Geraden irrtümlich ein Strahlensystem angegeben.

**) De la Gournerie, Becherdies sur les surfaces rcglees tetracdrales sy-

metriques, Paris 1867. In diesem Werke sind drei Abhandlungen vereinigt, die
der Verfasser 1865 und 66 in dem Recueil des Savants etrangers vcröffenlicht

hatte.
***) Vgl. die in der vierten Fussnote S. 274 genannten Arbeiten.

t) Reye, Die Geometrie der Lage, Erste Abteilung Leipzig 1866, Zweite "

Abteilung Leipzig 1868.
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sich der von Chasles und Plücker betrachteten Abbildung auf den Ebenen-
raum dualistisch gegenüberstellt. Die Untersuchung dieser Abbildung führt Reye
zu mehrex'en neuen Ergebnissen. Er fand unter Anderem, dass die Axen aller

Kegelschnitte auf einer Fläche zweiten Grades einen tetraedralen Complex bilden.

Ganz besonders erwähnen wir aber einen Satz, der, wie wir annehmen, von
Reye zuerst ausgesprochen wurde, den Satz nämlich, dass die Secanten einer Raum-
curve dritter Ordnung einem tetraedralen Complex angehören. Von H. Müller*)
wurde wohl zuerst (1869) ausdrücklich bemerkt, dass die Geraden dieses Com-
plexes mit einem Tetraeder ein constantes Doppelverhältnis bilden.

Im Februar 1869 veröffentlichte Lie eine Deutung des Imaginären in der

ebenen Geometrie**), die u. A. eine Abbildung des tetraedralen Complexes und
des linearen Complexes auf den Punktraum lieferte. Im zweiten Teile dieses

Werkes gedenken wir einen kurzen Bericht über diese wenig beachteten Unter-

suchungen zu geben, die von mehreren Gesichtspunkten aus Interesse darbieten.

Insbesondere wurde Lie durch diese Betrachtungen zu einer Transformations-

theorie der tetraedralen Complexe geführt, die in diesem Kapitel wiederge-

geben wird.

§ 3. Über die Curven der tetraedralen Complexe.

Wie im ersten Paragraphen betrachten wir auch hier ein bestimmtes

Tetraeder und einen zu diesem Tetraeder gehörigen tetraedralen Complex.

Dabei können wir, wie schon früher bemerkt wurde, ohne wesentliche

Beschränkung der Allgemeinheit das Tetraeder aus den drei Coordinaten-

ebenen x = 0, y = 0, 2 = und der unendlich fernen Ebene zu-

Cutven des gammeusetzcn. Insbesondere sollen ietzt die Curven des Complexes
Complexes.

_

•' -^

untersucht werden, die Curven also, dere7i Tangentett ein constantes

Boppelverhältnis mit dem Tetraeder bestimmen**'^).

Die Monge'sche Gleichung des tetraedralen Complexes hat die in

§ 1 unter (7) (S. 318) aufgestellte Form:

(10) (h — c) X dij dz -\- {c — a) ydzdx -\- (a — h) zdx dy == 0,

die wir auch so schreiben können: •

/-if\'\ /7 \ dy dz , ^ . dz dos
, / -,-. dx dy ^

(10 ) ih-c) ^^ -^ + ic-a)~ ^ + (a - &) - -^ = 0.

Anscheinend treten hierin drei Constanten auf, aber es ist, "wie wir

wissen (vgl. S. 319), nur die eine

a — c

b — c

*) H. Müller, Zur Geometrie auf den Flächen zweiter Ordnung. Math.
Ann. 1. Bd. (1869), S. 414.

**) liepi'üscntation der Imaginären in der Plangeometrie. Verh. d. Ges. d.

Wies.. Christiania 1869, S. 16 u. 107.
***) Die Entwickelungen dieses Paragraphen rühren von Lie her. Vgl. Göttinger

Nachr., Jan. 1870.
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wesentlich, die den Wert des Doppelverhältnisses aller Complexgeraden

gegenüber dem Tetraeder angiebt. Die Curven des Complexes sind

die Integralcurven der Monge'schen Gleichung (10) oder (10').

Um nun die Integralcurven der Monge'schen Gleichung (IC) znl'^^^s''^^^-O o o \ / Monge'schen

finden, gehen wir davon aus, dass die Coordinaten x, y, z längs einer Gieichg.

Integralcurve Functionen eines Parameters t sein werden. Dabei kann

anstelle des Parameters t auch irgend eine Function von t als Para-

meter eingeführt werden. Im allgemeinen wird längs der Integral-

curve auch

(11)
^^.12/

veränderlich, d. h. eine Function von t sein, und wir können dann

den Parameter t so wählen, dass

dx dy 1 _ 1

X ' y a -\-t' h -\-t

wird. Der Ausnahmefall, dass das Verhältnis (11) längs der Curve

constant ist, soll nachher besonders besprochen werden. Unsere

Proportion liefert nun nach (10') sofort:

/.„N dx dy dz 1 _ 1 _ 1

^ ^ le''~y' "z"
~ (Tff h-\-t ' c+1

"

Längs der Integralcurve werden also Gleichungen erfüllt sein von

der Form:
dx _ F{t) dy _ F{t) dz _ F{t)

X ~ a-\-t^ ~y ~~
b-i-t ' ~'z ~ c^t

'

wobei die Function F(t) für jede einzelne Integralcurve eine bestimmte

ist. Da nun diese Gleichungen immer die Monge'sche Gleichung (10')

nach sich ziehen, welche Form auch die Function F(t) haben mag,

so ergiebt sich durch Integration die allgemeine Darstellung aller

Integralcurven, längs deren das Verhältnis (11) nicht constant ist, in ^^s"- ^ *i^8-

der Form: curve.

/i9\ 1
rF{t)dt , rF{t)dt -. CF(t)dt

(13) log^=j^, log^=j i-1^, log.^j-A^.

Wählen wir z. B. F{ß) ^ 1 , so ergiebt sich

:

X = X(a -\-t), y== ^{b -i- t), z = v(c + t),

wobei A, fi, v willkürliche Constanten sind. Diese Gleichungen stellen

die oo^ Geraden des Complexes dar, die wir in § 1 durch die Formel

(2), S. 315, in anderer Weise analytisch bestimmt haben.

Betrachten wir jetzt den Ausnahmefall, dass längs einer Integral- Ausnahme-

curve das Verhältnis (11) constant ist. In diesem Falle folgt aus der
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Monge'schen Gleichung (10') sofort, dass die Verhältnisse der drei

Grössen — ,
—-, — längs der Curve constant sind. Wir setzen daher:

X ' y ' z °

/ii\ dx dy dz 111
^ ^ X ' y ' z a '

ß
'

y

Hierin sind a, ß, y solche Constanten, die infolge von (10') nur an

die eine Relation

(15) (h~c)a~j-(c — a)ß-j-(a—'b)y =
gebunden sind. Aus (14) folgt durch Integration sofort:

(16) x":y!^:zy = Ä:B:C,

wenn Ä, B, C beliebige Constanten bedeuten. Diese Proportion giebt,

wenn wir die Constanten A, B, C, a, ß, y allgemein wählen, voraus-

gesetzt, dass die Gleichung (15) erfüllt ist, die allgemeinste Curve des

Complexes, längs deren das Verhältnis (11) constant ist. —

Nach Satz 2 des § 1 (S. 319) gestattet der tetraedrale Complex

und insbesondere seine Monge'sche Gleichung (10) die oo^ projectiven

Transformationen

:

(17) x^ = Xx, y^ = iiy, z^ = vz,

die eine einfach transitive Gruppe von vertauschbaren Transformationen

bilden. Durch diese Transformationen werden mit den Punkten {x, y, z)

Linien- zuglcich auch die oo^ Linienelemente {x, y, z, dx : dy : dz) des Raumes

unter einander vertauscht. Jedes Linienelement geht dabei in csj^

Linienelemente über. Es ist leicht einzusehen, dass die Schar dieser

oo^ Linienelemente bei allen oo^ projectiven Transformationen (17)

invariant bleibt. In der That, sind S und T zwei Transformationen

von der Form (17) und geht das Linienelement l vermöge S in l^ über:

{l)S=(l,),

geht ferner das Element l^ vermöge T in das Element /^ über:

{k)T={k),
so ist

(l)ST={k)T={i;).

Die Aufeinanderfolge ST ist aber einer einzigen Transformation S'

der Schar (17) äquivalent, da diese Schar eine Gruppe ist. Mithin

giebt es stets eine Transformation S' der Schar (17), bei der

(0 s' = (?,)

ist. ?2 gehört demnach — wie l^ — zu den oo^ Linienelementen, in

die das Element l vermöge der oo^ Transformationen (17) übergeht.

Anders ausgesprochen: Wenn man auf die Schar dieser oo^ Linien-

elemente.
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d'^Ga'tt'un'''
^^^ Ivnneti daher den Parameter t als Bestimnmngsgrösse der

Gattung eines solchen Linienelementes auffassen, das der Monge'schen

Gleichung (10) genügt.

Deut^'
Hieraus folgt weiter, dass der Parameter t eine geometrische Be-

^°^ ' deutung haben muss. Es sei nämlicli P der Punkt (x, y, z) eines

Linienelementes {x,y,z, dx: dy : dz), dessen Gerade g eine Gerade

des Complexes ist, und es seien Ä, B, C, D die Schnittpunkte der

Geraden g mit den Tetraederebenen. Geht nun das betrachtete Linien-

element bei einer projectiven Transformation (17) in ein neues Element

(^ij Vi) ^ij ^^1 • ^^Vi
'• ^^i> über, dessen Punkt P^ sei und dessen Gerade

g^ die Tetraederebenen in A^, B^, O^, D^ treffe, so sind beide Linien-

elemente von derselben Gattung, sodass t für beide denselben Wert

hat, und es sind die Doppelverhältnisse, die sich zwischen den fünf

Punkten P, A, B, C, B bilden lassen, gleich den Doppelverhältnissen,

die sich in analoger Weise zwischen den fünf Punkten Pj , A^ , B^, C^, Dj^

bilden lassen. Insbesondere ist (AB CD) == (A^B-^C^B-i) = x. Die

übrigen Doppelverhältnisse werden Functionen von t allein sein. Um
dies auch analytisch zu verificieren, beachten wir, dass das Linien-

element (x, y, z, dx : dy : dz) auf der Geraden:

dx dij dz

oder nach (12) auf der Geraden:

X y z

mit den laufenden Coordinaten IC, t), ^ liegt. Diese Gerade lässt sich

durch Einführung einer Hülfsveränderlichen r auch so darstellen:

zx ry tz
^=^ — ^^t' 9 — ^— ^qul^ i — ^ — ^cTt'

Dabei geben die Werte:

r = 0, t = a -{- t, T = b -\- t, t = c -\- t, t = cx)

die Punkte P, A, B, C, B der Geraden. Bilden wir aus P und dreien

der Punkte A, B, C, B ein Doppelverhältnis, so erhalten wir eine

linear gebrochene Function von t allein. —

Den Gattungsbegriff können wir auch auf Curven ausdehnen. Liegt

• eine Curve im Räume (x,y,z) vor, so wird sie durch die cx)"' projectiven

Transformationen (17) in höchstens oo'' Curven übergeführt. Dass die

Schar dieser Curven alsdann bei allen Transformationen (17) invariant

bleibt, lässt sich genau so beweisen wie der obige entsprechende
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Satz für die Linienelemente (vgl. S. 328). Wir sagen, dass diese

Curven von derselben Gattung sind. curven.
'

Wenn eine Curve analytisch in der Form vorliegt:

lo^x = cp (t), \ogy = t (t), log 2 = x(i),

so wird sie durch die oo^ Transformationen (17) in die Curven

(20) log^= ^(^) + Const., logy= ilj(t)-}-Consi., Iog0= x(0+ Const.

übergeführt. Diese Gleichungen (20) definieren also eine allgemeine

Schar von Curven gleicher Gattung.

Betrachten wir mm eine Curve des Complexes. Sie wird thirch g.^^*^"^"^«^^

die Transformationen (17) in höchstens oc^ Curven übergeführt, die «i. Compi.

ebenfalls Curven des Complexes sind, weil die Transformationen (17)

die Monge'sche Gleichung (10) invariant lassen. Diese Curven bilden

eine Schar von Curven derselben Gattung. So bilden z. B. alle oo'*

Complexgeraden nach Satz 1 des § 1 (S. 317) eine Schar von Curven

gleicher Gattung.

Oben haben sich zwei verschiedene Kategorien von Curven des

Complexes ergeben. Die erste Kategorie wird durch die Gleichungen

(13) dargestellt. Aus den Formeln (20) folgt sofort, dass sich aus

einer Curve des Complexes

/-,o\ 1
('Fit) dt , » ['Fit) dt , fF{t)dt

(13) log X =j -'-L^, log y =j -^^, log . =j -^
die Curven derselben Gattung durch Addieren willkürlicher Constanten

ergeben. Solche additive Constanten treten aber dadurch in vorstehenden

Gleichungen zu Tage, dass man die Integrale unbestimmt lässt. Daraus

folgt, dass die Gleichungen (13), sobald darin F(t) bestimmt gewählt

wird und die Integrationsconstanten unbestimmt gelassen werden, alle

Complexcurven einer bestimmten Gattung darstellen. Offenbar sind

dies gerade oo^ verschiedene Curven. Die Function F(t) ist fl^^^^er^^^'^'^^j^^^J'*-

charakteristisch für die Gattung einer Complexcurve (13).
^- cur^e.

Die Annahme F(t) -:-:': 1 liefert, wie wir wissen, alle Oomjp^e:^;- speciaifäiie.

geraden.

Die Annahme
F(t) = 2

liefert die folgenden Complexcurven gleicher Gattung:

(21) .'r = A(a + 0^ y = ^(h + tf, z == v(e -{- t)\

Hierbei sind ^, ^, v willkürliche Constanten. Es sind dies oo^ Kegel- Kegel-

schnitte. Andererseits leuchtet ein, dass es gerade oo^ Kegelschnitte

giebt, die Complexcurven sind. Denn jeder Kegelschnitt liegt in einer
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Ebene. Die in einer Ebene gelegenen Cotnplexgeraden umhüllen aber

den in § 1^ S. 314, besprochenen Kegelschnitt li.

^kTger' -^^^ Annahme i^^ liefert für x, y, z constante Werte, ergiebt

daher einen Punkt. In diesem Fall also sind die oo^ Tangenten der

Complexcurve in alle Complexgeraden durch einen Punkt übergegangen.

Wir sagen daher, dass jP^ einen Complexkegel liefert. Es ist dies

das Gebilde, das zu einem Complexkegelschnitt , der durch die Annahme
F^2 hervorgeht, dualistisch ist.

Setzen wir

F(t)~-1,

!urven3.o. so gehen Complexcurven von dritter Ordnung und Classe und von

gleicher Gattung hervor: *

l H V

^""(Tfi' y — v^v ^~^+i'

Für die Parameterwerte t = — a, — &, — c, oo ergiebt sich jedes-

mal eine Tetraederecke. Diese oo^ Curven dritter Ordnung gehen also

durch alle vier Tetraederecken. Wir kommen im nächsten Paragraphen

auf diese Curven zurück.

Da der Complex auf oo^ Arten zu sich selbst dualistisch ist

(vgl. § 1, S. 314), so ist es von vornherein klar*), dass es auch oo^

Complexmrven dritter Ordnung und Classe giebt, welche die Ebenen

des Tetraeders berühren. In der That, setzen wir

F(0 = 3,

so kommt die Schar von od^ Complexcurven gleicher Gattung:

x = k{a+ty\ y=a(h-\-tf, z = v(c -{- tf.

Dies sind Curven dritter Ordnung, welche die Ebenen des Tetraeders

in den Punkten berühren, die den Parameterwerten t= — a, — &, — c, oo

entsprechen.

Die Annahme
F{t) EEE — 2

giebt die cx)^ Complexcurven sechster Ordnung:

l /A V

Setzen wir überhaupt:

*) Beiläufig sei bemerkt, dass bei diesen dualistischen Transformationen

überhaupt Gattung in Gattung und insbesondere die durch F{t) charakterisierte

Gattung in die durch die Function 2 — F{t) charakterisierte Gattung übergeht.
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wobei m eine Constante bedeute, so ergeben sich die oo^ Complex-

curven gleicher Gattung:111
die sich auch so darstellen lassen:

(22) rr"* = A'»(a + 0, 2/'" = /^'"(^ + 0; ^"' = v"'(c + 0-

Dabei sind l, ii^ v willkürliche Constanten. Jede solche Curve lässt

sich auch durch zwei in x'"\ y"% ^'" lineare Gleichungen ausdrücken:

Curven von dieser Beschaffenheit hat De la Gournerie als tetraedral- '^<^^^^^^^^^-

symm.

symmetrische Curven bezeichnet*). Insbesondere giebt die Annahme curven.

m= 2 Curven vierter Ordnung als Schnitte von Flächen zweiter Ordnung

die das Tetraeder zum Polartetraeder haben.

Bisher haben wir nur die durch die Formeln (13) dargestellte Ausnahme-

Kategorie von Curven des Complexes betrachtet. Diese Kategorie

zerfällt in unendlich viele invariante Scharen von je oo"' Curven gleicher

Gattung. Es ergaben sich aber in den Formeln (15), (16) Complex-

curven anderer Art. Für diese Complexcurven ist das Verhältnis (11)

constant, d. h. die oo^ Linienelemente einer derartigen Curve gehören

sämtlich derselben Gattung an. Allgemein fanden wir, dass eine Curve,

die aus lauter Linienelementen derselben Gattung bestellt, durch die

Formel (16) gegeben wird.

Wenn andererseits auf eine Curve alle oo^ Transformationen (17)

ausgeübt werden, so kann sie unter Umständen in weniger als oo^

Curven übergehen, indem sie hei oo^ Transformationen (17) mt;an'aw# Kurven, die

hleiht. Diese oc^ Transformationen führen jedes Linienelement der Curve gestatten.

in ein Linienelement der Curve über, das dieselbe Gattung hat. Die

in Rede stehenden Curven gehören also zu den durch die Formel (16)

gegebenen. In der That erhellt auch sofort, dass die Curve:

(16) x'^-.y^^'.zr =^A:B:C
die oü^ projectiven Transformationen:

(23) X, ^ Vq X, y^ = Vq y, z, = yQ0
gestattet, wenn q eine beliebige Constante bedeutet. Jede Curve (16)

also gehört einer Schar von nur oo^ Curven gleicher Gattung an, die

sich ergeben, wenn a, ß, y festgehalten werden, während A, B, C
beliebige constante Werte annehmen. Insbesondere gehören hierzu die

durch (15) und (16) definierten Complexcurven der zweiten Kategorie.

*) Vgl. die zweite Fussnote S. 325.



334 Kap. 8. Zur Transformationstheorie der tetraedralen Complexe.

Wählen wir q in (23) unendlich wenig von Eins verschieden^ so

curven, die gicbt (23) eine infinitesimale Transformation. Die Curven (16) können

proj. Tri also als diejenigen Curven definiert werden^ die eine solche infinitesimale

projective Transformation ^zulassen, hei der das Tetraeder invariant hleiht.

In der That ist allgemein

8x="'dt, 8y=ldt, dz = ~8t

eine solche infinitesimale Transformation, und eine Curve, die durch

diese Transformation in sich übergeführt wird, muss so beschaffen

sein, dass längs der Curve:

7 7 7 X y z
dx : dy : d^ =^ : ^- :

--
^ a |J y

wird. Dies giebt integriert gerade die Curven (16).

Da die Gleichungen (16), sobald darin Ä, B, C willkürlich sind,

gerade oo^ Curven darstellen, so folgt, dass es keine Curve giebt, die

cx)^ projective Transformationen (17) gestattet, denn eine solche Curve

müsste zu den soeben bestimmten gehören und es dürfte nur oo^

Curven derselben Gattung geben.

Schliesslich können wir den Gattungsbegriff auch auf Flächen aus-

dehnen. Eine Fläche geht bei den oo'' projectiven Transformationen

(17) in höchstens oo^ Flächen über. Die Schar dieser Flächen ist

wieder, wie leicht analog dem Entsprechenden bei den Linienelementen

(S. 328) zu beweisen ist, invariant gegenüber allen oc^ Transforma-

d'mchen tionen (17). Wir bezeichnen diese Flächen als Flächen gleicher Gattung.

Insbesondere kann es vorkommen, dass eine Fläche bei den oo^ Trans-

formationen (17) in nur oo^, ja sogar in nur oo^ Flächen übergeht.

Hierzu gehören insbesondere die Flächen:

(24) x^y^zv^Q («, /3, j/, ^ = Const.).

Eine solche Fläche wird nämlich von der projectiven Transformation:

(17) x^ = kx,
«/i
= ^y, 01 = v0

in sich übergeführt, sobald

ist. Hierdurch werden A, /t, v an eine Bedingung gebunden. Jede

Fläche (24) gestattet also oo^ unserer projectiven Transformationen.

Zu ihrer Gattung gehören daher nur die oo''- Flächen, die durch die

Gleichung

X« yß zy = Const.

bei festen cc, ß, y dargestellt werden. Insbesondere gestattet die Fläche
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(24) diejenigen in der Gruppe (17) enthaltenen infinitesimalen Trans-

formationen

dx^Axdt, dy = Bydt, dz=Cz8t,
bei denen

aA-\- ßB-^yC=0
ist. Diese oo^ infinitesimalen projectiven Transformationen sind aus

den beiden von einander unabhängigen:

8x = {ß — y)xdt, öij = {y — a)y dt, dz={a — ß)0 dt

und

dx = ßy{ß--y)xdt, 8y = ya{y — a)ydt, 8z = aß{u — ß) z dt

linear ableitbar (vgl. S. 123).

§ 4. Einige Transformationen der Monge'schen Gleichung eines

tetraedralen Complexes in sich*).

Liesrt eine Monffe'sche Gleichung vor: Neue ver-
o ö ^ änderl. in

(25) 9.{x, y, ^; dx, dy, dz) = ^Z^^T
und führt man in sie neue Veränderliche J, ^, S

vermöge einer Trans-

formation

(2Q) i^^ix,y,z), \) = ^{x.,y,z), i
= ^{x,y,z)

ein, so ergiebt sich eine neue Monge'sche Gleichung

(27) 2ö(£,^,5; di,d\),di) = 0.

Diese analytische Operation kann man in zivei Weisen deuten:

Zunächst kann man der Transformation (26) die Auffassung zu Krste

Grunde legen, dass die Punkte (x, y, z) durch die Gleichungen (20)

auf ein neues, im allgemeinen krummliniges Coordinatensystem 5, l), 5

im Räume bezogen werden. Alsdann ist die neue Monge'sche Gleichung

(27) nur eine andere analytische Form der ursprünglichen Gleichung

(25), indem die Coordinaten x, y, z, dx : dy : dz der Linienelemente

des Raumes [x, y, z) durch die Coordinaten 5, t), 5, d^ : di) : d^ desselben

Linienelementes, aber bezogen auf ein allgemeines krummliniges Coordi-

natensystem im Räume, ersetzt worden sind. Bei dieser Auffassung ist

es evident, dass die Linienelemente einer Curve, sobald sie die Gleichung

ü = erfüllen, auch die transformierte Gleichung 2Ö = erfüllen,

da ja beide Gleichungen dieselbe Schar von Linienelementen be-

stimmen.

*) Alle Entwickelungen dieses Paragraphen, die vor 1870 noch nicht bekannt
waren (vgl. die geschichtliche Übersicht in § 2) rühren von Lie her; vgl. ins-

besondere Göttinger Nachrichten Jan. 1870, Math. Annalen 5. Bd. (1872) sowie
Archiv for Math, og Naturv., Christiania, 4. Bd. (1879).
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Die zweite Auffassung unserer analytischen Operation besteht darin,

dass wir J, t), g als rechtwinklige Punktcoordinaten in einem neuen

Räume deuten, sodass jeder Punkt {x, y, z) des ursprünglichen Raumes

vermöge der Transformation (26) in einen Punkt (5, t), §) des neuen

Raumes abgebildet wird. Hierbei wird auch jedes Linienelement ,

{x, y, z, dx : dy : dz) des ursprünglichen Raumes als ein Linienelement I

(?7 ^j §7 d^: d'^ : d^) des neuen Raumes abgebildet und zwar vermöge

des Gleichungensystems, das aus den drei Gleichungen (26) und den

drei folgenden Gleichungen:

(28) *
'^^ = 3e. rf^ + 3e, dy + ^.dz, f7t) = % dx + % dy + % dz,

l di = ^,dx-\-^ydy + ^,dz

gebildet wird. Dabei gehen die Linienelemente, die einen bestimmten

Punkt (x, y, z) gemein haben, in diejenigen Linienelemente des neuen

Raumes über, die den zugeordneten Punkt (j;, Q, 5)
gemein haben. Da

die Gleichungen (28) linear und homogen in den Grössen dx^ dy, dz

und fZj, rft), dl sind, so erhellt, dass den 00' durch den Punkt {x, y, z)

gehenden Linienelementen des alten Raumes die 00^ durch den Punkt

(j, t), i) gehenden Linienelemente des neuen Raumes projectiv zugeordnet

werden. Insbesondere geht also jeder Kegel von Linienelementen des

Raumes (x, y, z) in einen Kegel von Linienelementen des Raumes

(j, i), g) in der Weise über, dass beide Kegel von gleicher Ord-

nung sind.

Diejenigen oü* Linienelemente, die der Monge'schen Gleichung (25)

genügen, werden in die 00^ Linienelemente des neuen Raumes ver-

wandelt, die der Monge'schen Gleichung (27) genügen. Die Elementar-

kegel der ersteren Gleichung gehen in Elementarkegel der letzteren

über. Sind die Elementarkegel der Monge'schen Gleichung (25) algebraisch

von w'*'' Ordnung, so gilt dasselbe von den ElementarJcegeln der neuen

Monge'schen Gleichung (27). Es bedarf keiner grösseren Auseinander-

setzung, dass die Linienelemente einer Curve im Räume (x, y, z) in

solche Linienelemente übergeführt werden, die im neuen Räume (j, \), §)

ebenfalls einer Curve angehören, d. h. dass jede Integralcurve der

Monge'schen Gleichung (25) vermöge der Transformation (26) in eine

Integralcurve der Monge'schen Gleichung (21) verwandelt wird. Es be-

ruht dies darauf, dass Linienelemente vereinigter Lage vermöge der

Transformation (26), (28) wieder in solche vereinigter Lage über-

gehen. Es kann aber auch dadurch begründet werden, dass unsere

analytisclte Operation in der früher angegebenen ersten Weise begrifflich

aufgefasst wird, wodurch alles selbstverständlich wird.

Insbesondere kann es eintreten, dass die neue Monge'sche Gleichung
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(27) in ijt), ^, dl : dt) : d^ genau dieselbe Form hat wie die alte in

X, y, 0, dx :dy: dz oder wenigstens auf diese Form gebracht werden

kann, dass also mit anderen Worten die neue Monge'sche Gleichung

(27) im Räume (j, \), 5) dieselben Linienelemente bestimmt wie die

alte Monge'sche Gleichung (25) im Räume (x, y, z). Alsdann wird es

naturgemäss sein, die beiden Räume, die wir bisher absichtlich ge-

trennt gehalten haben, auf dasselbe rechtwinklige Coordinatensystem

zu beziehen. In diesem Falle wird die Transformation (26), (28) alle

Linienelemente der Monge'schen Gleichung (25) unter einander trans-

formieren und daher jede Integralcurve dieser Gleichung in eine eben-

solche überführen. Wir sagen daher in diesem Falle, dass die Monge-

sche Gleichung (25) durch die Punkttransformation (26) in sich über-

geführt wird oder bei der Transformation invariant Ueibt oder auch,

dass diese Gleichung die Punkttransformation gestattet.

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nun die Monge'sche

Gleichung eines tetraedralen Complexes

(29) {b ~ c)x dy dz -{- {c — a) y dzdx -\- (a— b) zdxdy =
in diesem und dem nächsten Paragraphen einigen besonders wichtigen

Punkttransformationen unterwerfen. Wir haben schon im ersten Para-

graphen (S. 316) erkannt, dass die Gleichung (29) die oc^ projectiven

Transformationen

j; = xx, i) = ^y, ä = ^^

gestattet, bei denen insbesondere jede Integral^ferö^e, nämlich jede

Gerade des tetraedralen Complexes, in eine ebensolche übergeht.

Wir werden nun noch andere PunJcttransformationen betrachten, Pkttrf.,

tvelche die Monge'sche Gleichung (29) invariant lassen*). Es ist dabei Monge^sche

zu beachten, dass eine solche Punkttransformation zwar jede Curve

des Complexes in eine ebensolche überführt, dass sie jedoch die Complex-

geraden im allgemeinen in krumme Curven des Complexes verwandeln

wird. Die neuen Veränderlichen wollen wir bis auf weiteres nicht

mit J, ^, 5 bezeichnen, wie wir es oben thaten, sondern mit x^^y^, z^,

um die andere Bezeichnung für einen besonderen Zweck im nächsten

Paragraphen zurückzubehalten. —
Die Punkttransformation

(30) x^ = x'% y^ = ij"% z^ = z"'

Gl. inv.

*) An dieser Stelle finden wir es nicht nötig, die allgemeinste Punkttrans-

formation anzugeben, die unsere Monge'sche Gleichung (29) invariant lässt. Im-

plicite wird ihre Bestimmung später dadurch geleistet, dass unsere Monge'sche

Gleichung auf eine Form gebracht wird, für welche die Bestimmung sofort ge-

leistet werden kann. [Vgl. § 1 des 11. Kap.]

Lie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 22 [15. XI 1895.]
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lässt die Monge'sche Gleichung (29) invariant. In der That folgt dies

sofort daraus, dass die Monge'sche Gleichung (29) auch in der schon

benvitzten Form geschrieben werden kann:

/cr\'\ /7 \ dy dz . ^ -. dz dx . , .^ dx dy ^
(29 ) {b - c)-^-^+{c- a) ^^ - + {a-h) ~^ =

dass nach (30)
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einanderfolge von Si und T dasselbe liefert wie die Aufeinanderfolge

von T und S/.

Bezeichnen wir die zu T inverse Transformation

1 1 i_

mit T-% so giebt die Multiplication der symbolischen Gleichung (33)

mit T-^ als erstem Factor sofort:

und diese Formel ist mit der Formel (33) gleichwertig*).

Wir wenden das Ergebnis in dieser Weise an: Es sei c irgend

eine Curve im Räume. Dann giebt es, wie wir wissen (vgl. S. 331),

höchstens oo^ Curven, die mit c die Gattung gemein haben. Diese

Curven gehen durch Ausführung der Transformationen Si auf c hervor,

können also symbolisch durch

(6-)Ä„ (.)5,...

dargestellt werden. Diese Curven gehen ferner vermöge T über in die

Curven

oder nach (33) in die Curven

(c)TS,', (c)TS,\.. .

Letztere Curven aber können auch so erhalten werden: Zuerst führen

wir auf die Curve c die Transformation T aus, wodurch sie in die

Curve (c) T verwandelt wird. Alsdann wird diese Curve (c) T ver-

möge der Transformationen /S/, S^' . . . in die soeben erhaltenen un-

endlich vielen Curven verwandelt. Da die Transformationen S^', S^' ..•

der Gruppe (32) angehören, so haben mithin alle erhaltenen Curven

dieselbe Gattung wie die Curve (c) T. Aber diese Curve hat wohl-

bemerkt im allgemeinen eine andere Gattung als die Curve c. Es hat

sich somit ergeben, dass die PunkUransformation

(30) x, = x^% yi = y"', h = ^"'

alle Curven gleicher Gattung in solche Curven überführt, die ebenfalls

gleiche Gattung, aber im allgemeinen eine andere Gattung als die ursprüng-

lichen Curven haben.

Durch diese Betrachtung ist zugleich bewiesen, dass dasselbe Er- '^"«"»si-

gebnis auch für die Transformationen 8/ T, d. h. für die Transfor-Mo'>ge'8cheu
°

_

'

Gl in sich.

mationen

(34) x^ = lx''% y^ = fii/'«, z^^vB'"

*) In der Sprache der Gruppentheorie sagt die letzte Fonnel aus, dass die

dreigliedrige Gruppe (32) vermöge der Transformation T in sich übergeht, also

invariant bleibt.

22*
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gilt, in denen k, ^, v von Null verschiedene Constanten bedeuten.

Zugleich erhellt aus dem Früheren (S. 338), dass sie jedes Linien-

element in ein Linienelement derselben Gattung verwandeln, sowie dass

sie jede Monge'sche Gleichung (29) invariant lassen. Es folgt dies

unmittelbar daraus, dass dieselben Sätze für die Si und für T gelten.

Wir wollen die Transformation (34) direct auf eine Curve eines

tetraedralen Complexes ausüben. Nach Formel (13) des § 3 (S. 327)

lauten die Gleichungen einer solchen Curve im Allgemeinen:

log.^/^V*- iog.=/i34., iog.=/^', dt.

und die Function Fif) ist charakteristisch für ihre Gattung (nach

S. 381). Vermöge der Transformation (34) verwandelt sich die vor-

gelegte Curve in die folgende Curve des Complexes:

log z =j '|-^ dt + log V.

Die additiven Constanten können fortgelassen werden wegen der auf-

tretenden Integralzeichen, und die Gattung der erhaltenen Curve wird

folglich durch mF(f) charakterisiert.

Wir fassen die Ergebnisse zusammen in dem

Satz 3: Die Punkttransformation

lässt eine jede unter den oo^ Monge'schen Gleichungen

{b — c) X dy dz -\- {c — a) y dz dx -\- (a — h) z dx dy =
einzeln invariant. Sie führt ferner jedes Linienelement in ein Linien-

element derselben Gattung und andererseits alle Curven einer Gattung

in Curven einer gewissen anderen Gattung über. Insbesondere verwandelt

sie die Gattung F(f) einer Integrdlcurve einer jener Monge'sehen Gleichungen

in die Gattung m F{t) *).

Die Transformation (34) führt jede Fläche in eine neue Fläche

über. Insbesondere geht die Ebene e:

(35) Äx, + By,-\-Cz,-\-B =

*) Die einzigen Curven, deren Gattung bei allen Punkttransformationen
von dgr Form (34) ungeändert bleibt, sind, wie man leicht sieht, die Curven

x'' -.y!^ :z^ = A: B : C,

die in § 3 mehrfach auftraten.
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hervor, wenn die Transformation (34) auf die Fläche

(36) lÄx^"' + ^iBr' + vCs"' -\- n = o

ausgeführt wird. Es ist dies eine Fläche, die delaGournerie als '^^«^t^a^drai-

tetraedral-symmetrische Fläche bezeichnet hat. Die Schnittcurve zweier^i u.curven.

solcher Flächen heisst eine tetraedral - symmetrische Curve (vgl. § 3,

S. 333). Sie geht vermöge der Transformation (34) in eine Gerade über.

In jeder Ebene e liegen aber oo^ Geraden des tetraedralen Complexes,

und sie umhüllen einen gewissen Kegelschnitt Je (vgl. S. 319, Fig. 66).

Diesen Geraden entsprechen vermöge der durch die Transformation

(34) vermittelten Abbildung wieder Curven des tetraedralen Com-

plexes. Wir erhalten folglich auf der Fläche (36) oc^ tetraedral-

symmetrische Curven, deren Tangenten dem tetraedralen Complex

angehören.

Bei der Transformation (34) geht der soeben erwähnte Kegel-

schnitt k, der ja auch eine Curve des Complexes ist, aus einer Curve

des Complexes hervor, die auf der tetraedral-symmetrischen Fläche

liegt. Da jeder Elementarkegel durch die Transformation (34) wieder

in einen Elementarkegel verwandelt wird, und da die Ebene e längs

des Kegelschnittes h von den zugehörigen Elementarkegeln nach den

Tangenten berührt wird (vgl. S. 320), so folgt, dass die tetraedral-

symmetrische Fläche längs der Curve, aus der der Kegelschnitt Je ver-

möge der Transformation (34) hervorgeht, von den zugehörigen Complex-

kegeln berührt wird. Nach Satz 21 des § 5, 7. Kap., S. 303, sind somit

die Tangentenebenen der tetraedral -symmetrischen Fläche längs der

besprochenen Curve die Schmiegungsebenen dieser Curve. Also ist

diese Curve eine Haupttangentencurve der tetraedral - symmetrischen
^^^^"f"

Fläche. *'^^'=^''-

Somit kennen wir eine Haupttangentencurve der tetraedral-sym-

metrischen Fläche (36). Aber factisch kennen wir alle. Denn es giebt

ja oo^ tetraedrale Complexe zu demselben Tetraeder, und die Transfor-

mation (34), welche die tetraedral -symmetrische Fläche (36) in die

Ebene (35) verwandelt, lässt die Monge'sche Gleichung eines jeden der

oo^ Complexe invariant. Jeder Complex bestimmt nun in der Ebene e

einen Kegelschnitt, und alle diese oo^ Kegelschnitte berühren vier feste

Geraden, sodass durch jeden Punkt der Ebene e zwei der Kegelschnitte

hindurchgehen (vgl. Fig. 67, S. 320). Alle diese oo^ Kegelschnitte gehen

also vermöge der Transformation (34) aus den cx)^ Haupttangenten-

curven der Fläche (36) hervor, und diese Curven überdecken die Fläche

doppelt. Wir kennen also alle Haupttangentencurven der Fläche.

Daher kommt



342 Kap. 8. Zur Transformationstheorie der tetraedralen Complexe.

Satz 4: Vermöge der PiiiikUransformation

tvird die tetraedral-symmetrische Fläche

XÄx'" + fiBy' + V Cz"' + D =
punktweis so auf die Ebene

Äx, -\-By, + C2,-{-I) =
abgebildet, dass die HaupUangentencurven der tetraedral -symmetrischen

Fläche in diejenigen oc^ Kegelschnitte der Ebene übergehen, die gewisse

vier feste Geraden berühren. Jede Haupttangentencurve ivird von oo^

auf der Fläche gelegenen tetraedral -symmetrischen Curven derselben

Gattung umhüllt*).

invoiut.Trf. Diesc Transformation (34) ist insbesondere dann involutorisch , d. h.

mit ihrer inversen identisch (vgl. S. 7), wenn m == — 1 ist. Wir

gelangen somit zu oc^ involutorischen Punkttransformationen:

(37) ^i = s' y^=y' '' = h
welche die Monge'sche Gleichung (29) invariant lassen. Erwähnt sei, dass

die Transformationen (37) für alle Punkte des Raumes mit Ausnahme

der Punkte der Tetraederebenen regulär und eindeutig sind. Die Punkte

der Tetraederebene x == z. B. gehen in die gegenüberliegende (im

Coordinatensystem unendlich ferne) Tetraederecke über. So werden

überhaupt alle Punkte einer Tetraederebene in die gegenüberliegende

Tetraederecke übergeführt, während umgekehrt jede Ecke in alle Punkte

der Gegenebene und jede Kante des Tetraeders in die Gegenkante

übergeht.

Wir wollen die oo^ involutorischen Transformationen (37) mit

Jy, J2 • • • bezeichnen. Dann wissen wir, dass sie aus den projectiven

Transformationen S^, S^ . . • sowie aus der einen bestimmten involuto-

rischen Transformation

:

111
die etwa mit I bezeichnet werde, dadurch hervorgehen, dass man
nach den 8^,8^... die Transformation I ausübt (nach S. 338):

t/j == Oj I, e/9 == /Sg i, . . . .

*) Dieser allgemeine Satz wurde von Lie in den oben citierten Abhandlungen
abgeleitet. Schon früher hatte Gor d an die Haupttangentencurven auf der

Steiner'sehen Fläche vierter Ordnung, die bei der speciellen Annahme m = - her-

vorgeht {y^. S. 355), bestimmt. Siehe Crelle's Journal 69. Bd. (1867), S. 11.
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Da die oo^ projectiven Transformationen S^, S^ ... die Gattung von

Curven ungeändert lassen, während I eine einzige ganz bestimmte

Transformation ist, so folgt, dass alle oo^ involutorischen Transfor-

mationen J^, J^ . . . alle Curven einer gegebenen Gattung in lauter

Curven einer (im allgemeinen anderen) gemeinsamen Gattung ver-

wandeln. Betrachten wir also z. B. eine Gattung von Curven, die aus

oo^ verschiedenen Curven besteht, so ergiebt sich, dass diese oo^ Curven

durch die oo^ Transformationen (37) nicht etwa, wie man zunächst

vermuten könnte, in oo^ verschiedene Curven übergeführt werden,

sondern wieder in nur oo^ Curven einer Gattung.

Ferner bemerken wir, dass es unter den involutorischen Transfor-

mationen J^, Jg . . . stets eine giebt, die einen bestimmt gewählten Punkt p
in einen anderen bestimmt gewählten Punkt q überführt, vorausgesetzt,

dass die Punkte nicht auf Tetraederebenen liegen, analytisch aus-

gedrückt, dass ihre Coordinaten sämtlich endlich und von Null ver-

schieden sind. Da diese Transformation involutorisch ist, so wird sie

zugleich den Punkt q in den Punkt p überführen, also die heiden

Punkte p und q mit einander vertauschen.

Also haben wir, wenn wir einige der in Satz 3 ausgesprochenen

Ergebnisse mit den jetzigen zusammenstellen, den

Satz 5: Die oo^ involutorischen Punkttransformationen

X u, V

lassen jede unter den oo^ Monge'schen Gleichungen

{h — c)x dy dz -\- (c — d) ydzdx-\- (a — b)z dx dy =
einzeln invariant. Sie führen jedes Linienelement in ein Linienelement

derselben Gattung über. Alle oo^ Transformationen geben ausgeführt

auf die cx)^ (bez. cx;^) Curven einer Gattung zusammen ivieder nur oo^

(bez. oü^) Curven einer Gattung, die im allgemeinen von der ursprüng-

lichen verschieden ist. Eine Integralcurve der obigen Monge'schen Gleichung

von der Gattung F(ß) führen sie in eine Integralcurve derselben Gleichung

und mit der Gattung — F(t) über. Ferner giebt es unter diesen in-

volutorischen Transformationen stets eine bestimmte, die ztvei beliebig aus-

gewählte, aber nicht auf Tetraederebenen gelegene Punkte mit einander

vertauscht.

Nunmehr wenden wir diese Eigenschaften der involutorischen

Transformationen (37) an:

Insbesondere werden diese Transformationen die oo^ Geraden a f^^übung
•y d. iDvolut.

eines der tetraedralen Complexe in gewisse oo^ Curven y gemeinsamer
^e^^je^*^
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Gattung in demselben Complexe verwandeln. Da die Transformationen

(37) involutorisch sind, so folgt, dass sie andererseits die oo^ Curven y

in die oc^ Complexgeraden g verwandeln.

Betrachten wir nun eine Gerade g des Complexes und zwei Punkte

p^ q auf ihr. Nach unserem Satze giebt es eine Transformation (37),

die p mit q vertauscht. Sie wird andererseits g in eine Complex-

curve y verwandeln, und diese Curve y muss daher auch durch p und q

gehen. Umgekehrt wählen wir irgend eine der Curven y aus und auf

ihr zwei Punkte p, q. Es giebt eine involutorische Transformation,

die p mit q vertauscht. Wir wissen aber, dass sie y in eine Complex-

gerade g transformiert. Also geht diese Gerade g durch p und q.

Es hat sich demnach ergeben:

Satz 6: In einem tetraedralen Complex giebt es eine Gattung von

oo^ Curven y des Complexes, die zu den <x>^ Geraden g des Complexes

in folgenden Beziehungen stehen:

Durch zwei Funkte p, q einer

Geraden g, die nicht in Tetraeder-

ebenen liegen, geht stets eine Curve y.

Durch zivei Punkte p, q einer

Curve y, die nicht in Tetraeder-

ebenen liegen, geht stets eine Complex-

gerade g.

Alle Secanten einer Complexcurve y gehören daher

demselben tetraedralen Complex an -wie y.

Durch einen Punkt p gehen oc^ Complex-

geraden g, die den Complexkegel des Punktes p
bilden. Auf der anderen Seite gehen durch den

Punkt auch oc^ Complexcurven y, die also eine

Fläche erzeugen. Da nach unserem Satze zwei

Punkte, sobald sie auf einer Complexgeraden g
liegen, auch auf einer Complexcurve y gelegen

sind, so folgt, dass die Fläche der y mit der

Fläche der g, also mit dem Complexkegel identisch

ist. Dieser enthält mithin ausser den oc^ Complex-

geraden g noch oo^ Complexcurven y. Sonstige

Complexcurven enthält er nicht, da eine Fläche

von Curven des tetraedralen Complexes nur doppelt

überdeckt wird (vgl. S. 251).

Haben zwei Complexkegel, deren Spitzen die

Punkte 2? und q seien (siehe Fig. 68), eine Complex-

gerade g gemein, so haben sie auch die Complex-

curve y durch p und q gemein. Da ihr gesamtes

Schnittgebilde vom vierten Grade ist, denn die Kegel sind vom zweiten,
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und da die Gerade pq dem Schnittgebilde angehört, so folgt, dass

letzteres in eine Gerade und eine Curve dritten Grades zerfällt. Diese

Curve kann nicht weiter zerfallen, da sonst beide Kegel mehr als eine

Gerade gemein hätten. Die Curve y durch p und q ist mithin ,vom

dritten Grade *). Sie geht durch die Ecken Ä,B,C,D des Tetraeders,

da beide Kegel die Ecken enthalten. Wir haben also gefunden:

Satz 7: Jeder tetraedrale Complex hat oo^ Curven dritten Grades

durch die Ecken des Tetraeders. Alle Secanten dieser Curven sind Geraden

des Complexes.

Ferner haben wir gesehen:

Satz 8: Jeder Kegel des tetraedralen Complexes enthält ausser oo^

Complexgeraden nur noch oc^ Curven des Complexes, nämlich Curven

dritten Grades, die durch alle vier Ecken des Tetraeders und durch die

Kegelspitze gehen. Zwei Complexkegel , die eine Complexgerade gemein

hahen, schneiden einander ausserdem noch in einer dieser Curven dritten

Grades.

Führen wir irgend eine der involutorischen Transformationen (37)

auf den Kegel aus, so geht seine Spitze in einen neuen Punkt über,

während seine Curven y in die oo^ Complexgeraden durch den neuen

Punkt übergehen. Der Kegel wird also wieder in einen Complexkegel

verwandelt. Daher:

Satz 9: Jede der oo^ involutorischen Transformationen ^d.^schrr^

- d. Compl-

führt jeden Kegel eines tetraedralen Complexes, dessen Tetraeder aus den

Ebenen x == 0, y = 0, z == und der unendlich fernen Ebene besteht,

in einen Kegel desselben Complexes über, indem sie die Geraden bes.

Complexcurven dritten Grades des ersteren in die Complexcurven dritten

Grades bez. Geraden des letzteren verwandelt**).

Wir fragen uns nun, ob es sonst noch Curven dritten Grades Beliebige

. . .
Curve

durch die Tetraederecken ffiebt, die einem tetraedralen Complex an- 3. Grades
°. ' ^

. dreh, die

gehören. Offenbar müsste jede solche Curve doppelt gekrümmt sein. Ecken.

*) Dass die Curven y vom dritten Grade sind, kann analytisch leicht veri-

ficiert werden : Die Complexgeraden haben die Gattung i^ :7^ 1 , nach Satz 5

haben mithin die Curven y die Gattung ¥ ^^ — 1 und sind deshalb Curven
dritten Grades. (Vgl. § 3, S. 332.)

**) In der vorhergehenden Betrachtung machten wir eine specielle Anwendung
von einem zwar einfachen, aber oft nützlichen atlgemeinen Principe: Liegt irgend
eine involutorische Transformation vor und stehen dabei zwei einander ent-

sprechende Gebilde (hier zwei Punkte) in einer gewissen Beziehung, so stehen sie

auch in der reciproken Beziehung.
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Wir wollen also annehmen, es liege eine beliebige doppelt gekrümmte

Curve von dritter Ordnung vor. Auf ihr wählen wir vier beliebige

Punkte A, B, C, D und betrachten sie als die Ecken eines Tetraeders.

Wenn wir nunmehr von einem Punkt p auf der Curve alle Secanten

der Curve ziehen, so erhalten wir oo^ Geraden durch p, die bekanntlich

einen Kegel zweiten Grades bilden. Insbesondere geht der Kegel durch

die Tetraederecken A, B, C, D. Wir wissen andererseits, dass die oo^

tetraedralen Complexe, die zu dem ausgewählten Tetraeder gehören,

im Punkte p oo^ Kegel zweiten Grades bestimmen und zwar alle, die

durch die Ecken des Tetraeders gehen. Es giebt somit sicher einen

tetraedralen Complex, der den erwähnten Secantenkegel von, x> ^us

zum Complexkegel hat.

Ist q ein anderer Punkt der Curve, so sehen wir analog, dass alle

von q ausgehenden Secanten der Curve Geraden eines tetraedralen

Complexes sind. Die von p ausgehenden Secanten schneiden also das

Tetraeder in einem gewissen Doppelverhältnis und die von q aus-

gehenden Secanten ebenfalls. Aber die Gerade pq gehört zu beiden

Secantenscharen. Mithin ist bei beiden das Doppelverhältnis dasselbe.

Die von p und q ausgehenden Secanten gehören somit sämtlich dem-

selben tetraedralen Complex an.

Unser Ergebnis ist also dies:

Satz 10: Die Secanten einer doppelt gehrümmten Curve dritten

Grades schneiden sämtlich ein Tetraeder, dessen EcJcen heliebig auf der

Curve geivählt sind, in demselben Doppelverhältnis.

Das Doppelverhältnis wird aber bei verschiedener Wahl des Tetraeders

ein verschiedenes sein.

Da der Satz insbesondere für die Tangenten der Curve gilt, so

ist die Curve folglich eine Curve eines gewissen tetraedralen Complexes.

Daher:

Satz 11: Eine doppelt gekrümmte Curve dritten Grades ist stets

Curve eines gewissen tetraedralen Complexes, dessen Tetraeder von vier

heliebig gewählten Punkten der Curve gebildet tvird.

Nebenbei sei bemerkt, dass wir durch unsere Überlegungen leicht

zu dem bekannten Ergebnis gelangen, dass durch sechs Punkte stets eine

und nur eine doppelt gekrümmte Curve dritter Ordnung hindurchgeht, voraus-

gesetzt, dass vier der Punkte, A, B, C, D, ein wirkliches Tetraeder

bilden und die beiden anderen Punkte, p, q, nicht in den Ebenen des

Tetraeders liegen. Denn dann ist das DoppelVerhältnis aller Secanten

der Curve mit dem Tetraeder bestimmt durch das der Secante pq.

Daher sind die Secantenkegel von p und q auch bekannt und mithin

auch die Curve dritten Grades als ihr teilweiser Durchschnitt.
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Es ist vielleicht nützlich^ auch durch Ausrechnung zu verificieren,^^°ß*J^^\^j^

dass die oo^ involutorischen Transformationen (37) alle <X)^ Geraden

des tetraedralen Complexes in oc^ Curven dritten Grades durch die

Ecken des Tetraeders verwandeln. Jede Gerade wird von den Flächen

dritter Ordnung von der Form

i: _|_ _^ + '^' + D =

in drei Punkten getroffen. Vermöge einer involutorischen Transfor-

mation (37) geht diese Fläche in eine Ebene

^ ^1 + ^- y,-^^~z,-{-B =

über. Da die Transformation für Punkte, die nicht in den Tetraeder-

ebenen liegen, eindeutig ist, so folgt, dass die Curve, die aus der

Geraden vermöge der Transformation hervorgeht, von jeder Ebene in

drei Punkten geschnitten wird, also eine Curve dritten Grades ist.

Wir wissen ferner, dass alle die oo^ Geraden

(38) X = rz -\- Q, y = sz -\- 6,

für die

(39) ^H"
ist, einem bestimmten tetraedralen Complex angehören. (Siehe § 1,

S. 815.) Vermöge der oc'^ Transformationen

(3^) -. = |. ^/.-f- ^. =
'

gehen sie über in die Curven dritter Ordnung:

(40) ^ =-^-A^L_
y

II z^

aZi + SV

In diesen Gleichungen treten nun y, ^
,

'^-, *- als willkürliche Con-

stanten auf. Da aber nach (39) zwischen ihnen die Relation besteht:

Q SV c rv
- - . — — j( . — . —
X [L ft X ^

so stellen die Gleichungen (40) in der That nur oo^ Curven dritten

Grades dar. —

Im Vorhergehenden richteten wir unser Augenmerk auf Complex-

kegel, also auf gewisse Flächen zweiten Grades, die durch die Tetraeder-

ecken gehen. Von jetzt ab wollen wir eine beliebige Fläche zweiten nächo

Grades ^ betrachten, welche die Ecken A, B, C, D des Te^raec^ers die Ecken.'
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i'ig. 69.

enthält. Dabei setzen wir voraus, dass die Fläche keine Kegelfläche

sei und nicht zerfalle.

Auf der Fläche % wählen wir einen Punkt p beliebig unter der

Voraussetzung, dass die durch ihn gehenden beiden geradlinigen Er-

zeugenden g^g' der Fläche keine der Tetrader-

ecken A, B, C, D enthalten. (Siehe Fig. 69.)

Der Punkt p ist dann die Spitze eines und

nur eines Kegels zweiten Grades, der die

Gerade g und die Geraden nach den Tetraeder-

ecken enthält. Dieser Kegel schneidet die

Fläche |5 i^ einem Gebilde vierten Grades.

Weil die Gerade g dazu gehört, so wird das

Schnittgebilde ausserdem aus einer Curve y vom

dritten Grade bestehen, die durch die Tetraeder-

ecken und durch p geht sowie die Gerade g
noch einmal trifft. Die Curve y zerfällt nicht,

da sonst durch p eine Gerade gehen müsste,

die auf der Fläche ^ liegt und eine der

Tetraederecken enthält, was durch unsere

Voraussetzung ausgeschlossen wurde.

Nach Satz 10 schneiden alle Secanten

der Curve y das Tetraeder in einem constantem Doppelverhältnis z/.

Insbesondere gehört die Gerade g zu diesen Secanten.

Wählen wir nun auf der Curve y irgend einen Punkt q, so wird

der Secantenkegel, dessen Spitze in q liegt und der bekanntlich vom

zweiten Grade ist, die Fläche ^ in der Curve dritten Grades y und

also ausserdem noch in einer Geraden schneiden. Durch jeden Punkt q

der Curve y geht somit eine Erzeugende der Fläche, die das Doppel-

verhältniss z/ mit dem Tetraeder bestimmt. Daraus schliessen wir,

dass die Erzeugenden der einen Schar g, g^, g.2 • • • einer Fläche zweiten

Grades ein der Fläche eingeschriebenes Tetraeder A, B, C, D in einem

Constanten Doppelverhältnis z/ schneiden. Dasselbe gilt natürlich von

den Erzeugenden g', g^, g^ . . . der anderen Schar. Für diese wird

das DoppelVerhältnis auch einen gewissen constanten Wert z/' haben.

Wir haben mithin erkannt:

Satz 12: Die Erzeugenden der einen Schar sowie die der anderen

Schar auf einer Fläche zweiten Grades schneiden ein beliebiges Tetraeder,

sobald dessen EcJcen auf der Fläche liegen, in je einem constanten Boppel-

verhältnis.

Die Betrachtung, die wir oben für einen Punkt p der Geraden g
anstellten, lässt sich für jeden Punkt p von g wiederholen. Die Fläche '^
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enthält demnach oo^ Curven dritten Grades y, Yi, ^2 • • • durch die

Tetraederecken ^ und diese Curven liegen so, dass ihre sämtlichen Se-

canten, zu denen die Geraden g,gi,g2 gehören, das Tetraeder in "^^ ^^

dem Doppelverhältnis z/ schneiden. Ebenso enthält die Fläche % noch

oü^ Curven dritten Grades, y', y^, y^ • durch die Tetraederecken, und

die Secanten dieser Curven, zu denen g',g^,g2 • • gehören, schneiden

das Tetraeder in dem Doppelverhältnis z/'. Nach Satz 11 gehören die

Geraden g, g^, g^ und die Curven y, y^, y-j. einem bestimmten

tetraedralen Complex an, ebenso die Geraden g'
, g^, g^ • iind die

Curven y\ y^, y^ • • einem anderen.

Da eine Fläche zweiten Grades durch neun ihrer Punkte be-

stimmt ist, so giebt es oo'' Flächen %, welche die Ecken A, B, C, I)

des gegebenen Tetraeders enthalten. Nach Satz 12 bestimmen die

Erzeugenden der einen Schar einer derartigen Fläche ein constantes

Doppelverhältnis z/ und die der anderen ein constantes Doppelver-

hältnis z/' mit dem Tetraeder. Wenn wir J und z/' geben, so sind

dies also zwei Bedingungen, sodass es gerade oo^ Flächen zweiten

Grades von der verlangten Art giebt. Wir können dies auch so aus-

drücken: Es giebt gerade oo^ Flächen zweiten Grades, auf denen die

Ecken des gegebenen Tetraeders liegen und deren Erzeugende jeder

Schar je einem bestimmt gewählten tetraedralen Complex angehören.

Da eine Fläche von den Curven eines tetraedralen Complexes

immer nur doppelt überdeckt wird (vgl. S. 251), so ist es sicher, dass

auf einer Fläche ^ ausser den Geraden g, g^, g^ • • • ^^^ Curven

y, yi,y.2^' • keine Curven des einen tetraedralen Complexes liegen, und

Analoges gilt von den Geraden g\ g^, g^ - und Curven y\ y^', y^ • •

bezüglich des zweiten Complexes.

Unterwerfen wir eine unter den oo^ Flächen % einer der oo-'^ in- luvoi. Trf.

ausgef.

volutorischen Transformationen auf die

Flächen

/Q7\ l \l V 2. Gr.

Wie wir wissen (vgl. S. 344), gehen bei ihr die Curven dritten Grades

y? /ij J'a • • -7 di® j^ durch die Ecken des Tedraeders laufen und einem

bestimmten tetraedralen Complex angehören, in oo^ Geraden, f/,gi,g2,---

dieses Complexes über. Analoges gilt von den Curven y', y^, 72 • •

Vermöge der Transformation (37) geht somit die Fläche ^ in eine

Fläche |5 über, die zwei Geradenscharen enthält, deren eine, V,y^,g2---,

dem einen, deren andere, ^', gx,g2 • • •, dem anderen tetraedralen

Complex angehört, d. h. in eine Fläche zweiten Grades, die auch zu

jenen oo'' Flächen ^ gehört, denn dass sie die Ecken des Tetraeders
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enthält, folgt daraus, dass die Gerade g z. B, in eine Curve dritten

Grades durch die Ecken verwandelt wird. Wir haben daher gefunden:

Satz 13: Die Schar der oo^ FläcJi&n zweiten Grades, welche die

Ecken des Tetraeders enthalten und deren beide Geradenscharen ztvei

bestimmten tetraedralen Complexen angehören, bleibt bei den oo'-^ invo-

liitorischen Transformationen

l fA V

invariant.

Ferner gehen bei unserer Transformation die Geraden g,gx,g2---
und g',g^,g^ ... in Curven y, y^, y^ . . . und y', y^, y.^ . . . auf der

Fläche ^ über, sodass die Geraden g,gi,y^ . • . und Curven y,yi,y2---
die einzigen Curven sind, die der eine tetraedrale Complex auf der

Fläche ^ bestimmt. Andererseits hätten wir direct für die Fläche %
eben jene Betrachtung anstellen können, von der wir bei der Fläche

^ ausgingen. Wir sehen folglich, dass der letzte Satz noch dahin

ergänzt werden kann, dass die Geraden und Curven, die einer der

beiden Complexe auf einer Fläche ^ bestimmt, in die Curven und

Geraden übergeführt werden, die er auf der neuen Fläche 3" bestimmt.

Fernerhin wissen wir, dass alle Geraden eines tetraedralen Complexes

dieselbe Gattung haben (vgl. § 3, S. 331), sodass also die Geraden

fh 9i} 92 • • • ^on derselben Gattung sind. Da ausserdem Curven gleicher

Gattung vermöge einer involutorischen Transformation (37) nach Satz 5

stets wieder in Curven gleicher Gattung verwandelt werden , so schliessen

wir, dass die Curven y,yi,y2--- auf 3" gleiche Gattung haben. Ana-

loges gilt für die Curven y', 7^', y2 . • Also sehen wir:

Satz 14: Auf einer Fläche ziveiten Grades durch die Ecken des

Tetraeders gehören die Geraden der einen Schar sowie oo^ Curven dritten

Grades durch die Ecken einem tetraedralen Complexe an. Ebenso ge-

hören die Geraden der zweiten Schar sowie (x>^ Curven dritten Grades

durch die Ecken einem zweiten tetraedralen Complexe an. Jede dieser

vier Scharen von oo^ Linien auf der Fläche besteht aus Curven gleicher

Gattung.

Anaiyt. Um einige unserer Ergebnisse auch analytisch zu bestätigen und

zu vervollständigen, gehen wir davon aus, dass allgemein:

(41) Ayz + Bzx -\- Cxy -\- Lx + My -]- Nz =
die Gleichung einer Fläche zweiten Grades durch die Tetraederecken

ist. Sie geht vermöge der involutorischen Transformation (.'57) in die

Fläche
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(42) LXy^z^ + Miiz^x^ + Nvx^y^ + -^l^vXj^ + BvXy^ -\- 0X^0^ =
über, die wieder die allgemeine Form (41) hat. Hiermit ist verificiert,

dass die Schar aller oo^ Flächen zweiten Grades durch die Tetraeder-

ecken bei den involutorischen Transformationen (37) invariant bleibt.

Wie wir sahen, zerfällt die Schar in oo^ einzeln invariante Scharen

von je oü^ Flächen zweiten Grades. Da es auch oo^ Transformationen

(37) giebt, so kommt man auf die Vermutung, dass es unter ihnen

eine gebe, bei der eine bestimmt gewählte Fläche zweiten Grades

durch die Tetraederecken für sich invariant bleibt. Diese Vermutung

ist im allgemeinen richtig, denn nach Formel (42) bleibt die Fläche (41)

invariant, wenn

A _^ _ ^^ _ -I±^ — J^ _ ^
LI " M^ Nv ~ Afiv ~ Bvi ~ CXfi

oder also

_ MN __ NL _LM
^~BC' ^~~ CA' ^ ~~ AB

ist. Wäre eine der sechs Constanten A bis N gleich Null, so ent-

hielte die Fläche eine Tetraederkante. Hiervon ist also abzusehen.

Das letzte Ergebnis liefert mit Satz 14 zusammen das

Theorem 10: Liegt ein Tetraeder und eine Fläche zweiten oeaamt-

Grades vor, die durch die Ecken des Tetraeders geht, so ew^- bez. a. ei.

hält die Fläche vier Scharen von je cx)^ Curven von der Art,

dass die Curven jeder einseinen Schar durch projective Trans-

formationen, hei denen die Tetraederechen fest bleiben, in ein-

ander überführbar sind. Es sind dies die beiden Scharen von

Geraden sowie zwei Scharen von Curven dritten Grades durch

die Ecken des Tetraeders. Enthält die Fläche keine Tetraeder-

kante, so giebt es, wenn das Tetraeder als das Coordinaten-

tetraeder gewählt wird, eine involutorische Punkttransformation

X u, V
1 ^ 7 v»! y } 1 ^7

bei der die Fläche invariant bleibt und die beiden Geraden-
scharen mit den beiden Scharen von Curven dritten Grades
vertauscht werden *).

Betrachten wir nun die Fläche f, die aus einer Ebene e vermöge invoi. xrf.

einer involutorischen Transformation (37) hervorgeht. Wie wir schon auf Ebenen,

auf S. 847 erkannten, ist diese Fläche /" von dritter Ordnung.

*) Dies Theorem sowie eine grosse Anzahl weiterer Sätze, die in diesem
Bande nur zu geringem Teile Platz finden können, entwickelte Lie in einem
Vortrag in Kummer's Seminar zu Berlin im Wintersemester 1869— 70. Vgl.
ferner Verh. d. Ges. d. Wiss., Christiania 1861), S. 128.



352 Kap. 8. Zur Transformationstheoi'ie der tetraedralen Complexe.

Um ihre Classe zu bestimmen, betrachten wir zunächst überhaupt

alle Tangenten der Fläche f. Vermöge der Transformation (37) gehen

diese Tangenten aus den Curven dritten Grades hervor, die durch die

Ecken des Tetraeders gehen und die Ebene e berühren. Jede solche

Curve liegt aber, wie wir wissen, auf c»^ Complexkegeln. Diese Kegel

müssen also die Ebene e berühren. Liegt umgekehrt ein die Ebene e

berührender Complexkegel vor, so enthält er, wie wir sahen, oo^ Curven

dritten Grades durch die Ecken des Tetraeders, und augenscheinlich be-

rühren die Curven die Ebene e.

Wollen wir nun insbesondere alle die Tangenten der Fläche f
haben, die von einem gegebenen PimM dieser Fläche seihst ausgehen, so

müssen wir also alle Curven dritten Grades betrachten, welche die

Ebene e berühren und durch einen gegebenen Punkt p der Ebene gehen.

Jede solche Curve dritten Grades liegt auf einem Complexkegel, der

durch den gegebenen Punkt p läuft und die Ebene e nur berührt. Es

kommt also darauf an, die Complexkegel zu bestimmen, die einen ge-

gebenen Punkt p> der Ebene e zur Spitze haben und die Ebene berühren.

Wir haben aber früher (vgl. § 1, S. 320 sowie Fig. 67) gefunden, dass

die Ebene e nur von zwei Complexkegeln berührt wird, die p zum

Scheitel haben. Sie berühren die Ebene längs zweier Geraden durch den

Punkt p. Bei der Transformation (37) gehen diese Kegel nach Satz 9

in Complexkegel über, welche die Fläche f berühren und zwar längs

zweier Curven dritter Ordnung durch die Tetraederecken, die also auf

der Fläche f gelegen sind. Diese Betrachtung lehrt also, dass die von

einem Punkte der Fläche f ausgehenden Tangenten der Fläche zwei

Kegel zweiten Grades bilden, sodass mithin die Fläche dritter Ordnung

von der vierten Classe ist.

Analytisch wird die Fläche dritter Ordnung und vierter Classe

durch die Gleichung dargestellt, die aus der linearen Gleichung einer

Ebene vermöge einer Transformation (37) hervorgeht und demnach

die allgemeine Form hat:

A ^ ^ _j- -^^ + 7) = 0.

Diese Gleichung haben wir übrigens schon auf S. 347 aufgestellt.

Also besteht der längst bekannte

u. 4. ci.

vierter Classe

_^ + ^. _|-
'^'

4- D =

ausgehenden Tangenten der Fläche lüden givei Kegel zweiten Grades.



§ 4. Einige Transformat, der Monge'schen Glchg. eines tetr. Complexes in sich. 353

Die Folgerungen, die wir auf den letzten Seiten an einander

reihten, gründeten sich, wesentlich auf die Betrachtung der involu-

torischen Transformationen (37). Aber diese sind nur ein Special-

fall der Transformationen

die, wie wir sahen (vgl. Satz 3, S. 340), die Monge'sche Gleichung eines

jeden der oo^ tetraedralen Complexe invariant lassen. Wir wollen jetzt

den Specialfall w = 2 dieser Transformation, wenn auch nur flüchtig,

betrachten und dabei A = ft = v == 1 setzen.

Die quadratische Transformation T^iTsform.

(43) x^ = x^, y^ = y^, z^ = z'

führt jeden Punkt {x, y, s) in einen einzigen Punkt (x^, y^, z^ über,

während die inverse Transformation:

(44) x = yx,, y = yy,, z^Vz^
jeden Punkt (x^, y^, z^) in acht Punkte (x, y, z) überführt, entsprechend

den acht Combinationen der Vorzeichen der drei Quadratwurzeln.

Durch die Transformation (43) werden also zwei Räume {x, y, z) und

(x^,yi,z^), die wir uns in einander liegend vorstellen, einander punkt-

weis zugeordnet und zwar in einer ein-achtdeutigen Weise.

Eine Fläche ziveiten Grades, die das Tetraeder zum Polartetraeder
^'^l«^^-^*^^

hat, deren Gleichung also lautet:

Ix^ -f- my'^ -\- nz^ -\- r = 0,

geht vermöge der Transformation (43) in eine Ebene

Ix^ -j- my^ -\- nZi -\- r =
über. Da sich zwei solche Flächen in einer Raumcurve vierter Ordnung,

zwei Ebenen aber in einer Geraden schneiden, so folgt, dass die in-

verse Transformation (44) jede Gerade in eine Curve vierter Ordnung

verwandelt. Da je oo^ Geraden einem bestimmten tetraedralen Complex

angehören, so sehen wir also, dass oo'^ Curven vierter Ordnung als

Schnitte der oo^ F'lächen zweiten Grades, die das Tetraeder zum Polar-

tetraeder haben, in der Weise auftreten, dass je oo^ Curven dieser

Schar Curven eines bestimmten tetraedralen Complexes sind. Da jedem

Punkt (rr^, y^y z^ acht Punkte (x, y, z) entsprechen, so folgt aus dem

Satz, dass drei Ebenen einen Punkt gemein haben, sofort, dass drei

unter den oo^ Flächen zweiten Grades acht Punkte gemein haben.

Fassen wir nun eine Ebene des Raumes (x,y,z) in's Auge: Ausgef. auf

(45) Äx-^By-\-Cz-\-D = 0.

Ihr ist im Räume (x^^ y^, z^) die Fläche zugeordnet:

(46) Ä Yx, + BVy, -f- CYz, + 7) = 0.

l/ie, Geometrie der BeriihrungatrauHforniationen I. 23 [16. XI. 189,5.]
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Um die Ordnung der Fläche festzustellen^ haben wir die Anzahl ihrer

Schnittpunkte mit einer beliebigen Geraden zu bestimmen. Der Geraden

entspricht im Räume (x, y, s) eine Curve vierter Ordnung, welche die

Ebene (45) in vier Punkten trifft. Jedem dieser Punkte (x, y, z) ent-

spricht im Räume {x^, y^, z^) gerade ein Punkt, sodass die Fläche (46)

von der vierten Ordnung ist. Allerdings wäre zunächst noch denkbar,

dass einige der vier Punkte zusammenfallen, indem sich die Werte

der Coordinaten der vier Punkte {x, y, z) zum Teil nur im Vorzeichen

unterscheiden. Aber dies trifft offenbar nicht zu, wenn die Ebene (45)

allgemeine Lage hat. Dass die Fläche (46) von der vierten Ordnung

ist, lässt sich auch rechnerisch durch Fortschaffen der Quadratwurzeln

bestätigen.

Fragen wir uns ferner, was für eine Curve einer Geraden des

Raumes {x, y, z) entspricht. Die Gerade schneidet eine Fläche zweiten

Grades
-|- niy'^ -\- nz" -f- r =

in zwei Punkten {x, y, z), und diese Punkte werden im allgemeinen

keine solche Coordinaten haben, die sich nur in den Vorzeichen unter-

scheiden. Ihnen entsprechen also im Räume (x^, y^, z^ zwei Schnitt-

punkte der fraglichen Curve mit der beliebigen Ebene:

Ixy -\- my^ 4~ "^^i
-\- r = 0.

Demnach ist die Curve ein Kegelschnitt. Jede Gerade wird also ver-

möge der Transformation (43) in einen Kegelschnitt verwandelt.

Ferner wird eine Ebene

(45) Ax-\-By-{- Cz-}-J)==0

des Raumes (x, y, z) in jedem Punkte {x, y, z) von einer und nur einer

der Flächen zweiten Grades

(47) Ix^ -\- my^ -|- nz^ -|- r =
berührt. Die Ebene hat mit dieser Fläche zwei Geraden gemein, die

sich in dem Berührpunkte schneiden. Nun aber geht die Ebene (45) ver-

möge der Transformation (43) in eine Fläche vierter Ordnung von der

Form (46) und die Fläche zweiten Grades (47) in eine Tangentenebene

der letzteren Fläche über. Da ausserdem jeder Geraden des Raumes

(x, y, z) ein Kegelschnitt des Raumes (x^, y^, Zj) entspricht, so folgt

der wohlbekannte

Satz 16: Jede Tangentenebene der Fläche vierter Ordnung

äYx, + BYy, + CYz, -f 7) =
sehneidet die Fläche in zwei Kegelschnitten. Die Fläche enthält also

oij'^ Kegelschnitte.
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Dieser Satz erinnert an den Satz 15 über eine Fläche dritter

Ordnung, die gerade die hierzu dualistische Eigenschaft hat. In der

That lassen sich die beiden Flächen

(46) Ä Yx, + :By^, + r|/^7 + D =
und

/42 7>2 ri2

(48) ^ _L :^ _i. il^ j_ X)2 _ Q

durch Dualität aus einander ableiten. Denn die Tangentenebene

ux -\- vy -\- WZ -\- l =
der Fläche (48) hat die Ebenencoordinaten

_ A^- _ 5' _ _£!_

wenn {x, y, z) der Berührpunkt ist, sodass infolge von (48) die Gleichung

besteht:

Ayu-\-BYv-\- cyw + i) = o,

aus der die Gleichung (46) durch die Dualität

^1 = 'W;
2/l = "^7 ^1 ^^ **'

hervorgeht. Die Fläche (46) ist somit von der dritten Classe, da die

Fläche (48) von der dritten Ordnung ist.

Die Fläche vierter Ordnung und dritter Classe, deren Tangenten-

ebenen die Fläche in zwei Kegelschnitten schneiden, ist die wohl-

bekannte Steiner'sehe Fläche vierter Ordnung und dritter Classe.
'^^^^%i^^^^^

ist ein specieller Fall der oben besprochenen tetraedral- symmetrischen

Flächen, wie de la Gournerie hervorgehoben hat *). (Vgl. S. 341.)

Die Beziehungen, die zwischen den beiden Räumen (a:, i/, ;?) und

{Xy
, y^ , ^J vermöge der Transformation

^1 = ^^ ?/i = ?/^ '^1 = ^^

bestehen, wollen wir durch eine Tabelle andeuten, in der links die

Gebilde im Räume (x, y, z), rechts die entsprechenden Gebilde im

Räume (a^u^i^^i) ihren Platz haben:

1) Fläche zweiten Grades, die das 1 1) Beliebige Ebene.

Tetraeder zum Polartetraeder hat.
|

2) Curve vierter Ordnung als Schnitt
|

2) Beliebige Gerade,

zweier derartiger Flächen und als Curve 1

eines tetraedralen Complexes.

*) Mit dieser Fläche haben sich bekanntlich Steiner, Kummer, Weier
strass und eine Reihe anderer Mathematiker beschäftigt.

23*



356 Kap. 8. Zur Transformationstheorie der tetraedralen Complexe.

3) Ein Punkt als Schnitt dreier3) Die acht Schnittpunkte dreier

derartiger Flächen.

4) Beliebige Gerade.

5) Beliebige Ebene.

Ebenen.

4) Kegelschnitt als Curve eines

tetraedralen Complexes.

5) Steiner'sche Fläche vierter Ord-
nung und dritter Classe.

§ 5. Die logarithmische Abbildung*).

Die cx)^ Monge'schen Gleichungen der zum Coordinatentetraeder

gehörigen oo^ tetraedralen Complexe haben wir wiederholt in der Form
geschrieben:

/Af\\ /7 \ dy äz . . . dz dx . , -.^ dx dy ^
(49) (/, __ c) -^- ^ + (c - a)

^ ^ J^{a-~h)~-^-= 0.

Sie kann auch so geschrieben werden:

(h— c) dlogy- f?log^ -|- (c— d) dlog0- dlogx -\- {a— b) d\ogx- dlogy= 0.

Es ist demnach möglich, solche neue Veränderliche

(50) ^ = logx, \) = \ogy, 5 = log^

einzuführen, dass die oo'^ Monge"sehen Gleichungen die Form an-

nehmen :

(51) (b — c) dt) dl -\- {c — a) d^ dl -\- {a — b) di dt) = 0,

die selbstverständlich auch vom zweiten Grade in den Differentialen

ist, in der aber die Coefficienten drei beliebige Constanten sind, deren

Summe gleich Null ist**). Diese Monge'sche Gleichung (51) ordnet

sich der im l.Beisp., § 1, T.Kap., S. 254, betrachteten Form unter. Wir
deuten J, t), 5 als Cartesische Punktcoordinaten in einem neuen Räume.

Alsdann ist der Raum {x, y, £) durch die Gleichungen (50) punktweis

Logar. auf den Raum (j, ^, §) abgebildet. Diese Abbildung heisse die loga-

'^''^' rithmische Abbildung.

Bei dieser Abbildung wird nicht nur jeder Punkt auf einen Punkt

des neuen Raumes bezogen. Vielmehr wird auch jedes Linienelement

*) Die Entwickelungen dieses Paragraphen stammen alle von Lie und zwar
aus der Zeit vom Winter 1869 auf 1870. Eine einigermassen ausführliche Dar-
stellung dieser Theorien gab er zuerst im Archiv for Math, og Naturv., Christiania,

4. Bd. (^1879). Vgl. auch 2. Bd. (1877).

**) Gauss und Riemann betrachteten quadratische Differentialausdrücke

Z! f.j^ (x^ . . . x^ dx- dx^. und fragten, ob es möglich ist, solche neue Veränderliche

li- -l^ einzuführen, dass in dem transformierten Ausdruck Z\.j^di.dij, die Coeffi-

cienten Constanten werden. Im Texte machen wir eine analoge Reduction, aber
nicht für einen Ausdruck, sondern für eine Gleichung, die eine tcülkürliche Con-
stante enthält. Denken wir uns diese Gleichung nach der willkürlichen Con-
stanten aufgelöst, so können wir sagen, dass wir im Texte das Verhältnis zweier

quadratischer Ditt'erentialausdrücke auf eine solche Form bringen, die nur die

Differentiale der Veränderlichen enthält.
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(x, y, z, dx'.dij: dz) als ein Linienelement (j, i), l, dl : d\) : d^) ab-

gebildet vermöge der Gleichungen (50) nnd der Gleichungen:

/^rx,\ 7 dx 7^ dy j dz
(50') ./£ = -, ^9 = f. ^ä = y
Die cx;'^ Linienelemente, die einer Monge'schen Gleichung (40) genügen,

verwandeln sich in die oo^ Linienelemente, die der entsprechenden

neuen Monge'schen Gleichung (51) genüge leisten. Jede Integralcurve

einer der oo^ Monge'schen Gleichungen (49) vs^ird als eine Integral-

curve der entsprechenden neuen Monge'schen Gleichung (51) ab-

gebildet.

Unter den Integralcurven einer Monge'schen Gleichung (51) be- ^^^^H^^

finden sich oo^ Geraden (vgl. 1. Beispiel, § 1 des 7. Kap., S. 254). Es ^^""'^ gi'

sind dies alle Geraden, die einen gewissen unendlich fernen Kegel-

schnitt K schneiden, also einen Complex zweiten Grades bilden. Wir

können die Incremente dl, dt}, d^, die den

Punktcoordinaten J, t), J
längs einer Geraden

illlllllr^

zuteil werden, als homogene Punktcoordi-
jiiiii^^

naten in der unendlich fernen Ebene auffassen. ,-«,8«»-
'- - iHliiiH

Alsdann ist die Gleichung (51) geradezu die ^ ->._,_ iH
Gleichung des erwähnten Kegelschnittes K. '

'"

"liiliiH
Dieser Kegelschnitt geht durch die unendlich "^iii IH
fernen Punkte der j:-Axe, t)-Axe und J-Axe, ^^ilil
sowie durch den unendlich fernen Punkt der ^

Fig. 70.

Geraden j= ^= §. Da factisch oo^ Monge'sche

Gleichungen (51) vorliegen, so ergeben sich also oo^ unendlich ferne

Kegelschnitte K und zwar bilden sie das Büschel, das durch die vier

genannten Punkte bestimmt wird. (Siehe Fig. 70.)

Zu diesem Ergebnis kommt man auch so: Im Räume {x, y, s)

ordnen die <x^ Monge'schen Gleichungen (49) einem bestimmt ge-

wählten Punkt {x, y, z) oc^ Elementarkegel zweiten Grades zu. Diese

oü^ Kegel haben vier Mantellinien gemein, nämlich die nach den Ecken

des Coordinatentetraeders gehenden. Da nun die Monge'schen Glei-

chungen (49) durch die logarithmische Abbildung (50) in die Monge-

schen Gleichungen (51) übergeführt werden und jedes Linienelement

als Linienelement abgebildet wird, so werden die Elementarkegel der

Gleichungen (49) abgebildet als die Elementarkegel der Gleichungen (51).

Die zu einem bestimmten Punkt (j, t}, §) gehörigen oo^ Elementarkegel

der oü^ Gleichungen (51) haben demnach vier Linienelemente gemein.

Da ferner alle Elementarkegel einer Monge'schen Gleichung (51) ein-

ander congruent und gleichgestellt sind (vgl. S. 254), so folgt, dass



358 K!ap. 8. Zur Transformationstheorie der tetraedralen Complexe.

alle oc^ Elementarkegel, die durch die cx)^ Monge'schen Gleicliungen

(51) definiert werden, bis ins Unendliclie ausgedehnt die unendlich

ferne Ebene in oo^ Kegelschnitten K durch vier feste Punkte schneiden.

So kommen wir wieder zu obigem Ergebnis zurück.

Im Räume (x, y, z) haben zwei Linienelemente (x, y, z, dx:dy: dz)

gleiche Gattung, wenn für beide die Verhältnisse der drei Grössen

^, — , - dieselben sind (vgl. S. 329). Da nun vermöge der loga-

rithmischen Abbildung (50) die Relationen (50') bestehen, so folgt,

dass sich Linienelemente gleicher Gattung als solche Linienelemente

(^•, \), i, fZj : dt) : dl) abbilden, für die cZj, d\), d^ dieselben Verhältnisse

YRicht haben, d. h. als Linienelemente gleicher Bichtung. Im Räume (j, t), j) ent-

sprechen also Linienelementen gleicher Gattung Linienelemente gleicher

Richtung.

Wir haben oben (§ 3, S. 328) diejenigen Curven des Raumes

(rr, y, z) bestimmt, deren jede aus Linienelementen gleicher Gattung

besteht. Sie bilden sich als Curven des Raumes (j, \), l) ab, deren

jede aus Linienelementen gleicher Richtung besteht, also eine Gerade

ist. Die Curven des Baumes {x, y, z) also, deren jede aus Linien-

clementen gleicher Gattung besteht, bilden sich ab als die oo^ Geraden

des Baumes (ic, t), i).

Eine Monge'sche Gleichung (49) hat, wie wir wissen, oo^ solche

Integralcurven , die aus lauter Linienelementen gleicher Gattung be-

stehen. Diese Curven bilden sich ab als die Geraden des Complexes,

der von der entsprechenden Gleichung (51) definiert wird, also als die

Geraden, die einen gewissen Kegelschnitt K des oben erwähnten un-

endlich fernen Büschels treffen.

In § 3, S. 331, sahen wir, dass alle Curven einer Gattung im

Räume (x, y, z) gegeben sind durch Gleichungen von der Yoxm

:

logx = q)(t) -{- Const., logy = tl^{t) -\- Const., log^ == xif) + Const.

Vermöge der Abbildung (50) gehen aus ihnen die Curven hervor:

1 = (p[t) -\- Const., \) = ip (t) -\- Const., j
=

;f (^) -f- Const.,

congr. (1, h. alle Curven, die mit einer Curve congruent und gleichgestellt sind.

gestellte Offenbar giebt es zu einer krummen Curve stets oo^ congruente und
Curven.

.

'^
. .

^
gleichgestellte. Dagegen giebt es zu einer Geraden nur od^ parallele.

Im Räume (x, y, z) besteht also die Gesamtheit einer Curvenschar

gleicher Gattung dann und nur dann aus bloss oo^ Curven, wenn die

Curven im Räume (j:, l}, i) als Geraden abgebildet werden. Es steht
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dies in Einklang mit dem Vorhergehenden und den Bemerkungen auf

S. 333 des § 3. —

Wie wir wissen, gehört zu jeder Monge'schen Gleichung eine PartieUe

partielle Differentialgleichung erster Ordnung, deren Integralflächen die

Flächen sind, die in allen ihren Punkten von den zugeordneten Elementar-

kegeln berührt werden. (Vgl. § 1 des 7. Kap., insbes. Satz 3, S. 260.)

Wir finden die zur Monge'schen Gleichung (49) gehörige partielle

Differentialgleichung nach dem früher angegebenen Verfahren durch

Elimination von x', y', z und q aus den Gleichungen

{b — c) xy' z' + (c — tt) yz'x -\- {a — &) zx y' = 0,

Qp = (c — a) yz' + (« — &) zy',

Qq == (a — b) zx' -\- (h — c) xz',

— Q = (h — c)xy' -\- (c — a) yx',

wenn die partiellen Differentialquotienten von z nach x und y mit p
und q bezeichnet werden. Die Elimination liefert die partielle Differential-

gleichung:

(52) (h—cyx'p^-\- (c—aft/q^-^ {a— lfz''— 2{h— c) (c— a) xypq +
+ 2(a— &)(&— c) xzp + 2(c — a) (a— b)yzq = 0.

Ebenso gehört zur Monge'schen Gleichung (51) eine partielle Differential-

gleichung erster Ordnung, die durch Elimination von j', t)', 5' und q

aus den Gleichungen hervorgeht:

(& — c) l)'5' + (c — a) ä'j' + (a — h) j'^' == 0,

pp = (c — «)§' + («_&) t)',

pq = («—&)?'+(& — c) i\

— ^= (?> _ c) l)' + (ü — «) ^'.

Dabei bezeichnen p und q die partiellen Differentialquotienten von
5

nach j und t). Es ergiebt sich die partielle Differentialgleichung:

(53) {b — cf p2 -I- (c — af q2 + (a - bf — 2{b - c) {c ~ a) pq -f

-f 2{a — &)(& — c) p + 2(c — a) (« — &) q = 0.

Da vermöge der Punkttransformation (50) auch jedem Flächen-

element des Raumes (x, y, z) ein Flächenelement des Raumes (je, l), ^)

zugeordnet wird, so bildet sich jede Integralfläche der partiellen Diffe-

rentialgleichung (52) vermöge (50) als Integralfläche der partiellen

Differentialgleichung (53) ab. Man kann diese selbstverständliche Be-

merkung auch dadurch verificieren, dass man direct in (52) statt
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X, y, z vermöge (50) die neuen Veränderlichen j, t)^ 5 einführt, wodurch

die Gleichung (53) hervorgeht.

Die partielle Differentialgleichung (53) ist frei von j, t), 5. Der-

artige Differentialgleichungen haben wir schon in § 1 des 7. Kap.,

S. 265, betrachtet. Wir fanden damals, dass eine solche Differential-

gleichung oc^ Charakteristiken hat, und dass diese Charakteristiken die

Geraden sind, die eine unendlich ferne Curve treffen, deren Gleichung

in Liniencoordinaten p, q durch (53) gegeben wird. Hier ist die Curve

einer der oben erwähnten unendlich fernen Kegelschnitte K. Wir wissen

femer, dass die Integralflächen der partiellen Differentialgleichung (53)

die abwickelbaren Flächen sind, deren Erzeugende zu den angegebenen

Charakteristiken gehören. Unter den Integralflächen finden sich die

00^ Ebenen, die den Kegelschnitt K berühren, und jede andere Integral-

fläche ist die Enveloppe von 00^ solchen Ebenen. Die Geraden einer

Developpabeln sind Haupttangentencurven der Fläche, hier also sind

die Charakteristiken Haupttangentencurven der Integralflächen. Dies

steht in Einklang damit, dass die Integralflächen längs einer solchen

Geraden von den Elementarkegeln der Monge'schen Gleichung (51)

berührt werden, vgl. Satz 26, § 5 des 7. Kap., S. 308.

Wenden wir nun die Abbildung (50) rückwärts an, indem wir

zum Raum {x, y, z) zurückkehren, so sehen wir, dass die partielle

Differentialgleichung (52) unendlich viele Integralflächen hat, dass sie

femer gerade oc^ Charakteristiken hat und dass die Charakteristiken

diejenigen Integralcurven der zugehörigen Monge'schen Gleichung (49)

sind, die aus je c5o^ Linienelementen gleicher Gattung bestehen, sowie

endlich, dass die Charakteristiken Haupttangentencurven auf allen

Integralflächen sind. Da eine Integralfläche der partiellen Differential-

gleichung (53) aus 00^ Charakteristiken gebildet wird, von denen je

zwei unendlich benachbarte einander schneiden, so folgt, dass wir die

allgemeinste Integralfläche der partiellen Differentialgleichung (52) da-

durch herstellen können, dass wir oo^ solche Integralcurven der Monge-

schen Gleichung (49) herausgreifen, deren jede aus oc^ Linienelementen

gleicher Gattung besteht und von denen jede die unendlich benachbarte

schneidet. Zugleich haben wir gefitnden:

Satz 17: Alle Flächen, deren Haupttangentencurven der einen Schar

einem tetraedralen Complexe angehören, lassen sich angehebt.

Gemeinsame Betrachten wir zwei partielle Differentialgleichungen (53). Zu

ihnen gehören zwei unendlich ferne Kegelschnitte K^ und K^. (Vgl.

Fig. 70, S. 357.) Es leuchtet sofort ein, dass die beiden Gleichungen

Qo^ getneinsame Integralflächen haben, nämlich die Ebenen, die K^ und K^
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zugleich berühren. Daher haben auch zwei partielle Differential-

gleichungen (52) stets oü^ gemeinsame Integralflächen.

Andererseits berührt eine beliebige Ebene

(54) aic-}-ß\)-{-Yi-\-d =
stets zwei Kegelschnitte K^ und K^ des Büschels K und ist daher

gemeinsame Integralfläche von zwei partiellen Diff'erentialgleichungen

(53). Die Ebene enthält die Parallelgeraden nach dem Berührpunkte

von K^ sowie die Parallelgeraden nach dem Berührpunkte von K^.

Längs dieser Geraden, welche die Ebene doppelt überdecken, wird die

Ebene von .den Elementarkegeln der einen oder anderen zugehörigen

Monge'schen Gleichung (51) berührt. Der Ebene (54) entspricht im

Raum (x, y, s) die Fläche:

« log X -\- ß log y -\- y log z -\- 8 = 0,

die auch so dargestellt werden kann:

(55) x"y^ zy = Q,

wobei ö = — log Q gesetzt ist. Diese Fläche ist mithin gemeinsame

Integralfläche von zwei partiellen Difl'erentialgleichungen (52). Die

erwähnten Geraden der Ebene (54) entsprechen nach Satz 26, § 5 des

7. Kap., S. 308, den Haupttangentencurven der Fläche (55), und die

Haupttangentencurven jeder Schar sind Curven, deren Linienelementc

gleiche Gattung haben und Integralcurven der einen bez. anderen zu-

gehörigen Monge'schen Gleichung (49) sind. Wir sind diesen Flächen

(55) schon in § 3, S. 334, begegnet.

Wir haben gesehen, dass den Curven einer Gattung des Raumes

(j7, y, z) vermöge der logarithmischen Abbildung im Räume (j, ^, §)

congruente und gleichgestellte Curven entsprechen. Eine Fläche nun,

die oo^ congruente und gleichgestellte Curven enthält, heisst eine

Translationsfläche. Sie kann dadurch erzeugt werden, dass man eine lations-

Curve c so im Räume fortbewegt, dass sie immer congruent und

gleichgestellt mit der Curve in der Anfangslage bleibt, dass man sie

also als starr ansieht und in Translationsbewegungen fortführt. Jeder

Punkt p der Curve c beschreibt dabei eine neue Curve y, und es

erhellt, dass alle oo^ Bahncurven y ebenfalls einander congruent und

gleichgestellt sind. Jede Fläche, die eine Schar von oo^ congruenten

und gleichgestellten Curven enthält, muss also notwendig auch eine

zweite solche Schar enthalten. (Siehe Fig. 71, S. 362.) Gehen wir

von einer Translationsfläche im Räume (j:, tj, i) zu der entsprechenden

Fläche im Räume (x, y, z) über, so geht der Satz hervor:

Trans-
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Satz 18: Enthält eine Fläche eine Schar von oo^ Curven gleicher

Gattung, so enthält sie noch eine zweite Schar von oo^ Curven gleicher

Gattung.

Betrachten wir wieder eine Translationsfläche mit den beiden

Scharen congruenter und gleichgestellter Curven c und y. Eine Curve c,

etwa Cq, wird von den oo^ Curven y in Punkten q^, q^, qg ... ge-

schnitten, die einander entsprechende

Punkte auf den Curven y sind, so-

dass die Curven y in diesen Punkten

^0 7 ^17 ^2 • • • Parallele Tangenten

haben. Von diesen Tangenten wird

also ein Cylinder erzeugt, der die

Fläche längs Cq berührt. Hieraus

folgt, dass die Curven c und y ein

conjugiertes System bestimmen.

Fig. 71.
Co und y^

Nehmen wir an, dass die Curven

so beschaffen seien, dass

zu jeder Tangente der einen eine

parallele Tangente der andern vorhanden ist. Die Tangenten der

Curven y sind, wie gesagt, in den Punkten, in denen sie eine Curve c

treffen, alle einander parallel. Nach der gemachten Voraussetzung

giebt es daher auf jeder Curve c einen Punkt p, in dem die Curve

von der hindurchgehenden Curve y berührt wird. Der Ort dieser Punkte

|) ist eine Curve C, die sowohl Umhüllende aller Curven c als auch

aller Curven y ist. Denn wenn die Curve c in die benachbarte Curve

durch Translation übergeht, so bewegt sich der mit ihr fest verbunden

gedachte Punkt p längs der hindurchgehenden Curve y, d. h. längs c

selbst. Die Curve C wird also in jedem Punkt p von den hindurch-

gehenden Curven c und y berührt.

Umgekehrt sieht man auch leicht ein, dass die Curven c dann und

nur dann eine Umhüllende haben, wenn die Curven Cq und y^ paarweis

parallele Tangenten haben.

Da die Curven c und y ein conjugiertes System bilden, so ist die

Tangentenrichtung auf der Curve C zu sich selbst conjugiert. Die

Umhüllende C ist somit eine Haupttangentencurve der Fläche.

Wir wollen jetzt eine Translationsfläche betrachten, die oc^ con-

gruente und gleichgestellte Curven c^, c^ . . . enthält, die sämtlich

durch einen gemeinsamen PunJd Sß gelten. Es ist dieser Fall eine

Ausartung des soeben betrachteten, indem sich die Umhüllende C der
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Curven c auf einen Punkt ^ reduciert. In der That ist auch leicht zu

erkennen, dass alle congruenten und gleichgestellten Curven
J^o? ^i • • •

der zweiten Schar ebenfalls durch ^ gehen. Denn ein mit c^ fest

verbundener Punkt p^ beschreibt eine Curve y^, sobald c^ nach ein-

ander die Lagen Cq, c^ . . . einnimmt, wobei % einmal gerade mit ^
zusammenfällt.

Bei der Translationsbewegung von c^ wird also nach und nach jeder

Punkt p von Cq einmal mit ^ zusammenfallen. Wird nun mit Cq ein

Punkt Po fest verbunden, der zunächst mit

^ zusammenliegt (Fig. 72), so wird dieser

Punkt während der Bewegung eine Curve

Yq beschreiben. Ist die Bewegung soweit

von c,vorgegangen, dass der Punkt p

nach ^ gerückt ist, so wird p,, in eine

Lage % gelangt sein, sodass p^ gleich und

parallel '^n ist, also ^ die Mitte der

Strecke 'Oti ist. Die Curven c,. und y^.... .
i^'ig- 72.

haben mithin die Eigenschaft, dass jede

durch ^ gehende Gerade, welche die eine, etwa in p, schneidet, auch

die andere in einem Punkte ^ schneidet, sodass p;r durch ^ halbiert

wird. Daher lässt sich die Curve y^ durch Spiegelung der Curve Cq an

dem Punkte ^ herstellen.

Wir kommen hierauf nachher wieder zurück und wollen vorläufig

nur einen Satz formulieren, der sich durch Zurückgehen auf den Raum
{x, y, 2) ergiebt:

Satz 19: Enthält eine FläcJie oo^ Curven gleicJier Gattung durch

einen gemeinsamen PunM, so enthält sie noch eine zweite Schar von oo^

Curven gleicher Gattung durch denselben Punkt.

Im Ilaume (r, t\, \) ist i'ede Ebene eine Translationsfläche von Trans-

A •» • • n latioiisfln.

ganz besonderer Art: Man kann in ihr zwei ganz beliebige Curven als mit unendi.

die Curven Cq und /q wählen und die Ebene durch Translationsbewegung Erzeuggn.

der einen Curve längs der andern erzeugen. Die oben betrachtete Ebene

(54) geht nun durch logarithmische Abbildung aus der Fläche

(55) ,'/;« 1/ zv == Q

hervor. Mithin hat diese Fläche die Eigenschaft, dass zu jeder auf

ihr gezogenen Curve oo^ Curven gleicher Gattung auf der Fläche vor-

handen sind.

Im Räume (x, y, z) kennen wir noch einige Flächen, die unendlich

viele Scharen von Curven gleicher Gattung enthalten, allerdings nicht

so viele, wie die soeben besprochene Flächenart. Eine Ebene
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(56) Äx-\-By-{-C0-i-I) = O

nämlich enthält oo^ Geraden eines jeden einzelnen der oo^ tetraedraleu

Complexe. Diese Greraden umhüllen einen der oo^ Kegelschnitte Je,

deren gemeinsame Tangenten die Schnittlinien der Ebene mit den

Tetraederebenen sind. (Vgl. Fig. 66, S. 319.) Die Ebene wird längs

des Kegelschnittes von den Elementarkegeln der zugehörigen Monge-

schen Gleichung (49) berührt. Daraus folgt im Räume (j, \), §) mit

Rücksicht auf Satz 21, § 5 des 7. Kap., S. 303, dass jede Fläche

(57) Äe'^ + Be"^ + Ce^ + D =
oo^ Scharen von je oo^ congruenten und gleichgestellten Curven ent-

hält, also in oo'^ Weisen eine TranslationsfläcJie ist, wobei die je oo^

congruenten und gleichgestellten Curven je eine Umhüllende haben,

die eine Haupttangentencurve der Fläche ist. Es sind dies alle Haupt-

tangentencurven der Fläche, weil die Kegelschnitte Je im Räume (x, y, z)

die Ebene (56) ebenfalls doppelt überdecken. Man sieht, dass die

Haupttangentencurven der Fläche (57) eine irreducibele Schar bilden.

Wir haben ferner im vorigen Paragraphen gesehen, dass jede

Fläche zweiten Grades im Räume (x, y, 2), die durch die Ecken des

Tetraeders geht, also eine Gleichung von der Form

(58) Äys + Bzx + Cxy -{- Lx -{- My -{-Nz =
hat, vier Scharen von je oo^ Curven gleicher Gattung enthält, nämlich

die beiden Scharen der Erzeugenden sowie zwei Scharen von Curven

dritten Grades. (Siehe Theorem 10, S. 351.) Hieraus folgt, dass jede

Fläche

(59) Äe'f+i + Bei+^ + (76^+" + Le^- + itfe" -|- Ne'^ =
vier Scharen vmi je oo^ congruenten und gleichgestellten Curven entJiält.

Durch unsere logarithmische Abbildung ist ein Entsprechen zwischen

zwei Räumen (x, y, z) und (5, t), 5) vermittelt. Diese gegenseitige Be-

ziehung haben wir schon in Bezug auf die Begriffe: Punkt, Curve,

Linienelement, Flächenelement und Fläche betrachtet. Aber wir können

die Beziehung auch auf die Transformationen in den Räumen aus-

der'proj. dehnen. In der That: AVir wissen, dass die oo*' projectiven Trans-
Trfn. f. ,.

lormationen

(60) Xi = Ix, y, = fiy, z, = vz

jede Curve des Raumes (x, y, z) im allgemeinen in oo''' Curven gleicher

Gattung überführt und dass diesen Curven im Räume (j, t), ^)
00'^ con-

gruente und gleichgestellte Curven entsprechen. Diese letzteren gehen

aber aus einer derselben durch Translation hervor. Jenen oo^ projectiven
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Transformationen (60) im Räume (x, y, 0) entsprechen gerade die co^

Translationen im Räume (j, t), §). Um dies analytisch darzustellen,

beachten wir, dass den Punkten (x, y, s) und (x^, y^, z^ des ursprüng-

lichen Raumes vermöge der logarithmischen Abbildung (50) die Punkte

mit den Coordinaten

[
i =\ogx , t) = log 1/ , 5 = log

(61) bez.

I Ji
= log x^, ^1 = log y^, Si

= log 0,

im neuen Räume entsprechen. Wenn nun die Punkte (x^, y^, z^ ver-

möge der projectiven Transformation (60) aus den Punkten (x, y, z)

hervorgehen, so ist nach (60) und (61):

(62) 5^ = j + log A, 9i
= t) + log u, Si

=
ä + log V.

Diese Gleichungen stellen bei beliebigen Werten der Constanten l, ^i, v

alle oü'^ Translationen des Raumes (j, ^, i) dar.

Wenn man also im Räume {x,y, z) eine projective Transformation

(60) vornimmt, und wenn man sowohl die ursprünglichen als auch die

transformierten Punkte logarithmisch in den Raum (j, t), g) abbildet,

so sind hier die Bilder der transformierten Punkte durch die Trans-

lation (62) aus den Bildern der ursprünglichen Punkte abzuleiten.

Im neuen Räume (£, t), §) gestattet eine Curve nur dann eine infini-

tesimale und infolgedessen oo^ endliche Translationen in sich, wenn sie

eine Gerade ist. Hiermit steht völlig im Einklang, dass die Geraden

des Raumes (j, ^, i) die Bilder der 00* Curven des Raumes {x, y, z)

sind, deren jede aus Linienelementen gleicher Gattung besteht (vgl.

S. 358), d. h. deren jede eine infinitesimale projective Transformation

der Gruppe (60) gestattet. (Vgl. auch S. 334.)

Eine Ebene (54) im Räume (j, ^, §) gestattet zwei von einander

unabhängige infinitesimale Translationen. In der That entspricht ihr

im Räume (x, y, z) eine Fläche (55), die, wie wir früher sahen (in

§3, S. 335), zwei von einander unabhängige infinitesimale Transfor-

mationen der Gruppe (60) gestattet.

Wir haben gesehen, dass sich die projectiven Transformationen LogarAhb

(60) des Raumes (x, y, z) als die Translationen des Raumes (^•, t), 5)
' Trfu.

abbilden. Wir können ims nun auch fragen, wie sich die involutorischen

Transformationen
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die wir im vorigen Paragraphen benutzten^ im Räume (j, ^^ 5) ab-

bilden. Vermöge der Gleichungen (61) erhalten wir aus (63) sofort:

(64) i, = log A — i, t), = log ft
— t), i,

= \ogv — §.

Diese Gleichungen bedeuten eine geometrisch leicht herzustellende

Transformation im Räume (j, l), 5): Ist nämlich ^ der Punkt dieses

Raumes, der die constanten Coordinaten log k, log ft, log v hat, so

wird die Verbindende der Punkte (j, l), 5) und (i^, t)^, gj in ^ halbiert.

Wir haben es also hier mit der Spiegelung aller Punkte des Raumes

(j, t), §) an einem festen Punkte ^ zu thun.

Wenn wir nun eine Curve c im Räume (5, t), 5) an einem Punkte ^
spiegeln, also die Verbindenden der Punkte c mit ^ über ^ hinaus

um sich selbst verlängern, so erhalten wir eine neue Curve y. Beide

Curven sind durch logarithmische Abbildung aus Curven des Raumes

{x, y, z) hervorgegangen, und in diesem Räume lässt sich die eine

Curve aus der anderen durch die involutorische Transformation (63)

ableiten. Erinnern wir uns daran, dass nach Satz 5, § 4, S. 343, die

Gattung F(f) einer Complexcurve vermöge der Transformation (63) in

die Gattung — -^(0 übergeht, so führt uns eine oben über Translations-

flächen angestellte Betrachtung (S. 363) zu dem

Satz 20: Enthält eine Fläche 00^ Curven, die einem tetraedralen

Complex angehören, ferner gemeinsame Gattung F(f) haben und durch einen

gemeinsamen PunM gehen, so enthält sie auch 00^ Curven desselben Com-

plexes, die ebenfalls durch diesen Punkt gehen, aber die gemeinsame

Gattung — F(t) haben.

Einige unter den Ergebnissen, die wir in diesem Paragraphen in

knapper Form abgeleitet haben, wollen wir in folgendem Theorem

zusammenstellen

:

Zusammen- Theoreiü 11: Die Gleichungen

j = log a;, t) = log y, l
= \ogz

stellen eine Beziehung zwischen zwei Räumen (x, y, z) und

(E; 9> i) fßst, bei der die Linienelemente jeder einzelnen der

oc^ Monge^schen Gleichungen

(b — c) xdy dz -j- {c — a) ydz dx -\- {a — b) zdx dy =
in die Linienelemente der entsprechenden Monge'schen Glei-

chung
(b — c) d)i) di-\- {c~ a) d^ d^ -\- {a — b) dTßd\) =

übergehen. J)ie ersteren oo^ Monge'schen Gleichungen bestimmen
oo^ tetraedrale Complexe, die letzteren ebenfalls cv-^ Linien-
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complexe zweiten Grades, nämlich solche, deren jeder aus allen

Treffgeraden eines Kegelschnittes besteht, der einem Büschel

von Kegelschnitten angehört. Die obigen Gleichungen stellen

ferner Besiehungen fest zwischen Curven, Flächen und Trans-

formationen in beiden Räumen. Im Folgenden sind einige

derselben durch Gegenüberstellung angegeben, wobei sich die

linke Seite auf den Baum {x, y, z), die rechte auf den Baum
ix, X), i) bezieht:

1) oo^ vertauschbare projective
Transformationen:

^1 = ^«, Vi =

2) Jede Curve:

{^y,

gestattet oo* projective Transfor-
mationen der obigen Form.

3) Jede Fläche

gestattet oo* projective Transfor-
mationen der obigen Form.

4) Fläche, die in zwei Weisen
dadurch erzeugt werden kann, dass
auf eine gewisse Curve nach und
nach oo^ infinitesimale projective
Transformationen der obigen Form
ausgeführt werden.

5) Jede Ebene kann in oo^ Weisen
dadurch erzeugt werden, dass auf
eine Gerade nach und nach c5ü'

jener infinitesimalen projectiven
Transformationen ausgeübt wer-
den.

6) Die Fläche zweiten Grades

Ayz + Bzx + Cxy
-f- ia; + My +

-ir Nz = {)

lässt sich auf vier Weisen so er-

zeugen, dass auf eine Curve nach
und nach oo^ jener infinitesimalen
projectiven Transformationen aus-
geübt werden.

7) Die Transformationen:

1) Die oc^vertauschbarenTrans-
lationen:

Vi ^y z, = vz

Ei=E + I, t)i

2) Jede Gerade
Translationen.

Q + nt, §j=5 + n.

gestattet oo^

3) Jede Ebene
Translationen.

gestattet oo^

4) Translationsfläche.

5) Jede Fläche

Ae^-\-Be^-\- Ce^ + D= o

ist auf oo^ Weisen als eine Trans-
lationsfläche zu erzeugen.

6) Die Fläche

Ae'^+i
-f- Be^+ ^ -\- CV"+ '' +

ist auf vier Weisen als eine Trans-
lationsfläche zu erzeugen.

7) Die Ähnlichkeitstransforma-
tionen:

Ji = mi + t, t)i = ml) + m,

äi = '»n + n.
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Kapitel 9.

Über einige in der Liniengeometrie auftretende partielle Ditferential-

gleichungen zweiter Ordnung.

Die geometrischen Probleme, die in diesem Kapitel erledigt

werden sollen, finden ihren analytischen Ausdruck in partiellen Diffe-

rentialgleichungen ztveiter Ordnung. Wir lösen die Probleme hier

durch specielle Methoden, sodass wir die allgemeine Theorie der par-

tiellen Differentialgleichungen ziveiter Ordnung nicht vorauszusetzen

brauchen und aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung nur das benutzen, was wir schon bisher abgeleitet

haben. Besonders beachtenswert ist, dass wir nicht einmal die Existenz

von Lösungen der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

vorauszusetzen brauchen, da unsere Betrachtungen selbst die Existenz

von Lösungen für die hier zu behandelnden besonderen Differential-

gleichungen nachweisen werden.

Die in diesem Kapitel anzuwendende Methode beruht auf den in

diesem Abschnitt eingeführten Begi-iffen, und der Zweck des Kapitels

ist der, durch Anwendung dieser Begriffe dem Leser eine Vorstellung

von ihrer Wichtigkeit zu geben. Später werden wir Gelegenheit haben,

in viel ausgedehnterem Masse die Tragweite unserer Begriffe und

Methoden klar zu stellen.

Die ersten Untersuchungen über partielle Differentialgleichungen

zweiter Ordnung rühren von d'Alembert, Euler, Lagränge und La-

place her, die sich aber nur auf Gleichungen beziehen, die in der ab-

hängigen Veränderlichen und ihren Differentialquotienten linear sind.

Monge war wohl der erste, der auch nicht-lineare partielle Differential-

gleichungen zweiter Ordnung genauer betrachtete. Man hat mit

Grund bemerkt, dass die theoretische Grundlage der Untersuchungen

von Monge unvollkommen war. In der Gegenwart aber ist es viel-

leicht wichtiger zu betonen, dass Monge durch Verwendung geo-

metrischer Anschauungen für die Theorie der partiellen Differential-

gleichungen zweiter Ordnung mächtige Hülfsmittel geschaffen hat, deren

Tragweite von seinen Nachfolgern nicht hinreichend gewürdigt wurde,

wenn sie auch Monge die grösste Bewunderung zollen. Man ist jeden-

falls nach Monge in der Folgezeit zunächst nicht auf der von ihm

gebrochenen Bahn weitergegangen.

Nachdem besonders durch Poncelet und Plücker eine Reihe

neuer wichtiger Begriffe in die Geometrie eingeführt worden waren,

lag es nahe, diese Fortschritte auch für die Theorie der partiellen
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Differentialgleichungen zu verwerten, wa» aber erst in den letzten Jahr-

zehnten geschehen ist.

Hiermit glauben wir die Gesichtspunkte charakterisiert zu haben,

von denen aus die Untersuchungen dieses Kapitels, die, wie gesagt,

nur specieller Natur sind und später in der angegebenen Richtung

wesentlich zu erweitern sind, angesehen werden sollen.

Noch bemerken wir, dass wir Gewicht darauf legen, dass der

Leser durch dieses Kapitel mit einigen unter den Vorkommnissen ver-

traut wird, die in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen

zweiter Ordnung in grosser Mannigfaltigkeit auftreten*).

§ 1. Die Fläelien, deren Haupttangenten der einen Schar einem

gegebenen Liniencomplex angehören.

Jede Monge'sche Gleichung Probleme in
o o Zusammen-

SI(X, y, 0; dX, dy, d,) = ComTleSn.

giebt zu einer Reihe von Integrationsproblemen Veranlassung, von denen

wir einige schon früher besprachen. Vgl. § 1 des 7. Kap., S. 256_

Insbesondere gilt dies von den Monge'schen Gleichungen, die nach

Satz 1 des § 1, 7. Kap., S. 254, Liniencomplexe definieren, d. h. die

von der Form sind:

(1) 0(ydz — ^dy, zdx — xd2, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0.

Dabei wollen wir annehmen, dass der Liniencomplex nicht linear sei.

Die schon früher besprochenen Integrationsprobleme sind hier die

beiden Probleme:

Problem I: Bestimmung der Curven, die dem Compiex angehören, vrohiemi.

d. h. der Integralcurven der Monge'schen Gleichung (1).

Problem II: Bestimmung der Flächen, die in jedem ihrer Pimlcte vrouem n
den zugehörigen Complexlcegel herühren.

Dies zweite Problem findet nach Satz 3, § 1 des 7. Kap., S. 260,

seinen analytischen Ausdruck in einer partiellen Differentialgleichung

erster Ordnung

die bei der gemachten Annahme nicht linear ist. (Vgl. S. 267.) Jede

Fläche von der gesuchten" Art wird nach S. 260 von oo^ Complex-

curven überdeckt und nach Satz 26, § 5 des 7. Kap., S. 308, sind diese

Curven Haupttangentencurven der Fläche.

*} Die Theorien dieses Kapitels hat Lie entwickelt und zwar fast sämtlich
in den Jahren 18G'J bis 72.

Lie, Guometric der Berühiuugstrausformatiouen I. 24 [28. M. IS!),').]
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Eine Fläche von der gesuchten Art wird also von den Tangenten dieser

oo^ Curven osculiert. Es ist denkbar, dass diese Curven selbst Geraden des

Complexes, also die Integralflächen Eegelflächen sind. Sehen wir hiervon ab, so

werden die erwähnten Tangenten eine Schar von Oü^ die Fläche osculierenden

Geraden bilden. Ihre Gesamtheit ist ein im Complex enthaltenes Strahlensystem.

Die beiden Mäntel der Brennfläche des Strahlensystems (vgl. § 2 des 7. Kap.,

S. 270, 271) fallen hier in die betrachtete Fläche zusammen. Da in einem Strahlen-

system jeder Strahl nur je zwei benachbarte schneidet (vgl. S. 270 sowie Satz 11,

§ 4 des 7. Kap., S. 294), so folgt, dass er die Brennfläche nur dann osculieren

kann, wenn die beiden Mäntel der Brennfläche zusammenfallen, sodass auch die

beiden Punkte, in denen der Strahl die Mäntel berührt, zusammenrücken. Unser

Problem II ist also, abgesehen von dem angegebenen Ausnahmefall, identisch mit

dem Problem, alle im vorgelegten Liniencomplex enthaltenen Strahlensysteme zu be-

stimmen, deren Geraden die Brennfläche osculieren.

An unsere beiden Probleme I und II reihen wir hier noch zwei

andere an^ zunächst das folgende:

Problem III. Problem III: Bestimmung der Flächen, deren HaupUangenten der

einen Schar dem vorgelegten Liniencomplex angehören.

Dies Problem steht mit dem Problem II in genauestem Zusammen-

hang und lässt sich sogar, wie wir sehen werden, darauf zurückführen.

Zunächst aber ist es durchaus von ihm verschieden, da es auf die

Integration einer partiellen Differentialgleichung ziveiter Ordnung zurück-

kommt.

In der That, die Haupttangentencurven der Fläche:

3 = co{x,y)

bestimmen sich, wie man weiss, durch die Differentialgleichung zwischen

X und y:

(3) r dx^ -\-2sdxdy -\-t dy^ = 0,

wenn
d^z ^ d^z ^ ^^ = /

dx^ ' dxdy ' dy^

gesetzt wird. Nun aber soll die Richtung (dx : dy : dz) einer der

beiden Haupttangentencurven, die durch den Punkt {x,y,z) der Fläche

gehen, der Monge'schen Gleichung (1) genügen. Da auf der Fläche

dz = pdx -\- qdy
ist, wenn

dz dz

gesetzt wird, so lautet diese Bedingung so:

^(2)pdx-\-{yq— z)dy, {z— xp)äx— xqdy, xdy— ydx, dx, dy, pdx-{-qdy) = 0.
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Wenn wir ~- mit y' bezeichnen, so fordern wir also, dass y' eine

gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen:

(3') r + 2sy' + ^^'^' =
und

^{yp-\-^y<l — ^)y', {z—xp) — xqy', xy'—y, 1, y', p -\- q^/) =
sei. Aus der letzten Gleichung wird sich y' als Function von x, y, z,

p, q ergeben:
y' = N{x, y, z, iJ, q),

sodass das Einsetzen dieses Wertes in (3') giebt:

(4) r + 2N{x, y, s,p,q)-s-{- N(x, y, z, p, qf • t = 0.

Die Functionen z = G}{x,y), die dieser partiellen Differentialgleichung'^^''\^^^^«^-

ziveiter Ordnung für z genügen, geben die Flächen, deren Haupt-

tangenten der einen Schar dem vorgelegten Liniencomplex angehören.

Das Problem III findet hiernach seinen Ausdruck in einer par- integrai-

tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Von vornherein kennen

wir nun zweierlei Integralflächen dieser Differentialgleichung.

Erstens nämlich ist jede Begelfläche, deren Geraden dem Complex

angehören, eine Integralfläche, denn die Geraden der Regelfläche sind

ja Haupttangentencurven.

Zweitens ist jede Fläehe, die in jedem ihrer Punkte von dem zu-

geordneten Complexkegel berührt wird, eine Integralfläche, denn wie wir

oben ausführten, enthält jede solche Fläche cx)^ Curven, die zugleich

dem Complex angehören und Haupttangentencurven sind. Die soeben

besprochenen Flächen sind die Integralflächen der partiellen Differential-
'

gleichung erster Ordnung (2).

Nun aber behaupten wir, dass es ausser diesen beiden Kategorien

von Integralflächen Jceine weiteren Integralflächen der partiellen Diffe-

rentialgleichung zweiter Ordnung (4) giebt. In der That, soll zunächst

die Fläche oo^ geradlinige Haupttangentencurven enthalten, die zugleich

dem Complex angehören, so muss sie notwendig eine jener Regel-

flächen sein. Enthält sie dagegen oo^ krumme Haupttangentencurven,

die zugleich Complexcurven sind, so ist längs jeder solchen Curve die

Tangentenebene der Fläche mit der Schmiegungsebene der Curve

identisch. Nach Satz 21 des § 5, 7. Kap., S. 303, ist fernerhin die

Schmiegungsebene der Complexcurve eine Tangentialebene des dem
betreöenden Punkte zugeordneten Complexkegels. Die Fläche muss

also in allen ihren Punkten von den zugehörigen Complexkegeln be-
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rührt werden und ist demnach eine der in Problem II betrachteten

Integralflächen der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (2).

Das Problem III ist folglich zurückgeführt auf das Problem II.

Zur Erleichterung der Redeweise sagen wir in der Folge, dass

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung für z:

(2) F{x, y, z, p,q) =
J^diäre eine intermediäre Integralgleichung einer partiellen Differentialgleichung

Integralgl.
^^^^Yg^ OrduUUg für Z'.

(5) W{x, y, z, p, q, r, s,t) =
ist, sobald ihre Integralfiächen (abgesehen von gewissen singulären)

auch diese Differentialgleichung zweiter Ordnung erfüllen.

Hiernach ist die partielle Differentialgleichung (2), auf die das

Problem II zurückkam, eine intermediäre Integralgleichung der par-

tiellen Differentialgleichung (4) des Problems III.

Es ist leicht zu erkennen, dass die partielle Differentialgleichung

zweiter Ordnung (4) unendlich viele intermediäre Integralgleichungen

hat. Greifen wir nämlich aus den oo^ Geraden des Complexes deren

oo^ heraus, also ein Strahlensystem, so sind alle Regelflächen dieses

Strahlensystems Integralflächen der partiellen Differentialgleichung (4).

Ferner ordnet das Strahlensystem jedem Punkte j:) eine Gerade g

(allgemeiner: einige Geraden) zu und zwar so, dass allen Punkten p
von g dieselbe Gerade g zugeordnet ist. Soll eine Fläche in jedem

ihrer Punkte jj die zugeordnete Gerade g berühren, so wird sie daher

die Gerade enthalten. Die Flächen also, die in allen ihren Punkten

Geraden des Strahlensystems berühren, sind identisch mit den Regel-

flächen, deren Geraden dem Strahlensystem angehören. Hierbei sehen

wir von den Brennflächen der Strahlensysteme ab, die zwar singulare

Lösungen von (2) sind, aber (5) nicht erfüllen.

Weiterhin wird nun die Forderung, dass die Fläche z = f(x, y)

in jedem ihrer Punkte die hindurchgehende gegebene Gerade des

Strahlensystems berühre, durch eine partielle Differentialgleichung

erster Ordnung ausgedrückt. Denn wenn a, ß, y die als Functionen

von X, y, z bekannten Richtungscosinus der durch den Punkt (x, y, z)

gehenden Geraden des Strahlensystems sind, so findet die Forderung

ihren Ausdruck in der Gleichung:

(6) ap -\- ßq — y = 0.

Dies ist die partielle Differentialgleichung des Problems.

Es giebt also unendlich viele solche lineare partielle Differential-

gleichungen erster Ordnung (G), deren Integralflächen sämtlich Regel-
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flächen sind, die dem Complex angehören, sodass also diese Integral-

flachen zugleich Integralflächen der partiellen Diiferentialgleichung

zweiter Ordnung (4) sind. Wir kennen folglich unendlich viele inter-

mediäre Integralgleichungen der partiellen Differentialgleichung (4).

Die intermediäre Integralgleichung F=0 ist im Gegensatz zu diesen

unendlich vielen niclit linear.

Allgemeine

Beiläufig wollen wir noch den Begriff: allgemeine Lösung emer Lösung

partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung einführen. Wir ver-

stehen darunter eine Schar von Integralflächen, die so viele Flächen

umfasst, dass es unter diesen Flächen stets eine giebt, die eine all-

gemein gewählte Curve enthält sowie längs dieser Curve nach einem

allgemein gewählten Gesetze gegebene Tangentenebenen hat.

Mit Benutzung dieser Bezeichnungsweise können wir erkennen,

dass die Regelflächen, deren Geraden dem vorgelegten Complex an-

gehören, eine allgemeine Lösung der partiellen Differentialgleichung

zweiter Ordnung (4) darstellen. Um dies zu beweisen, müssen wir

zeigen, dass es stets eine solche Regelfläche von Complexgeraden giebt,

die eine beliebig gegebene Curve enthält und längs dieser Curve be-

liebig gewählte Tangentenebenen hat.

Es sei c die gewählte Curve (siehe Fig. 73). In jedem Punkte p
der Curve sei ferner eine Ebene e gegeben, die

daselbst die Curve berührt. Der Complexkegel

des Punktes p hat mit der Ebene e mindestens

eine Complexgerade g gemein. Wir können so

oü^ Complexgeraden längs c construieren, die

eine Regelfläche bilden. In jedem Punkte p
von c kennen wir dann zwei Tangenten der

Regelfläche, nämlich die Tangente an c und die

Gerade g. Die Tangentenebene der Regelfläche im Punkte p ist also

in der That die vorgeschriebene Ebene e.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in dem

Theorem 12: Alle Flüchen, deren Haupttangentencurven der Ergebnis.

einen Schar einem gegebenen nicht linearen Liniencomplexe

^(yd2 — sdg, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) =
angehören, lassen sich definieren als die Integralflächen einer

partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form:

r-\-2Ns-i- NH = 0.
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Hierin ist N eine Function von x, y, z, p, q, die sich aus den

Gleichungen

= 0, dz — pdx — qdtj==0, dy — Ndx =
durch Elimination von dx, dy, dz ergieht. Die Integralflächen

sind entweder Regelflächen und zwar helielige Regelflächen

des Liniencomplexes, oder aber sie sind heliehige Integral-

flächen derjenigen partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung
F{x, y, z, p, q) = 0,

deren FlementarJcegel die Kegel des vorgelegten Complexes

sind. Es ist also F = eine nicht lineare intermediäre

Integralgleichung erster Ordnung von der vorliegenden par-

tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Letztere be-

sitzt unendlich viele lineare intermediäre Integralgleichungen

erster Ordnung; nämlich die Regelflächen der Geraden irgend

eines im Complexe enthaltenen Strahlensystems sind stets die

Integralflächen einer derartigen Gleichung.

Schliesslich wollen wir unsere Theorie durch mehrere Beispiele

erläutern.

Beispiele 1. Beispiel: Wir setzten bisher voraus, der vorgelegte Complex

sei nicht linear. Nehmen wir nun einmal an, es sei ein linearer, aber

nicht specieller, sodass wir als seine Monge'sche Gleichung nach Satz 18,

§ 3 des 6. Kap., S. 223, diese wählen können:

xdy — ydx -\- dz = 0.

Hier lautet die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung des

Problems III, wie man sofort ausrechnen kann, so:

(x + qfr + 2{x + q) {y ~ p) s + (y - pf t = 0.

Ihre Integralflächen sind nur die Regelflächen, deren Geraden dem

Complex angehören. Es giebt nämlich keine Fläche, die in jedem

ihrer Punkte die Ebene berührt, die dem Punkte durch den linearen

Complex zugeordnet wird. Die partielle Differentialgleichung erster

Ordnung (2) ist hier eben gar nicht vorhanden. (Vgl. § 1 des 7. Kap.)

Ist der Complex ein specieller linearer, besteht er also aus allen

Treffgeraden einer gewissen Geraden, so verlegen wir letztere in die un-

endlich ferne Gerade der (a;^) -Ebene, sodass die zugehörige Monge'sche

Gleichung lautet:

dy = 0.

Als die Differentialgleichung (4) ergiebt sich hier einfach:

r = 0.
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Ihre Integralflächen lassen sich sofort durch Integration bestimmen

als die Regelflächen:

deren Geraden der (a;i;)- Ebene parallel sind, also dem Complex an-

gehören.

2. Beispiel: Der Complex bestehe aus allen Tangenten einer ge-

gebenen nicht abwickelbaren Fläche ü (vgl. § 1 des 7. Kap., S. 255).

In diesem Falle ist die partielle Differentialgleichung (2) sofort zu

integrieren. Da nämlich die Elementarkegel hier Tangentenkegel der

Fläche ü sind, so sind die Integralflächen die abwickelbaren Flächen,

die Si umhüllen, und zu ihnen tritt noch §1 selbst. (Vgl. S. 266.)

Die allgemeine Integralfläche von (2) ist also eine Regelfläche, deren

Geraden dem Complex angehören. Hier reduciert sich daher die Ge-

samtheit aller Integralflächen der partiellen Differentialgleichung zweiter

Ordnung (4) auf die aller Regelflächen, deren Erzeugende dem Complex

angehören. Im vorliegenden Fall sind die Charakteristiken der Gleichung

(2) die Tangenten der Fläche Jß.

3. Beispiel: Es liege der Complex aller Geraden vor, die eine

feste unendlich ferne Curve c treffen. Hier sind die Integralflächen

der partiellen Differentialgleichung (2) einerseits die Ebenen, die c

berühren, andererseits alle Developpabeln, die c enthalten. (Vgl. § 1

des 7. Kap., S. 265.) Man sieht, dass sie auch in diesem Falle unter

den Regelflächen enthalten sind, deren Geraden dem Complex angehören.

Die Charakteristiken der Gleichung (2) sind auch hier Geraden, nämlich

die Trejffgeraden der Curve c.

4. Beispiel: Es liege ein tetraedraler Complex vor, dessen Tetraeder

wir wie früher aus den drei Coordinatenebenen und aus der unendlich

fernen Ebene zusammensetzen. (Vgl. § 1 des 8. Kap.) In diesem Falle

sind die Integralflächen der Gleichung (2) dadurch leicht zu bestimmen,

dass man die logarithmische Abbildung vornimmt (vgl. § 5 des 8. Kap.,

S. 360). Dabei geht, wie wir schon sahen, die Monge'sche Glei-

chung des tetraedralen Complexes in eine Monge'sche Gleichung im

neuen Räume über, deren Elementarkegel bis ins Unendliche verlängert

sämtlich einen festen Kegelschnitt K treffen, womit wir zum vorigen

Fall zurückkommen. Im ursprünglichen Räume sind also die Integral-

flächen von (2) Flächen, deren Charakteristiken Complexcurven mit

je cx)^ Linienelementen gleicher Gattung sind. Da diese Curven krumm
sind, so ergiebt sich hier, dass die partielle Differentialgleichung (4)

nicht nur solche Integralflächen hat, deren Haupttangentencurven der

einen Schar gerade sind. Im gegenwärtigen Beispiel umfasst daher

die auf S. 373 erwähnte allgemeine Lösung, nämlich die Schar
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der Kegelflächen, deren Geraden dem tetraedralen Complex angehören,

nicht alle Integralflächen der Differentialgleichung (4).

Die vorgeführten Beispiele legen die Frage nahe, unter welchen

Bedingungen die Integralflächen der partiellen Differentialgleichung

zweiter Ordnung (4) sämtlich Regelflächen des Complexes sind, d. h.

unter welchen Bedingungen die Integralflächen der partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung (2) sämtlich Regelflächen des Complexes

sind. Wir behalten uns vor, hierauf bei anderer Gelegenheit zurück-

zukommen-, wir werden sehen, dass diese Frage identisch ist mit der

Frage, wann die Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung

(2) Geraden sind.

§ 2. Eine Classe von partiellen Differentialgleicliungen zweiter

Ordnung, deren Integralflächen Translationsflächen sind *).

Im ersten Paragraphen haben wir drei Integrationsprobleme be

sprechen, die mit den Monge'schen Gleichungen gegebener Linien-

complexe verknüpft sind. Ein viertes Problem ist das folgende:

Problem IV. Probleiü IV i Gegeben ist ein nicht linearer Liniencomplex. Gesucht

werden die Flächen, die zwei conjugierte Scharen von Curven des

Complexes enthalten.

Derartige Flächen wollen wir als conjugiert zu dem gegebenen

Liniencomplex bezeichnen. Mit Benutzung dieser Redeweise können

wir das Problem dann so aussprechen: Wir suchen alle zu einem

gegebenen Liniencomplex conjugierten Flächen.

Gegenwärtig werden wir dies Problem nur für den speciellen Fall

erledigen, dass der Complex aus allen Treffgeraden einer ebenen Curve

besteht; im nächsten Paragraphen erledigen wir das Problem alsdann

noch für den Fall eines tetraedralen Complexes. Von besonderem

Interesse ist der Fall, dass der Complex aus allen Treffgeraden des

Kugelkreises, d. h. aus allen Minimalgeraden, besteht. In diesem Fall

haben die gesuchten Flächen die Eigenschaft, dass die auf ihnen ver-

laufenden Minimalcurven zwei conjugierte Scharen sind, sodass die

Haupttangentencurven der Flächen ein Orthogonalsystem bilden, also

die Flächen allgemeine Minimalflächen sind. Indem wir das oben

formulierte Problem überhaupt für den Fall des Complexes aller Treff-

geraden einer ebenen Curve lösen, bestimmen wir folglich insbesondere

auch alle Minimalflächen im Räume. —

*) Einigermassen ausführlich stellte Lie diese Theorien zum ersten Male
im Archiv for Math, og Naturv., Christiania, 2. Bd. (1877) dar.
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Um unser Problem anzugreifen, wollen wir uns also eine ebene

Jinmimc Curve K geben und den Complex aller Treffgeraden von K
betrachten. Da das Conjugiertsein eine projective Eigenschaft ist,

so leuchtet ein, dass wir ohne Beein-

trächtigung der Allgemeinheit die Curve

K als Curve in der unendlich fernen

Ebene auffassen dürfen. Ist nun eine

Fläche zu dem vorgelegten Liniencom-

plex conjugiert, so wird die Tangenten-

ebene eines Punktes p der Fläche die

unendlich ferne Curve K in mehreren

Punkten treffen (Fig. 74). Darunter

müssen zwei Punkte P^ , Pg so enthalten

sein, dass die Richtungen von p nach P^ und nach Pg im Flächen-

punkte p zu einander conjugiert sind. Es ist nützlich, die Curve K
zunächst als zerfallend in zwei Curven K^ und K^ aufzufassen, so-

dass Pj auf Kj^ und Pg auf Kj liegt. Ob dann diese beiden Curven

Zweige derselben analytischen Curve sind oder nicht, kommt im

Folgenden zunächst nicht in Betracht,

Eine Richtung im Räume (x, y, 0) wird bestimmt durch die Yer- Anaiyt.

hältnisse der Incremente dx, chj, dz, welche die Coordinaten x, y, ^d. Problems,

eines Punktes beim Fortschreiten nach dieser Richtung erfahren. Da
alle einander parallelen Greraden die unendlich ferne Ebene in dem-

selben Punkte treffen, so können wir dx, dy, dz als homogene Punkt-

coordinaten in der unendlich fernen Ebene auffassen (vgl. § 1 des

7. Kap., S. 255). Die Curven K^ und K^ können also analytisch durch

zwei Gleichungen von der Form

(') t-^'('^)=<^' t-'^.(:|)=o

gegeben werden oder auch so:

0') vt~<pSi)=-o, %- 9^2(12) = 0.

Hier bedeuten dann |^, tj^ nicht-homogene Punktcoordinaten der Curve

Kj^ und I27 % nicht-homogene Punktcoordinaten der Curve K^.

Wenn nun die beiden Richtungen, die vom Flächenpunkte j) oder

{x, y, z) in der Tangentenebene nach P^ und Pg gehen, bestimmt sind

durch die Verhältnisse dXj^ : dy^^ : dZj^ bez. dx^ : dy.^ : dz^, so sind diese

Richtungen, wie bekannt, nur dann zu einander conjugiert, wenn

dx^ dx^ • r -\- (dx^ dy.^ -{- dx.^ dy^) • 5 + dy^ dy^ • ^ =
ist, sobald auf der Fläche:
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= ^11. .== ^^^ .
c^z

dx^' cxdy' cy^

ist. Die Forderung lautet daher, wenn mit dSj^ dz^ dividiert wird:

(^) lil^r + (|i% + Igiy,) s + ri^ri^t=0.

Da ferner {dx-^^ : c^f/^ : ^^i) und (^^Cg : dy^ : d^^g) Riclitungen in der

Tangentenebene des Punktes {x, y, z) sein sollen, so muss ausserdem

sein:

dz d z . , ^ -,

wenn üeEtt-, q^^ ist, oder auch:^ ex' oy '

(9) i_^|^_g^^ = 0, l-2)|,-(/% = 0.

Es bestehen somit zwischen ii,%, ^27^27 Pj 2j
'"'

> ^7 ^ ^^^ ^^^^ Gleichungen

(7'), (8) und (9). Aus ihnen lassen sich |j^, t/^^, Ig; % eliminieren. Denn

aus (7') und (9) folgen für 1^, ri^^, %^^ r]^ gewisse Functionen von p
und q, die in (8) eingesetzt eine Gleichung ergeben von der Form:

(10) R(j>, q) r + 2S{p, q) S + T(p, q) t = 0.

Das Problem, alle Flächen zu finden, die hinsichtlich des Linien-

complexes aller Treffgeraden einer (unendlich fernen) ebenen Curve

conjugiert sind, findet mithin seinen analytischen Ausdruck in einer

Partiolle partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form (10), die

frei von x, y, z ist. In ihr sind allerdings die Functionen B, S, T
nicht ganz beliebige Functionen von p, q, obgleich sie von den will-

kürlich zu wählenden Functionen g)^ und 9)3 abhängen. Es ist aber

für die Folge nicht nötig, die Formen von B, S, T genauer zu

kennen.

Beispiel. Beispiel: Sind die Curven K^ und K^ Geraden, etwa die unendlich

fernen Geraden der (a;^)-Ebene und der (y^)-Ebene, so lauten die

Gleichungen (7'):

^, = 0, |, = 0,

sodass sich als partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung einfach

s =
ergiebt. Die Integralflächen dieser Differentialgleichung sind die Flächen:

z = X(x) + Y{y).

Hierin sind X und Y beliebige Functionen von x bez. y allein. Jede

Integralfläche schneidet alle Ebenen parallel der (ic^)- Ebene in con-

gruenten und gleichgestellten Curven und ebenso alle Ebenen parallel

der (t/^;)- Ebene. Sie ist also eine Translationsfläche von besonderer

Art (vgl. S. 361).
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Wir denken uns, es liege ein bestimmtes Curvenpaar K^ und K^

(oder eine einzige Curve K) in der unendlich fernen Ebene vermöge

der Gleichungen (7') vor, und es sei (10) die zugehörige partielle

Diiferentialgleichung zweiter Ordnung unseres Problems. Jede Integral-

fläche enthält zwei conjugierte Scharen von Curven c^, Cg, sodass die

Tangenten der Curven c^ sämtlich K^ und die Tangenten der Curven c^

sämtlich K.^ treffen. Längs einer Curve c^ construieren wir die

Tangenten an die hindurchgehenden Curven q. Sie bilden nach einem

bekannten Satze der Flächentheorie eine Developpabele, und die Er-

zeugenden der Developpabeln treffen die unendlich ferne Curve K.^^.

Hierbei sind zwei Fälle denkbar, erstens der, dass die Developpabele

die Curve Ä^ völlig enthält, zweitens der, dass ihre Greraden nach

einem bestimmten Punkt von K^ gehen. Im ersteren Falle würde es

Developpabeln geben, die sämtlich K^ enthalten und die Integralfläche

berühren, und zwar berührten sie die Fläche nach oo^ verschiedenen

Curven c^ . Sobald also die Integralfläche nicht selbst eine Developpabele

ist, deren Geraden K^ treffen, so folgt, dass in diesem Falle oo^ Deve-

loppabeln gleichzeitig der Curve K^ und der Integralfläche umschrieben

wären. Dies ist jedoch absurd. Mithin liegt der Fall vor, dass jede

der cx)^ Developpabeln aus oo^ Geraden nach einem gemeinsamen Punkt

auf K^ besteht und somit ein Cylinder ist.

Sobald also eine Integralfläche von (10) nicht selbst eine Deve-

loppabele ist, deren Geraden K^ und K^ treffen, so giebt es zwei

Scharen von oo^ Cylindern, welche die Fläche nach den conjugierten

Curven c^ bez. c^ berühren.

Die Coordinaten x, y, z der Punkte einer solchen Integralfläche

können als Functionen zweier Parameter aufgefasst werden; und wir

dürfen insbesondere 1^ und %^ als die Parameter wählen, denn zu jedem

Punkte jp der Fläche gehört ein bestimmter Punkt P^ der Curve K^

und ein bestimmter Punkt V^ der Curve jK'g, und es sind andererseits

P^ und Pg durch |^, %^ nach (7') bestimmt.

Die Curven c^ der Fläche sind nunmehr die Curven %^ = Const.,

da die Cylinder, die der Fläche längs der Curven Cg umschrieben sind,

je einen bestimmten Punkt P^ von K^^ enthalten. Entsprechend giebt

I2 = Const. die Curven q. Nach (7') fergiebt sich also, dass auf der

Integralfläche x, y, z solche Functionen von 1^, I2 sind, dass

dx dy dz c,
/fc \ -.

oder auch;

dx dy dz <. /f- \ 1
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Intogral-
flächeu.

(11)

\dz = Q^ di^ -\- Q^ d^^

ist. Hierin sind q^, q^ noch unbekannte Functionen von 1^, Ig. Stellen

wir die Integrabilitätsbedingungen für die vollständigen Differentiale

dx, dy, dz auf, so kommt:

5i w, ~ ^'

9>i(k)

Da die zweireihigen Determinanten der Matrix:

9i(ii) 9^2(y I

1 1
1

nicht sämtlich verschwinden, weil sonst die Punkte P^ und P^ jedes-

mal zusammenfielen, also die beiden conjugierten Scharen q und c^ in

eine Schar, daher in eine Schar von Haupttangentencurven zusammen-

fielen, und wir somit auf das im ersten Paragraphen behandelte Problem

und damit nach S. 375 auf Developpaheln zurückkämen, so folgt, dass

CQi CQ^ ^
dk. — ai,

'-^ ^

ist. Q^ ist demnach eine Function von 1^ allein und q^ eine Function

von Ig allein. Die Formeln (11) lassen sich alsdann integrieren und

geben:

,=ßSi)d^i +/?2(y^i2-

Die Gleichungen der Integralflächen haben also die allgemeine Form:

(X=QSi)+^2il2),
(12') h/ = ^-p-i(y + '^2(y,

l^ = x,(y + j^(l,).

Setzen wir für Ig alle möglichen Constanten, so ergeben sich lauter

congruente und gleichgestellte Curven auf der Fläche. Dasselbe gilt,
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wenn für 1^ alle möglichen Constanten gesetzt werden. Mithin ent-

hält die Fläche zwei Scharen congruenter und gleichgestellter Curven Trans-

und ist demnach eine Translationsflüche (vgl. § 5 des 8. Kap., S. 361). ffächen'

Umgekehrt: Wählen wir im Räume zwei Curven c. und c, so umkehrung
O 1 J ^l.Betrachtg.

dass ihre Tangenten sämtlich die Curve K^ bez. K^ treffen, anders

ausgedrückt, wählen wir als Curve c^ bez. Cg die Rückkehrcurve einer

abwickelbaren Fläche, die K^^ bez. K.^ enthält, so bestimmen diese

beiden Curven zunächst offenbar eine Translationsfläche, die man erhält,

wenn man beide Curven c^, c^ als starr voraussetzt und alsdann die eine

so an der andern entlang bewegt, dass sie immer dieselbe Stellung

bewahrt. Die beiden Scharen congruenter und gleichgestellter Curven

auf der Fläche sind, wie wir wissen (vgl. S. 362), zu einander con-

jugiert. Da ferner K^ und K^ unendlich fern liegen, so enthalten die

Tangentenflächen dieser Curven sämtlich K^ bez. K.^. Also ist die

Fläche eine Integralfläche unserer partiellen Differentialgleichung zweiter

Ordnung (10).

Die vorhergehende Überlegung vervollständigt dies Ergebnis, indem

sie zeigt, dass diese Construction alle Integralflächen der partiellen

Differentialgleichung (10) liefert. Allerdings schlössen wir oben den

Fall aus, dass die Integralfläche eine Developpabele ist, deren Geraden

K^ und K.2 treffen. Dieser Fall kann, wenn von Cylindern abgesehen

wird, nur dann eintreten, wenn Ä^ und K^ eine irreducibele Curve K
bilden*, dann sind die Developpabeln, die Ä" enthalten, sämtlich Integral-

flächen. Auf ihnen fallen die beiden conjugierten Curvenscharen in die

Schar der geradlinigen Erzeugenden zusammen. Nach den Ergebnissen

des ersten Paragraphen sind diese Developpabeln die Integralflächen

einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, die daher eine

intermediäre Integralgleichung von (10) ist.

Die vorhin angegebene Construction der Translationsflächen kann

dazu dienen, die Integralflächen der partiellen Differentialgleichung ^«^^^^^^

zweiter Ordnung (10) ohne jede Integration zu bestimmen. Eine Ebene j.^^"'^°^«^.^^

nämlich, welche die unendlich ferne Curve K^ oder

oder

berührt, hat, wie man ohne Mühe erkennen kann, eine Gleichung von

der Form:

9i' (li) '^ — y-\- (.(Pi (li) — li (fi '.^i')
^' + ni = 0,
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in der m eine beliebige Constante ist, während x, y, z die laufenden

Coordinaten bedeuten. Diese Ebene berührt die Curve Ky im Punkte

(IjL , 1^1). Wollen wir die Rückkehrcurve q einer Developpabeln haben,

die Ky enthält, so müssen wir oo^ derartige Ebenen auswählen. Dies

geschieht, indem wir für m eine beliebige Function a^i^^ setzen und

%y alle Werte durchlaufen lassen. Die Rückkehrcurve selbst ergiebt

sich, indem wir die Grleichung

9^1'(y^ — 2/ + ispx^ii) — Ix^>iki^))z + «i(ii) =
zweimal nach |j differenzieren:

(fl'X — ly^)yZ + cj/ = 0,

^);"x — (g)/' + lx^>x") ^ + »1" =
und die drei letzten Gleichungen nach x, y, z auflösen. Es kommt:

91
'

.. qpi 9i"Q^i"— (yi>/'+ qpiyi"')tj/ + y/'^<»
i

= y/'^'i"~ 9/"'"/

.

91"' ^'

Analoge Formeln ergeben sich für die Rückkehrcurve c^ einer Deve-

loppabeln, die K^ enthält. Eine Translationsfläche also, die oo^ Curven

enthält, die congruent und gleichgestellt mit q sind, sowie oo^ Curven,

die congruent und gleichgestellt mit c.^ sind, stellt sich so dar:

_il(«pl



Noch sei angemerkt: Man kann fragen, wann die Integralfläche Aige-

(13) algebraisch ist. Sie ist es offenbar, wenn ihre erzeugenden Curven integraifln

c^ und Cg algebraisch sind. Nun bemerken wir, dass wir dadurch, dass

wir passende additive Constante zu den Werten (13) hinzufügen, eine

mit der Integralfläche (13) congruente und gleichgestellte (wenn man
will, eine unendlich benachbarte) Integralfläche erhalten, die sie längs

einer Curve q schneidet. Ist also c^ nicht algebraisch, so schneidet

die Fläche (13) eine congruente Fläche in einer nicht algebraischen

Curve. Sie ist daher ebenfalls nicht algebraisch. Somit sehen wir: Die

Fläche (13) ist dann und nur dann algebraisch, wenn ihre erzeugenden

Curven q, c^ algebraisch sind*).

Wir fassen die Ergebnisse dieses Paragraphen, soweit sie sich auf

den Fall beziehen, dass K^ und K^ eine irreducibele Curve bilden,

zusammen in dem

Theorem 13: Liegt der Liniencomplex vor^ dessen Geraden ^ßesamt-

die Treffgeraden einer unendlich fernen hrummen Curve sind,

dessen Monge'sche Gleichung also die Form hat:

Ergebnis.

'^-^('1) = 0-

so sind alle sum Complex conjugierten Flächen definiert als

die Integralflächen einer gewissen partiellen Differential-

gleichung zweiter Ordnung von der Form:

B{p, q) r + 2S(p, q) S + T(p, q) t = 0.

Zunächst gehören zu den Integralflächen alle Beveloppaheln,

deren Geraden nach der gegebenen unendlich fernen Curve

laufen. Sie erfüllen eine partielle Differentialgleichung erster

Ordnung, die demnach eine intermediäre Integralgleichung

der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist. Alle

übrigen Integralflächen sind die Translationsflächen, deren

erzeugende Curven Rückkehrcurven von Developpabeln sind,

welche die gegebene unendlich ferne Curve enthalten. Diese

Translationsflächen sind dann und nur dann algebraisch, wenn
ihre erzeugenden Curven algebraisch sind.

Beiläufig bemerken wir noch Folgendes:

Wir sind oben in den Gleichungen (10) von besonderer Form einer grossen
Kategorie von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung begegnet, deren
allgemeine Integralflächen Translationsflächen sind, während allerdings die Integral-

*) Wir sehen uns dazu veranlasst, ausdrücklich zu betonen, dass sich auch
die obigen Betrachtungen in voller Allgemeinheit in der früher (S. 376) erwähnten
Abhandlung von Lie aus dem Jahre 1877 finden.
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flächen der intermediären Integralgleichungen erster Ordnung keine Translations-

flächen, sondern Developpabeln sind. Es giebt nun noch eine andere grosse

Kategorie von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren Integral-

flächen Translationsflächen sind. Führt man nämlich auf eine beliebige krumme
Curve c alle C5ü^ Translationen aus, so erhält man eine Schar von oo^ congruenten

und gleichgestellten Cui-ven. Alle Translationsflächen, deren eine Schar von con-

gruenten und gleichgestellten Curven dieser Schar von oo^ Curven angehört, sind

nun, wie wir hier ohne Beweis erwähnen, die Integralflächen einer partiellen

Differentialgleichung zweiter Ordnung. Da die Curve c beliebig gewählt werden
kann, so erhält man hiermit die erwähnte zweite grosse Kategorie.

Zwischen beiden Kategorien bestehen wichtige Beziehungen. Um sie an-

zudeuten , wollen wir mit 2*' = partielle Diff'erentialgleichungen zweiter Ord-

nung von der ersten, mit $ = solche von der zweiten bezeichnen. Liegt dann
eine Gleichung F=Q vor, so giebt es unendlich viele, noch eine willkürliche

Function enthaltende Gleichungen $ = , deren jede mit F = unendlich viele,

von einer willkürlichen Function abhängige Integralflächen gemein hat. Es ist

Darboux, der sich überhaupt zuerst mit Diff'erentialgleichungen, die in einer

Beziehung von der letzteren Art stehen, eingehend beschäftigte.

Schliesslich geben wir noch ohne Beweis an, dass alle Translationsflächen

überhaupt als die IntegraLflächen einer gewissen partiellen DiiFerentialgleichung

vierter Ordnung definiert werden können.

§ 3. Über die Fläclieii, die zu einem tetraedralen Complex
conjugiert sind.

Im vorigen Paragraphen haben wir das Problem, die zu einem

gegebenen Complex conjugierten Flächen zu bestimmen, für den Fall

gelöst, dass der Complex aus allen Treffgeraden einer ebenen Curve

besteht. Jetzt wollen wir dagegen annehmen, es sei ein tetraedraler

Complex vorgelegt.

Als das Tetraeder des Complexes wählen wir die Coordinaten-

ebenen x = 0, y = 0, = und die unendlich ferne Ebene, sodass

die Monge'sche Gleichung des tetraedralen Complexes die in § 1 des

vorigen Kapitels aufgestellte Form

(14) (h — c) X dy dz -{- {c — a) y dz dx -\- (a — b) zdxdy =
hat. Jede Fläche enthält (nach S. 251) zwei Scharen von Curven des

Flächen tetraedralen Complexes. Gesucht iverden alle Flächen, auf denen die

""compL '' beiden Scharen von Complexcurvcn conjugiert sind.

Anal. Form Es ist leicht cinzusehcn , dass dies Problem seinen analvtischen
d. Problems. . ... . .

Ausdruck wiederum in einer partiellen Differentialgleichung zweiter

Ordnung findet. Wenn wir nämlich wie oben mit p, g; ^, s, t die

ersten und zweiten Ableitungen von z nach x und y auf einer Fläche

der gesuchten Art bezeichnen, so sind zwei Richtungen (dx : dy : dz)

und (dx : dy : dz) in einem Punkte der Fläche conjugiert, wenn

(15) r dx dx + s(dx dy + dy dx) -\-tdydy =
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ist, während überdies

(IG) d^ =pdx -\- qdij, ds=pdx-\-qdy

ist. Nun sollen zwei solche conjugierte Richtungen im Punkte (x,y, 0)

auf der Fläche dem durch die Gleichung (14) bestimmten Elementar-

kegel angehören. Es soll also zwei Systeme von Verhältnissen dx'.dy: dz

und dx : dy : 8z geben, für die ausser (15) und (16) die Gleichung (14)

sowie die Gleichung

(17) (h — c)x dy dz-{-(c — a)y dz dx -\- (a — h) z dxdy =
erfüllt ist, und zwar in jedem Punkte (x, y, z) der Fläche. Aus diesen

fünf Gleichungen lassen sich die Grössen dx, dy, dz-^ dx, dy, dz elimi-

nieren, da sie homogen auftreten. Zunächst bleiben nach Elimination

von dz und dz ausser (15) noch die beiden Gleichungen:

(c — a) yp dx^ + [(^ — c) xp -\- (e — a) yq_-\- {p, — V) ^] dx dy -f-

-\- (h — c) xq dy^ = 0,

{e — a) yp dx'- + [(b — c) xp -{- {c — a) yq + {a — b) z\ dx dy +
-\- (b — c) xq dy^ = 0,

aus denen sich die Summe und das Product von -, und „ sofort
dx ox

entnehmen lassen. Setzen wir diese Werte in (15) oder

ein, so ergiebt sich die gesuchte partielle Differentialgleichuug zweiter 'Ps.Tt. -DSg\.

Ordnung unseres Problems:

(18) (b — c) xq r — [(b ~ f-) xp -\- (c — a) yq-\- {a — b) z~] s -\-

+ {c — a) yp t = 0.

Um nun unser Problem, das also analytisch auf das der Integration

dieser partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung hinausläuft, zu

lösen, stellen wir folgende geometrische Betrachtung an:

Betrachten wir eine der gesuchten Flächen %, auf der die Curven
t^Tchtg^n

zweier Scharen c und y einerseits Curven des tetraedralen Complexes,

andererseits conjugierte Curven sein sollen. Unter den Curven c greifen

wir eine bestimmte heraus. Durch jeden ihrer Punkte geht eine Curve y,

und die Tangenten r der letzteren sind jedesmal zu den Tangenten von

c in denselben Punkten conjugiert. Mithin erzeugen diese Tangenten r

der Curven y eine abwickelbare Fläche. Nun sind sie aber auch als

Tangenten von Complexcurven y Geraden des tetraedralen Complexes

und als solche Curven gleicher Gattung (vgl. § 3 des 8. Kap., S. 331).

Lio, Geometrie der Berühruugstransformationen I. 25 [17. XII. 1895.J
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Da sie die Erzeugenden einer abwickelbaren Fläche sind, so umhüllen

sie eine Curve C, die ebenfalls eine Curve des Complexes ist.

Nehmen wir nun die logarithmische Abbildung (des § 5, 8. Kap.)

vor, so verwandelt sich die Developpabele in eine Fläche, auf der cx)^ con-

gruente und gleichgestellte Curven t' (S. 358) liegen— nämlich die Bilder

der Erzeugenden t — , und diese cx)^ Curven umhüllen eine Curve C,

nämlich das Bild der Curve C. Nach den Betrachtungen auf S. 362

bildet sich also die Developpabele als eine Translationsfläche ab, auf

der zwei Scharen von je oo^ congruenten und gleichgestellten Curven

liegen, sodass beide Scharen eine gemeinsame Enveloppe C haben oder

also paarweis parallele Tangenten haben. Die eine Schar besteht aus

den Curven t', die andere aus gewissen Curven ö'. Der tetraedrale

Complex liefert, wie wir wissen, bei der logarithmischen Abbildung

den Complex aller Treffgeraden eines gewissen unendlich fernen Kegel-

schnittes. Da die Tangenten der Curven t' diesem Complex an-

gehören, so gilt dasselbe von den Tangenten der Curven ö'. Also sind

auch die einander congruenten und gleichgestellten Curven (?' Complex-

curven. Ferner haben die oo^ Linienelemente der Curven t' in den

Punkten, in denen die Curven r' eine Curve ö' treffen, sämtlich die-

selbe Richtung.

Kehren wir nun zu unserem ursprünglichen Raum zurück, so

folgt: Die Developpabele, welche die Fläche 3' längs einer Curve c

berührt, enthält ausser den cx)^ Complexgeraden t noch oo^ Complex-

curven ö von gleicher Gattung. Diejenigen Linienelemente der Geraden

T, deren Punkte auf einer bestimmt gewählten Curve 6 liegen, sind

Linienelemente gleicher Gattung.

Die Developpabele enthält nur zwei Scharen von je oo^ Complex-

curven. Es ist aber die auf ihr gelegene Curve c eine Complexcurve. Da

sie der Schar der Tangenten t nicht angehört, so muss sie zur Schar 6

gehören. Also ergiebt sich auch, dass die oo^ Liuienelemente der

Tangenten r, deren Punkte auf c liegen, gleiche Gattung haben. Diese

Linienelemente sind aber zugleich Linienelemente der Curven y.

Es hat sich somit ergeben, dass die oo^ Linienelemente, welche die

Curven y in ihren Schnittpunkten mit irgend einer bestimmt gewühlten

Curve c besitzen, gleiche Gattung haben. Dasselbe gilt natürlich, wenn

man die Curven c mit den Curven y vertauscht.

Anai.ver- In § 3 dcs 8. Kap., S. 327, erkannten wir, dass die damals ein-

Ergebnisse, geführte Grösse t als Coordinate der Gattung desjenigen Linienelementes

{x, y, z, dx : dy : dz) benutzt werden kann, für das
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(19)
1 dx 1 dy 1 dz 1 ^ 1 ^ 1

X dt ' y dt ' z dt «4" t
' h -\- t

' c -\- t

ist. Wir können uns nun auf der Fläche ^ zwei krummlinige Coordi-

naten u und v in der Weise eingeführt denken, dass u = Const. die

Curven der einen Schar c und v = Const. die der andern Schar y an-

giebt. Da dann mit u = Const. bez. v = Const. auch die Gattung der

Linienelemente der zweiten Schar y bez. der ersten Schar c constant

ist, so können wir als Parameter u und v direct die Coordinaten der

Gattung dieser Linienelemente einführen.

Daher müssen sich die Coordinaten x, y, z der Punkte der Fläche

^ so als Functionen von u und v darstellen lassen, dass nach (19)

emerseits:
1 dx

^

X du
'

und andererseits:
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aber selbstverständlich nach (14) ausgeschlossen ist, so ergiebt sich

mit Notwendigkeit, dass

1^ = 1^ =
öv du

ist. Q ist also eine Function U von u allein und ts eine Function V
von V allein. Nun liefert die Integration der Gleichungen (20) sofort:

Integral-
fläche. (21)

^ J a -\- u \/ a -^ V '

^ ^ J b-\-u \J b-\-v '

ümkehrung. Wir behaupten nun, dass diese Gleichungen (21) stets eine der

gesuchten Integralflächen der partiellen Differentialgleichung zweiter

Ordnung (18) darstellen, sobald für U und V zwei beliebige Functionen

von u bez. v gesetzt werden, die nur der einzigen Bedingung unter-

worfen sind, dass sie nicht identisch verschwitiden.

In der That, diese Bedingung ist zunächst notwendig und hin-

reichend dafür, dass die Gleichungen (21) für u= Const. und v= Const.

wirkliche Curven und nicht nur Punkte darstellen. Da a, h und c

nicht alle drei einander gleich sind, so stellen die Gleichungen (21)

fernerhin wirklich eine Fläche dar. Die Curven u = Const. und

V = Const. sind überdies Complexcurven, wegen der Übereinstimmung

mit der in § 3 des 8. Kap., S. 331, aufgestellten allgemeinen Form

(13) der Complexcurven. Es ist also nur noch nötig, zu beweisen,

dass die Curven u = Const. und v = Const. auf der Fläche (21) con-

jugiert sind.

Dies lässt sich so erkennen: Die Linienelemente {x,y,z, dx:dy:dz)

der Curven y oder v = Const. erfüllen nach (21) die Bedingungen, die

sich durch Differentiation nach u ergeben:

dx Udu dy Udu dz Udu
X a-\-u^ y b -\-u' z c -\- u

Also erfüllen die oo^ Linienelemente der oo^ Curven y oder v = Const.,

deren Funkte auf einer bestimmt gewählten Curve c oder u = Const.

liegen, die Proportion

dx dy dz 1 _ 1 _ 1

X ' y ' z a^u'0-\-u'c-\-u'

d. h. sie sind nach (19) Linienelemente gleicher Gattung. Ausserdem

liegen sie auf Complexgeraden. Ziehen wir also in allen Punkten der
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bestimmt gewählten Curve c oder « = Const. die Tangenten t an die

hindurchgehenden oc^ Curven y oder v = Const., so erhalten wir zu-

nächst eine Regelfläche, deren Geraden dem Complex angehören. Bei

der logarithmischen Abbildung geht aus dieser Regelfläche eine Fläche

hervor, die oo^ congruente und gleichgestellte Curven x', die Bilder

der Geraden gleicher Gattung t, enthält und daher eine Translations-

fläche ist. Auf dieser Translationsfläche liegt auch die Curve c, das

Bild von c. Die Curven x' haben in ihren Schnittpunkten mit c' parallele

Linienelemente. Mithin ist c eine Curve der zweiten Schar von oo^

congruenten und gleichgestellten Curven, welche die Translationsfläche

enthält. Da der tetraedrale Complex bei der logarithmischen Abbildung

den Complex aller Treffgeraden eines unendlich fernen Kegelschnittes

liefert, so treffen also die Tangeuten jeder Curve x' und der Curve

c' sämtlich diesen Kegelschnitt. Jede Curve x' hat also mit c paar-

weis parallele Tangenten. Nach den Ergebnissen des § 5 des vorigen

Kapitels auf S. 362 haben daher die Curven x' eine gemeinsame Um-

hüllende C.

Kehren wir zum ursprünglichen Raum zurück, so sehen wir, dass

die oü^ Geraden x eine Curve C, nämlich die Curve, deren Bild C
ist, berühren, sodass sie eine Developpabele bilden. Also ergiebt sich,

dass die Fläche (21) längs einer Curve c oder u = Const. von einer

Developpabeln umhüllt wird, deren Erzeugende die Tangenten x an die

hindurchgehenden Curven v = Const. sind. Daher sind die Curven

u = Const., V = Const. auf der Fläche (21) in der That conjugiert.

Unter den Integralflächen spielen die Developpabeln, die dem

Complex angehören, eine besondere Rolle.

Die Gleichungen (21) würden also alle Integralflächen der par-Ausnai.n

tiellen Differentialgleichung (18) darstellen, wenn wir nicht von vorn-

herein stillschweigend einen Ausnahmefall ausgeschlossen hätten: Wir

nahmen an, dass die auf der Fläche g" gelegenen Scharen conjugierter

Complexcurven c und y von einander verschieden seien. Wenn sie

nun aber zusammenfallen, so müssen sie Haupttangentencurven der

Fläche ^ sein. Aber die Flächen ^, die oo^ Complexcurven als Haupt-

tangentencurven enthalten, sind nach § 1 dieses Kap., S. 371, die

Integralflächen der zur Monge'schen Gleichung (14) gehörigen par-

tiellen Differentialgleichung erster Ordnung, die auf S. 359 unter (52)

aufgestellt wurde. Diese Flächen haben wir auf S. 375 sämtlich be-

stimmt. Die genannte partielle Differentialgleichung erster Ordnung

ist hiernach eine intermediäre Integralgleichung der partiellen Differential-

gleichung zweiter Ordnung (18).
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Bei der logarithmischen Abbildung geht aus der Fläche (21) eine

Translationsfläche

(22)

_ fudu rvdv

__ fUdu^ ,
rVdv

^—Jb + u'^J b-i-v'

^ J c + u'^J c + v

hervor. Indem wir uns daran erinnern, dass die Translationen

die logarithmischen Bilder der projectiven Transformationen

x^ = Ix, y^ = ^y, z^ = vz

sind (nach Theorem 11, § 5 des 8. Kap., S. 367), erkennen wir, dass

wir unsere Ergebnisse so aussprechen können:

Theorem 14; Die Flächen, die zu einem tetraedralen Com-
plexe conjugiert sind, sind die Integralflächen einer partiellen

Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form:

(h — c) xq • r — [{h — c) xp -\- (c — a) yq -j- (a — b) z] s -{-

-\-(c — a)yp-t = 0.

Zunächst gehören zu den Integralflächen alle Flächen, deren

Haupttangentencurven der einen Schar dem Complex angehören.

Diese Flächen, die man sämtlich angehen kann, sind die Inte-

gralflächen einer partiellen Differentialgleichung erster Ord-

nung, die daher eine intermediäre und ztvar singulare Integral-

gleichung der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung
ist. Alle übrigen Integralflächen der partiellen Differential-

gleichung zweiter Ordnung erhält man so: Man wählt zwei

beliebige einander in einem Punkte p schneidende Curven c

und y des Complexes aus und übt auf die eine Curve, etwa

auf y, alle projectiven Transformationen aus, die erstens die

Fcken des Tetraeders invariant lassen und zweitens den Punkt

p von y in beliebige Punkte von c überführen. Der Ort der so

aus y hervorgehenden Curven ist eine Fläche von der gesuchten

Art. Sie lässt zwei Erzeugungen von dieser Art zu.

Log. Abb., Die allgemeinen Integralflächen (21) gehen durch die logarith-

d*^ntrgraifl.mische Abbildung

(23) j = loga;, \) = logy, i
= \ogz,
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wie gesagt, in die Translationsflächen (22) über. Dies Ergebnis konnte

man von vornherein durchaus nicht etwa durch directe Übertragung

der Ergebnisse des vorigen Paragraphen vermittelst der zu (23) in-

versen Transformation ableiten, da ja von vornherein noch gar nicht

feststand, dass eine Fläche, die zum tetraedralen Complex conjugiert

ist, vermöge der logarithmischen Abbildung (23) in eine Fläche über-

geht, die zu dem Complex aller Treifgeraden eines gewissen unendlich

fernen Kegelschnitts conjugiert ist.

Da nun aber die hier gesuchten Flächen factisch durch logarith-

mische Abbildung in diese Translationsflächen übergehen, so können

wir die Ergebnisse des § 5, 8. Kap., die sich auf die Translations-

flächen beziehen (S. 361 u. f.), ohne Weiteres übertragen. Wir erkennen

so, dass auf der Fläche (21) die Curve w = -y, d. h. die Curve*):

(24)

sowohl von den Curven u= Const. als auch von den Curven v= Const.

umhüllt wird. Ihre Tangenten sind demnach zu sich selbst conjugiert;

die Curve tt = v ist folglich eine besondere Haupttangentencurve der Haupttg-

Fläche (21). Offenbar ist sie eine Curve des Complexes.

Da ferner die Parameter u, v auf der Fläche (21) conjugiert sind,

so muss die Differentialgleichung der Haupttangentencurven der Fläche

die Form haben:
a(u, v) du^ -\- ß{u, v) dv^ -^ 0.

In der That ergiebt sich sogar, dass hierin a nur von u und ß nur

von V abhängt. Rechnet man nämlich die Coefficienten von dii^ und

dv^ in der Differentialgleichung der Haupttangentencurven

(25)

C'X
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aus, so ergiebt sich nach (21), dass die erste Determinante den Wert
hat:

1 1 1

UV(U'-U)xy0

{a + u)'
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mation T aus, bei der die Tetraederecken fest bleiben und der Punkt p
in den Punkt p' auf c übergeht, so wird dabei die Curve y in eine

Complexcurve y' auf ^ verwandelt, eben nach, dem Theorem. Anderer-

seits geht dabei die Fläche ^ wieder in eine zum tetraedralen Complex

conjugierte Fläche ^' über, wie wir vorhin sahen, und zwar ist y'

Schnittlinie von ^ und %' . Wenn nun ^ eine algebraische Fläche ist,

so ist auch ^' eine algebraische Fläche, da sie durch die projecMve

Transformation T aus ^ hervorgeht. Die gemeinsame Curve y' ist

demnach ebenfalls algebraisch. Dieser Beweis gilt offenbar für alle

auf der Fläche ^ gelegenen Complexcurven c, y, und damit ist die

obige Behauptung bewiesen*).

Will man also alle algebraischen Flächen finden, die zu dem ge-

gebenen tetraedralen Complex conjugiert sind, so muss man jedesmal

zwei einander schneidende algebraische Complexcurven c und y aus-

wählen. Nun aber ist das Problem, alle algebraischen Curven des

tetraedralen Complexes zu bestimmen, bis heute noch nicht gelöst

worden. Wir beschränken uns daher auf einzelne Beispiele, wie in

§ 3 des vorigen Kap., S. 331 u. f.

In den Gleichungen (21) stellen U(ti) und V(v) nach S. 331

die Gattungen der Complexcurven dar, die auf der Fläche gelegen

sind. Nach (24) ist ausserdem U(u) -\- V(u) die Gattung der Haupt-

tangentencurve i« = v.

Nach § 3 des 8. Kap. giebt die Annahme

^7^77:2, V^2
eine algebraische Fläche mit zwei Scharen von Complex-Kegelschnitten:

X = a\a + uf (a + vf, y = ß\b + iif (b + vf,

, = y\c + uY (c + vf,

die sich auch so schreiben lässt:

aa^



{b + uy
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Setzen wir

so kommt die algebraische Fläche:

mit einer Schar von Complexgeraden und einer dazu conjugierten Schar

von Complexcurven sechster Ordnung. Diese Fläche geht offenbar

aus der Plücker'schen Complexfläche (26) durch die involutorische

Transformation
1 1 1

1 ^ y Jl y } 1 2

hervor. Da hier U -{- V^ — 1 ist, so ist die Haupttangentencurve

u = V eine Complexcurve dritter Ordnung. Sie wird von den 00^

Geraden v = Const. umhüllt. Die vorliegende Fläche ist also die

TangentenfläcJie einer Complexcurve dritter Ordnung: com'itTo

ci § y

die durch die Ecken des Tetraeders geht.

Schliesslich knüpfen wir hier noch eimge Bemerkungen an, indem

wir auf Satz 19, § 5 des 8. Kap., S. 363, zurückgreifen. Unmittelbar

vor jenem Satz war von der Spiegelung an einem Punkte die Rede.

Diese Spiegelung:

l,
-= log /l — l, tj, = log ;[t — l), i,

= log r — 5

im Räume (j, t), 5) geht durch die logarithmische Abbildung

J = log:r, t) = logy,
l
= \og3

aus der involutorischen Transformation:

(27) x,=^\ y, = ^, 0, = -"--

hervor. (Vgl. auch S. 366.) Die involutorischen Transformationen

haben wir auf S. 342 mit J^, J^ . . . bezeichnet. Die involutorische

Transformation (27) lässt den Punkt x = Yk, y = Y^i, z = Yv in

Ruhe.

Hiernach können wir den citierten Satz so aussprechen:

Satz 1: Enthält eine Fläche oo^ Curven c von gleicher Gattung fih. mit

durch einen gemeinsamen Punkt p, so enthält sie noch eine zweite Schar Gaul^dufch

von oü^ Curven von gemeinsamer Gattung, die durch denselben Pmtlct p
^"'^'' ^'^^'

gehen, nämlich die Curven y, die aus den Curven c vermöge der in-

volutorischen Transformation J hervorgehen, die den Funht p fest lässt.
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Sind insbesondere die Curven c Curven des tetraedralen Complexes,

so sind nach Satz 5, § 4 des 8. Kap., S. 343, auch die Curven y Curven

des Complexes. Haben dabei die Curven c die Gattung F(t), so ist

— F(t) die Gattung der Curven y. Letzteres ist schon in Satz 20 des

§ 5, 8. Kap., S. 366, ausgesprochen worden.

Hiervon machen wir nun eine Anwendung auf die Integralflächen

der partiellen Differentialgleichung (18). Es ergiebt sich sofort:

Satz 2: Enthält eine Integralfläche der partiellen Differentialgleichimg

ziveiter Ordnung

(h — c)xq'r~ [(& — c) xp + (c - a) yq + («• — h) z\ s +
(c — a) yp • t =

oo^ Complexcurven c von gleicher Gattung F(t), die sämtlich durch einen

gemeinsamen Punkt (xq, y^, z^ gehen, so enthält sie auch oo^ Complex-

curven y von gleicher Gattung — F{t), die ebenfalls durch jenen Punkt

gehen und aus den Curven c vermöge der involutorischen Transformation

hervorgehen. Diese Transformation führt die Integralfläche in

sich über.

Die Integralfläche (21), auf der die Curven der einen Schar die

Gattung U(ß), die der anderen Schar die Gattung V{t) haben, ist eine

derartige, wenn TJ{t) + Vit) :^ ist. Dies steht damit in Einklang,

dass dann die ausgezeichnete Haupttangentencurve u = v, die alle

Curven u == Const. und v = Const. umhüllt, die Gattung Null hat

und sich daher auf einen Punkt reduciert (nach S. 332). Z. B. die

Annahme:

m ' m

giebt eine derartige und zwar, wenn m eine rationale Zahl ist, eine

algebraische Fläche:

/a 4- w\ '"
/> /& + ^\ '" /c + u\ '«

auf der die conjugierten Complexcurven lauter tetraedral-symmetrische

Curven (S. 333) durch den Punkt:

^0 = «; % -=ß, ^0 = r
sind.

Weitere Man kann unbegrenzt -viele analoge Theorien entwickeln. Um ein Beispiel

Z^"*' zu geben, wollen wir eine Complexgerade (j annehmen und eine Complexcurve c^
u '""«*"

j.Q^g|.j,y£gj.gjj^ (jjg y berührt. Zu dieser Curve c^, deren Gattung etwa F{t) sei,
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giebt es oo^ Curven gleicher Gattung. Von diesen gehen durch einen Punkt

von g deren oü^ und ihre Linienelemente bilden daselbst den Complexkegel , der

auch g enthält. Daraus folgt, dass es eine (oder einige) unter diesen Curven

giebt, die g in einem bestimmten Punkt berühren. Es giebt also insgesamt cx)^

Curven c von der Gattung F{t), die g berühren. Wir können sie dadurch con-

struieren, dass wir die oo^ projectiven Transformationen auf c^ ausüben, welche

die Ecken des Tetraeders fest lassen und je eine der oo^ Tangenten von c^ in g
überführen.

Die so hervorgehenden CX)^ Curven c haben zusammen oo^ Tangenten, und

diese oo* Geraden bilden ein Strahlensystem. Der eine Mantel der Brennfläche

(vgl. S. 270) dieses Strahlensystems ist die von den Curven c gebildete Fläche f^.

Nach Satz 18, § 5 des 8. Kap., S. 362, enthält g noch eine Schar von oo^ Curven

y von gleicher Gattung. Nehmen wir die logarithmische Abbildung wie in § 5

des vorigen Kap. vor, so geht % in eine Translationsfläche über, deren eine Schar

von Erzeugenden eine gemeinsame Enveloppe hat, die daher auch alle Erzeugenden

der zweiten Schar umhüllt (nach S. 362). Daraus folgt, dass auch die Curven y
Curven des Complexes sind und dass die Fläche % eine Integralfläche der par-

tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung (18) ist. Auf ihr ist die Gerade g
die oben (S. 391) besprochene ausgezeichnete Haupttangentencurve. Da ihre

Gattung nach S. 331 gleich 1 ist, während diese Gattung die Summe der Gattungen
der Curven c und der Curven y ist, so finden wir, dass die Curven y die Gattung
1 — F{t) haben.

Auch der zweite Mantel %' der Brennfläche unseres Strahlensystems ist leicht

zu construieren. Ist nämlich l irgend ein Strahl des Systems, d. h. eine Tangente
einer Curve c, und führen wir die Transformation durch reciproke Polaren aus,

welche die Ecken des Tetraeders mit den gegenüberliegenden Flächen und die

Geraden g und l mit einander vertauscht, so geht die betreffende Curve c wieder
in eine Complexcurve e' über, da der tetraedrale Complex zu sich selbst dualistisch

ist (nach § 1 des 8. Kap., S. 314), und zwar wird c' die Geraden g und l eben-
falls berühren. Wie in der Fussnote zu S. 332 gesagt ist, hat c' die Gattung
2 — F{t). Wir haben die Gerade l beliebig aus unserem StrahlenSystem aus-
gewählt gehabt. Die vorstehende Construction lässt sich also auf oo^ Arten aus-

üben. Stets geht dabei eine Curve c in eine Curve c' über, die g berührt. Da
alle c' gleiche Gattung haben und da nur oc^ Curven gegebener Gattung vor-

handen sind, die g berühren, so kommen wir trotzdem nur zu c»^ Curven c'.

Also muss jede Curve c' ausser g noch je oo^ Geraden l des Strahlensystems be-
rühren. Mithin ist die von allen oo^ Curven c' gebildete Fläche %' der zweite
Mantel der Brennfläche des Strahlensystems. Auch dieser zweite Mantel enthält

ausser den cx)^ Curven c' gleicher Gattung 2 — F(t) noch oo^ Complexcurven y'

gleicher Gattung. Ihre Gattung bestimmt sich genau so wie die Gattung der
Curven y auf ^ und ist also gleich 1 — (2 — F{t)) oder F{t) — 1. Ebenso wie
der erste Mantel der Brennfläche ist auch der zweite eine Integralfläche der par-
tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung (18). Die Gerade g liegt augen-
scheinlich auf beiden Mänteln g und g'.

Führen wir die Transformation durch reciproke Polaren aus, welche die

Tetraederecken mit den gegenüberliegenden Ebenen vertauscht und die Gerade g
fest lässt (vgl. S. 813), so geht jede Curve c — aufgefasst als Ort ihrer oo*
Tangenten — in eine Complexcurve von der Gattung 2 — F(t) über, die auch g
berührt, d. h. in eine Curve c', und umgekehrt. Ebenso jede Curve y in eine
Curve y' und umgekehrt. Hieraus darf man aber nicht schliessen, dass die er-

wähnte Dualität den Mantel % mit dem Mantel %' vertauscht. Die Sache liegt

vielmehr so: Jeder Punkt einer Curve c geht in eine Schmiegungsebene einer

Curve c' über, und umgekehrt. Diese Schmiegungsebene ist aber keine Tangenten-
ebene der Fläche g', wohl aber eine Tangentenebeue der Fläche ^, wie man
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leicht allgemein — bei beliebigen Strahlensystemen — einsieht. (Vgl. hierzu
auch Fig. 59, S. 270.) Daher gehen die Punkte von g in die Tangentenebenen
von % über. Der Mantel % bleibt also für sich invariant und ebenso der
Mantel %'.

Hiermit haben wir insbesondere den Satz erhalten:

Satz 3: Alle Complexciirven einer Gattung, die eine Gerade berühren, er-

zeugen eine Fläche, die durch eine Transformation vermöge reciproker Polaren in

sich selbst übergeht *).

Als allgemeine Bemerkung zu den Theorien des vorigen Kapitels und denen
dieses Kapitels fügen wir hinzu, dass sich analoge Theorien für den Fall ent-

wickeln lassen, dass das Tetraeder ausartet.

§ 4. Beziehungen zwischen der Theorie der Translationsfläehen

und dem Abel'schen Theorem.

Die in den beiden vorliergehenden Paragraphen behandelten Probleme

waren in ihrer analytischen Formulierung die Integrationsprobleme ge-

part. Diffgi. -^isser partieller Diiferentialgleichungen zweiter Ordnung, die linear

und homogen in den zweiten Ableitungen r, s t von ^ nach x, y

waren, also die Form hatten:

(28) B{x, y, z, p, q) r + S(x, y, z, p, q) s + T(x, y, z, p,q)t = 0.

Beschäftigen wir uns daher zunächst einmal mit der geometrischen

Deutung einer beliebigen derartigen Gleichung (28).

Wir können sie, wenn wir wollen, auf eine andere Form bringen:

Es giebt nämlich zwei Verhältnisse a^ : ß^ und a^: ß^y ^i^ ^^^^ in. u:v
quadratischen Gleichung:

Bu^ + Suv + Tv- =
genügen. Dabei sind a^^, /S^; a.^, ß^ Functionen von x, y, z, p, q und

es ist

R:S:T=a,a,:(aJ,-\-a,ß,):ß,ß,.

Deshalb lässt sich die partielle Differentialgleichung (28) auch auf die

Form bringen:

(28') a,a, r + (a,ß, + a,ß,) s + ßj, t = 0.

Wenn insbesondere 4jRT — S^ zi^ ist, so fallen beide Verhältnisse

a^ : ßi und «g : /3. zusammen.
Geom. Um nun die Gleichung (28) geometrisch zu deuten, betrachten

wir eine ihrer Integralflächen. Wählen wir einen bestimmten Punkt

(x, y, z) auf der Fläche, so ist damit auch ein bestimmtes Flächen-

element (x, y, z, p, q) ausgewählt, nämlich dasjenige, dessen Ebene die

*) Vgl. Götting. Nachr., Januar 1870, und Verh. d. Ges. d. Wiss. zu

Christiania, April 1872, wo eine grosse Kategorie analoger Theorien angedeutet

wurde.
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Tangentenebene im Punkte (x, y, z) ist. Auf diesem Flächenelement

sind nun zwei Fortschreitunffsrichtungen -, und -—- zu einander con- conjug.
° ^ dx Oy Richtgn.

jugiert, wenn sie der Bedingung genügen:

rdxdx-\- s(dx dy -\- dy öx) -{- tdydy =^ 0.

Vergleichen wir dies mit (28'), so sehen wir, dass

(29) ^=^', '/=^'
^ ' ax ttj ' öx a^

die Bedingung des Conjugiertseins erfüllen. Wir können daher sagen:

Die partielle Differentialgleichung (28) oder (28') ordnet jedem Flächen-

element (x, y, 2, p, q) ztvei Fortschreitungsrichtungen (29) zu. Sie

integrieren heisst, die Flächen bestimmen, auf deren Flächenelementen

die zugeordneten beiden Fortschreitungsrichtungen stets zu einander con-

jugiert sind.

Wenn insbesondere ART— /S^ e^ ist, also ^^ ist, so ordnet speciaifaii.

die partielle Differentialgleichung (28) jedem Flächenelement nur eine

Richtung auf ihm zu (eigentlich zwei unendlich benachbarte), und ihre

Integralflächen sind diejenigen Flächen, auf deren Flächenelementen

die zugeordnete Richtung zu sich selbst conjugiert, d. h. eine Haupt- Haupttg.-
riciits?.

tangentenrichtung ist. Damit kämen wir aber zu dem Problem des

§ 1 zurück.

Liegt ein Liniencomplex vor, etwa dadurch, dass man seine Lin. hom.

Monge'sche Gleichung (vgl. Satz 1, § 1 des 7. Kap., S. 254) angiebt:^. o.', detin.'

0{ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) =^ 0,

so ordnet er jedem Punkt einen Kegel zu. Ein Flächenelement wird

auf dem Kegel, der dem Punkt des Elementes zugeordnet ist, eine

Anzahl Fortschreitungsrichtungen haben. Setzen wir voraus, dass der

Complex nicht linear sei, so sind es mindestens zwei. Suchen wir

nun die Flächen, die zu dem Liniencomplex conjugiert sind, so haben

wir also zu fordern, dass auf jedem Flächenelement einer Integralfläche

zwei dieser Fortschreitungsrichtungen zu einander conjugiert sind. Dies

Problem ordnet sich also dem vorhin besprochenen unter und findet

daher stets seinen analytischen Ausdruck in einer partiellen Differential-

gleichung zweiter Ordnung von der Form (28).

Das Problem dagegen, alle Flächen zu bestimmen, auf denen

die Haupttangentencurven der einen Schar Complexcurven sind, wird

durch eine solche partielle Differentialgleichung (28) ausgedrückt, in

der 4tRT—S'' = ist.
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^zwei'iin
Betrachten wir jetzt ein System von zivei linearen homogenen

Diff 'i^"o
Päi'tieUen Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

R^{x, y, z, p, q) r + S, {x, y, z, p,q)s+ T^ (x, y, z, p,q)t = 0,
(30)

\R,{x, y, z, p, q) r + S^{x, y, z, p, q) s + T,{x, y, z, p,q) t =^ 0.

Wir können dies System auch auf die Form bringen:

'a^a^-r-\- {a,ß, + a,ß,) • s + ß,ß, t = 0.
(30')

[a,a, . r + {a,ß, + a,ß,) • s + ß,ß, t ^ 0.

Hierin sind die a und ß gewisse gegebene Functionen von x, y, z, p, q.

Wenn es eine gemeinsame Integralfiäche beider partieller Differential-

gleichungen giebt, so müssen die beiden Fortschreitungsrichtungen

welche die erste auf einem Flächenelement der Integralfläche bestimmt,

zu einander conjugiert sein, und dasselbe gilt von den beiden Fort-

schreitungsrichtungen

Diese beiden Paare von Strahlen im Punkte (x, y, z) des betreffenden

Flächenelementes bestimmen eine Involution der vom Punkte (x, y, z)

ausgehenden Fortschreitungsrichtungen auf dem Flächenelement. Die

Bestimmng Doppelelemente dieser Involution liefern die beiden Haupttangenten.

Unser System (30) von zwei partiellen Differentialgleichungen zweiter

Ordnung ordnet also jedem Flächenelement zwei Fortschreitungs-

richtungen zu (nämlich jene Doppelelemente), und eine Fläche ist

dann und nur dann eine gemeinsame Integralfläche , wenn die einem

Element der Fläche zugeordneten beiden Richtungen stets die beiden

Haupttangentenrichtungen sind.

Selbstverständlich wird bei diesen Betrachtungen vorausgesetzt , dass

die Paare von Fortschreitungsrichtungen, die einem Flächenelement

von den beiden Differentialgleichungen zugeordnet werden, von ein-

ander verschieden seien. Dies ist aber der Fall, wenn die beiden

Ditferentialgleichungen selbst von einander verschieden sind.

Die Frage, ob die beiden partiellen Differentialgleichungen (30)

überhaupt gemeinsame Integralfiächen haben, wollen wir zunächst nicht

integrab- Weiter erörtern. Es sei nur bemerkt, dass man die Bedingungen der
Bedinggn.

Integrabüität durch mehrmalige Differentiation der Gleichungen nach

X und y erhält, indem man untersucht, ob die hervorgehenden Glei-

chungen einander auch nicht widersprechen.
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Wir wollen jetzt voraussetzen, dass die Coefficienten i?^, S^, ^i ; ^^''Jl/pi'rt

'

B.2, S^, T2 der Gleichungen (30) von x,y,2 frei seien. Dann sind die ^»"'ß^

beiden Haupttangentenrichtungen, die das System (30) einem be-

liebigen Flächenelement zuordnet, unabhängig von dem Punktort des

Flächenelementes, d. h. sie sind für parallele Flächenelemente ebenfalls

parallel. Daraus folgt, dass, wenn eine Fläche eine gemeinsame

Integralfiäche ist, alsdann auch jede solche Fläche, die aus ihr durch

irgend eine Schiebung oder Streckung hervorgeht, d. h. die mit der

einen Fläche ähnlich und ähnlich gelegen ist, den beiden partiellen

Differentialgleichungen (30) genügt. Zu einer Fläche giebt es aber

gerade oo^ ähnliche und ähnlich gelegene, vorausgesetzt, dass die

Fläche keine Kegelfläche ist.

Es hat sich somit ergeben:

Satz 4: Haben zwei partielle Differentialgleichungen ztveiter Ordnung <^* ivtesr&i-
flu.

von der lorm:

ll,(p, q) r + S,(p, q) s + T,(p, q)t = 0,

E,{p, q) r + S,{p, q) s -^ T,(p, q) t =
im Baume (x, y, z) eine gemeinsame Integralfläche, die kein Kegel

ist, so haben sie sicher oo* gemeinsame Integralflächen. Diese Flächen

sind einander ähnlich und ähnlich gelegen.

Da die beiden einem Flächenelement durch das System (30) zu-

geordneten Haupttangentenrichtungen im jetzigen Problem für parallele

Elemente ebenfalls parallel sind, so folgt, dass das jetzige Problem

auch so ausgesprochen werden kann:

Gegeben ist das sphärische Bild der Haupttangentencurven; ^eswc^if sphär. siid

werden alle Flächen, deren Haupttangentencurven dies gegebene sphärische curveu.

Bild haben.

Wir specialisieren nun das Problem noch mehr: Wir setzen compiexe

voraus, die beiden partiellen Differentialgleichungen (30) sollen in der geraden

oben (S. 378) angegebenen Weise zu zwei Liniencomplexen gehören, curven.

deren jeder aus allen Treffgeraden einer unendlich fernen Curve be-

steht. Wie wir damals gesehen haben, stellt sich alsdann jede der

Gleichungen (30) in der Form dar, dass die Coefficienten B, S, T
nur p und q enthalten. Wir führen dies näher aus und bemerken

hier vorweg, dass nicht cylindrische Developpabeln als Integralflächen

von vornherein ausgeschlossen sind.

Es mögen | und ri die Werte von ^^ und
J^

bedeuten, sobald

wir irgend eine Fortschreitungsrichtung {dx : dy : dz) im Räume
% Lie, Güoinotrle der Berüliruugstrausf'ormationeii I. 26 [3.1. 1896.J
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betrachten, sodass also zu allen parallelen Fortschreitungsrichtungen

dieselben Werte ^ und rj gehören. Die Grössen |, rj können mithin wie

früher als die Punktcoordinaten desjenigen Punktes der unendlich fernen

Ebene aufgefasst werden, in dem sich die Geraden aller parallelen

Fortschreitungsrichtungen {dx : dy : dz) treffen.

Ein Liniencomplex, der aus allen Treffgeraden einer unendlich

fernen Curve K besteht, kann nun durch die Gleichung dieser un-

endlich fernen Curve in | und rj definiert werden. Die Ebene eines

Flächenelementes {x, y, z, p, q) trifft die unendlich ferne Curve in

mehreren Punkten, unter denen wir zwei, etwa P^, Pg, auswählen,

sodass die Richtungen vom Punkte (x, y, z) nach diesen beiden Punkten

Pj und P^ hin jene beiden Richtungen sind, die durch die zugehörige

partielle Differentialgleichung als conjugierte Richtungen definiert

werden. Wie in § 2 spielt es auch hier zunächst gar keine Rolle,

ob die beiden unendlich fernen Punkte P^, Pg auf einer irreducibelen

Curve K oder auf zwei einzelnen Curven liegen. Wir nehmen daher

vorerst an, der Punkt P^ oder (|^, t]^ sei ein Punkt der unendlich

oder:

ebenso der Punkt Po oder {^^^ y]^ ein Punkt der unendlich fernen

Curve K^ oder

% — 9^2(12) ^0;

sodass also der betrachtete Complex aus allen Treffgeraden der un-

endlich fernen Curve

[^1 — 9^1(11)] [% — <)P2(l2)] = ^

besteht. Auch sei vorausgesetzt, dass P^ nicht stets mit Pg zusammen-

fallen, d. h. dass nicht stets %^^^%^^ ^1 = % ^6^-

Entsprechend bestehe der zweite Complex aus allen Treffgeraden

der unendlich fernen Curve

und wir setzen voraus, dass nicht stets I3 = I4, % = >/4 sei.

Nun sollen erstens die Richtungen (dXj^:dy^:dz^) und (dx^idy^'.dz^),

die nach den Punkten {^^, 7]^) und (Ig, rj^) gehen, conjugierte Richtungen

auf dem Flächenelement (x, y, z, p, q) sein. Da

(31) dx^ : dy^ : dz^ = l^ : t^^ : 1 , dx.^ : dy., : dz^ = I2 • V->
1

ist, so haben wir also zu fordern:

(32) ^, t, r + (I, ,,, + l, rj,) s -\- rj,rj,t = 0.

Analog fordern wir zweitens:

(33) lal.r + {^j^ + ^^7j,)s + %rjj = 0.
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Da die Richtung (dx^ : dy^ : d0j) auf der Fläche liegen soll, so
^'^p'^J^^j^

fordern wir

(?^i
— P d^i — 9' dy^ =

oder nach (31):

1 —p^i — qvi = 0-

Eine Fläche also, die so beschaffen ist, dass in jedem Punkte die

beiden durch ihn gehenden Tangenten, die zu dem einen Complex

gehören, und ebenso die beiden durch ihn gehenden Tangenten, die

zu dem anderen Complex gehören, zu einander conjugiert sind, ist

mithin eine gemeinsame Integralfläche der beiden partiellen Differential-

gleichungen zweiter Ordnung, die aus (32) und (33) hervorgehen,

wenn l^, r]^'^ 12?% 5 is? %5 ^n V4.
vermöge der acht Gleichungen

daraus eliminiert werden.

Das alsdann vorliegende Problem ordnet sich den oben betrachteten

allgemeinen Problemen unter, und man sieht, dass die Coefficienten

von r, s, t in den hervorgehenden partiellen Differentialgleichungen in

der That nur von p, q abhängen.

Wir wollen annehmen, dass die beiden hervorgehenden partiellen

Differentialgleichungen diese seien:

^ '
^

UäP, ?) '• + S,(P, <l) 5 + T,{p, q)t = 0.

Nach den gemachten Voraussetzungen ist dabei weder AB^T^ — S^^

noch 47illj — S/ identisch Null. Wie wir aus den früheren all-

gemeinen Überlegungen (S. 398) ersehen, können wir die Gleichungen

(35) immer auf die Form bringen:

a,a,r + (a,ß, + a,ß,) s + ßj,t = 0,

\a,a,r + (a,ß, + a.^O s + ß,ßj = 0,

in der die a und ß Functionen von p, q allein sind. Übrigens können

wir, wie der Vergleich mit (32) und (33) lehrt, annehmen, dass all-

gemein «,- der Wert |; ist, der sich aus (34) als Function von jp, q

ergiebt, d. h. dass a, die Function ist, die der Gleichung

1 — ^J«/ — q(pi{ai) =
genügt. Entsprechend ist dann ßi die Function von p, q, die durch

26*
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definiert ist. Die Ui, ßi sind also nichts anderes als die 1,, ri,, aus-

gedrückt als Functionen von p^ q.

Unser Problem, das System (35) von simultanen partiellen Diffe-

rentialgleichungen zweiter Ordnung zu integrieren, hat nach den Er-

n)^ut°™d
gebnissen des § 2 eine einfache geometrische Bedeutung. Damals sahen

Problem»,
^jj.^ (jj^gg ^[q Integralflächeu einer partiellen Differentialgleichung, etwa

der ersten, diejenigen Translationsflächen sind, deren beide Scharen von

erzeugenden Curven solche Flächen zu Developpabeln haben, welche

die unendlich ferne Curve % = cpi(^i) bez. 7^2 = ^2(^2) enthalten. Die

gemeinsamen Integralflächen der beiden Gleichungen (35) sind dem-

nach Translationsflächen mit vier Erzeugungen durch je 00^ congruente

und gleichgestellte Curven. Die Tangenten der Curven der einzelnen

Scharen gehen dabei nach den vier gegebenen unendlich fernen Curven.

Aus Satz 4 ersehen wir, dass das System (o5), sobald es über-

haupt eine nicht kegelförmige Integralfläche zulässt, deren sicher 00^

hat. Dies leuchtet auch geometrisch ohne weiteres ein, da die zu

einer Translationsfläche ähnlichen und ähnlich gelegenen Flächen wieder

Translationsflächen sind, deren Erzeugende Tangenten parallel zu den

Erzeugenden der ursprünglichen Fläche haben.

Wir können aber noch mehr erkennen: Differenzieren wir die

beiden Gleichungen (35) partiell nach x und partiell nach y, so er-

geben sich vier Gleichungen, die in den dritten Ableitungen von z

linear sind. Ihre Determinante lautet:
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(Xq, iJq) durch vier Constanten geben , sind die andern beiden zweiten

Ableitungen von durch (35) und nach dem Vorhergehenden auch alle

höheren Ableitungen an der Stelle (x^, y^) gegeben, sodass die Reihen-

entwickelung bestimmt ist. Mithin enthält sie nur vier willkürliche
uögjjgtgjjg

Constunten, d. h. es kann höchstens cx;'* Integralflächen von (35) geben. **^°*^''K'"'*'"

Sobald also die Determinante z/ -\z ist und das System (35)

mindestens eine nicht developpabele Integralfläche hat, so hat es gerade

oü^ nicht developpabele Integralflächen, und zwar sind sie alle einander

ähnlich und ähnlich gelegen.

Bilden wir die Determinante ^ insbesondere für die Form (35')

des Systems (35), so kommt:

•
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sammenfallen, so werden also unter der Bedingung A z' : alle vier

durch die beiden Gleichungen (35') oder (35) dem Flächenelement

zugeordneten Richtungen von einander verschieden sein.

Wir haben gesehen, dass das System von partiellen Differential-

gleichungen (35) unter der Voraussetzung z/ ^{- 0, die wir in allem

Folgenden machen, gerade oo* Integralflächen zulässt, sobald es wenigstens

eine hat. Es fragt sich nun aber, ob die Gleichungen (35) überhaupt

eine gemeinsame Integralfläche haben können. Da das ganze Problem

gegeben ist, sobald die vier unendlich fernen Curven

gegeben sind, so erhebt sich also die Frage, wie diese Curven ge-

wählt werden müssen, damit die beiden Gleichungen (35) eine ge-

meinsame Integralfläche zulassen.

Hat man diese Frage beantwortet, so lassen sich die Integral-

flächen selbst, wie wir sehen werden, leicht angeben. Die gestellte

T^ra^naifl'
Frage deckt sich also mit dem Problem, alle TranslationstUichen mit

E^zeJg^n
^^^^^ Erzeugungen durch congruente und gleichgestellte Curven zu 'be-

stimmen.

Aus früheren Ergebnissen können wir entnehmen, dass die beiden

partiellen Differentialgleichungen (35) in der That unter Umständen

eine gemeinsame Integralfläche — und also deren oo^ — haben. Wenn
wir nämlich annehmen, dass die beiden partiellen Differentialgleichungen

(35) zu den beiden Complexen gehören, die aus allen Treffgeraden

zweier unendlich femer Kegelschnitte K^ und K^ bestehen (vgl. Fig. 70,

S. 357), so werden die Curven 7]^ = (pi{^i) und 7]^ = 952(^2) Zweige

des einen Kegelschnittes K^ und die Curven 7]^ = q)^ (I3) und tj^ = cp^ (I4)

Zweige des anderen Kegelschnittes sein. Wäre nun eine Fläche zu diesen

beiden Complexen conjugiert, so würde die Tangentenebene eines Punktes

p der Fläche die unendlich ferne Ebene in einer Geraden g schneiden,

die mit K^ die beiden Punkte P^ und P^, mit K^ ^i^ beiden Punkte

Pg und P4 gemein habe. Die Haupttangenten des Punktes p mögen

die unendlich ferne Ebene in H^ und K^ treffen. Es müssten i/^ und

Hc, die Punktepaare P^, Pg und Pg, P^ harmonisch trennen. Nach

einem Satze von Desargues aber schneiden alle Kegelschnitte des

von Äj und K^ bestimmten Büschels die Gerade g in den Punkte-

paaren einer Involution. Man sieht also, dass H^, H^ auch das durch

einen beliebigen Kegelschnitt des Büschels auf g bestimmte Punkte-

paar harmonisch trennen. Daraus folgt, dass eine Fläche, die zu

den beiden vorhin erwähnten Complexen conjugiert wäre, überhaupt zu



§ 4. Beziehgn. zwisch. d. Theorie d. Translationsfin. u. d. AbeFschen Theorem. 407

jedem der oo^ Complexe conjugiert wäre, deren jeder aus allen Treff-

geraden eines Kegelsclinittes des Büschels besteht. Wenn es also im

vorliegenden Fall überhaupt gemeinsame Integraltlächen der beiden

partiellen Differentialgleichungen (35) giebt, so müssen sie oo^ Sdiaren

von je oü^ congnienten und gleichgestellten Curven enthalten. Solche mit oci

Flächen haben wir aber in § 5 des 8. Kap., S. 364, gefunden, nämlich

diese

:

(3(i) Äe-"^ + Be!^ + (7e^ + D = 0.

Sie stehen in der That in der hier besprochenen Beziehung zu

allen Kegelschnitten eines Büschels.

Das Problem, alle Translationsflächen mit vier Erzeugungen durch
"^""^^^jf^-

je oü^ congruente und gleichgestellte Curven zu bestimmen, lässt sich
p^^^^f^^^-

allgemein lösen. Wir gehen jedoch hier nicht näher darauf ein und

beschränken uns auf einige Andeutungen: Da das Problem darauf

hinauskommt, die vier unendlich fernen Curven

(37) Vi = 'Pi(ii), V2 = 9>{k), V:',
= 9^siid, Vi = 9^Si)

zu finden, so liegt es in der Natur der Sache, dass sich die Integra-

bilitätsbedingungen des Systems (35) als Gleichungen darstellen werden,

die nur die |, t? und ihre Ableitungen enthalten. Man könnte leicht

erkennen, dass sie die Ableitungen nur bis zu denen von zweiter

Ordnung enthalten. Es lässt sich nun aber zeigen, wie wir ohne

Beweis mitteilen, dass sich nur eine Integrabilitätsbedingung ergiebt

und dass sie aussagt, dass die vier unendlich fernen Curven Ztveige
^^^^^J^^^l,,^

einer irreducibelen oder zerfallenden Curve vierter Ordnung sein müssen *). *•
°-

Dass umgekehrt, sobald die Curven (37) Zweige einer Curve

vierter Ordnung sind, das System (35) oder (35') in der That Lösungen

besitzt, kann man ableiten aus dem Abel'sehen Theorem, angewandt auf ^'j^^i'^ches
-' '--' Theorem.

das Schnittpunktsystem einer beweglichen Geraden g mit der festen

Curve vierter Ordnung. Es sei nämlich in den oben eingeführten

Punktcoordinaten |, ri

(38) F{^, ri) =
die Gleichung der unendlich fernen Curve vierter Ordnung. Wir

schneiden die Curve mit einer Geraden und lassen diese sich bewegen,

bis sie in eine Endlage g kommt, in der die vier Schnittpunkte die

*) Seit 1869 hat sich Lie in einer Reihe von Arbeiten mit den Translations-

fiächen beschäftigt, vgl. insbesondere Archiv Ibr Math, og Naturv. 1882 und
Comptes Rendus 114 Bd., 1892, S. 334. Auf seine Veranlassung vrarden unter

Leitung von Sehe ffer s eine Reihe von Modellen zu den Translationsflächen

mit vier bez. oo^ Erzeugungen im Math. Institut der Univ. Leipzig angefertigt.
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Abei-ache AbscissGii 1^, l^, 1,, ^^ haben. Bilden wir darauf die drei Abel'schen

1. Gattg. Integrale erster Gattung:

I I ^

(39)
n^^ _ ^(^)^

rnp _ ^(^)^
rd^ _ ^^^^^

a b c

indem wir dabei immer zwischen | und t] die Relation (38) voraus-

setzen, so sagt das Abel'sche Theorem aus, dass bei passender Wahl
der Anfangswerte:

0(10 + 0(y + ^(y + o{i,) = 0,

x{i,) + X(|,) + X(|3) + X(|,) =
ist. Mithin liefern die Gleichungen:

[a; = 0(y + a)(y,

(40) t/ = 5r(y + ^(y,
U = X(|,) + X(^,)

dieselbe Fläche wie die Gleichungen:

U" = -x(y-x(y,
während die Form dieser Gleichungen lehrt, dass wir es mit einer

Translatimisfläclie zu thun haben, die demnach vier Scharen von je oo^

congruenten und gleicJigestellten Curven enthält, nämlich:

1^ = Const., I2 =^ Const., I3 = Const., I4 == Const.

Nach (39), (40) und (40') ist hier:

|^:|^^=O'(i.):^'(i0 = i,

Da aber |, und 7^-, die Relation (38) erfüllen, so ist hiermit verificiert,

dass die Fläche (40), (40') eine gemeinsame Integralfläche der beiden

partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung (35) oder (35') ist

für den Fall, dass zwischen den «,, ß,- (oder |/, t],) die Relation vierten

Grades

F{a,,ß,) = (/=1,2,3,4)

festgesetzt wird, also für den Fall, dass die vier unendlich fernen

Curven eine Curve vierter Ordnung bilden.
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Aus der Translationsfläche (40) oder (40') erhalten wir alle oo*

Translationsflächen mit je vier Erzeugungen, die zu der gewählten

Curve vierter Ordnung F(i,, rj) = gehören, wenn wir auf sie eine

allgemeine Ähnlichkeitstransformation ausüben.

Offenbar geht die Fläche (40) oder (40') durch Spiegelung am
Anfangspunkte in sich über, denn die Gleichungen (40) und (40')

geben, wenn in ihnen |^ und l., ein gemeinsamer Wert und 1^ ^^^ ^4

ein gemeinsamer Wert erteilt wird, zwei Punkte der Fläche, deren

Coordinaten einander entgegengesetzt gleich sind, also zwei Punkte,

deren Mitte der Anfangspunkt ist.

Eine jede der cx)* gefundenen Flächen hat folgende Eigenschaft:

Construieren wir in einem Punkte p der Fläche die Tangentenebene,

so schneidet sie die unendlich ferne Ebene in einer Geraden g, die mit

der Curve vierter Ordnung (38) vier Punkte P^, F^, P^, P^ gemein

hat. Alsdann sind i^P^, pP<i, pP^, pP^ Tangenten, von denen etwa

_pPj und pPg und ebenso pP^ und pP^ zu einander conjugiert sind.

Zerfällt die Curve vierter Ordnung in eine Curve dritter Ordnung
^^^^^^l^^^^-

und in eine Gerade, so liegt etwa P^ auf der Geraden, d. h. die Er-

zeugenden I4 = Const. auf der Fläche haben lauter Tangenten, die

eine feste unendlich ferne Gerade treffen und sind daher eben. Ist

die Gerade insbesondere eine Wendetangente der Curve dritter Ordnung,

so sind diese ebenen Erzeugenden Parabeln, wie sich leicht zeigen lässt.

Zerfällt die Curve vierter Ordnung in zwei Kegelschnitte K^ und K^,

so sind zwei Fälle denkbar. Entweder liegen die beiden Punkte

P^, Pg, die zu conjugierten Tangenten pP^ und pP^ gehören, auf

dem einen und also die beiden anderen Punkte Pg, P^ auf dem
anderen Kegelschnitt, oder aber P^, Pg liegen auf K^ und Pg, P4 auf

Xg. Im ersteren Falle zeigt sich, dass aus dem Satz von Desargues,
wie oben dargethan wurde, folgt, dass die betreffenden Flächen un-

endlich viele Scharen von je oc^ congruenten Curven enthalten, ent-

sprechend den 00^ Kegelschnitten des von K^ und K^ bestimmten

Büschels, während dieser Schluss im zweiten Fall unrichtig wäre.

Der erstere Fall liefert, wie gesagt, die Flächen (36). Sie entprechen

der Annahme des Büschels von Kegelschnitten:

(1 +x) 1^-1-^7? = 0.

Eine Translationsfläche geht femer bei linearer Transformation des

Raumes {x, y, z) wieder in eine Translationsfläche über. Bei einer

derartigen Transformation aber wird die unendlich ferne Ebene in

sich und zwar projectiv transformiert. Aus der Gleichung (36) gehen
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daher die Flächen, die zu einem beliebigen unendlich fernen Büschel

gehören j durch lineare Transformation hervor. Wählt man insbesondere

das Büschel:

das aus dem vorhergehenden durch imaginäre projective Transfor-

mation in i,,ri hervorgeht und das den Kugelkreis (für x = 0) enthält,

^Mtaimlm^ so wird man auf die ScherJc 'sehe Minimalfläehe geführt , die in ihrer

einfachsten Gestalt so lautet:

.
sin a;

~"
sin 2/'

Die Scherk'sche Minimalfläche enthält daher oc^ Scharen von je oo^

congruenten und gleichgestellten Curven.

Das Kegelschnittsbüschel kann auch ausarten. Ist z. B. das Kegel-

schnittsbüschel gegeben durch

r + ^^ = X,

g
Minimal-^ so kommt man zur 3Iini7nal- Schraubenfläch c:

z = arc tg " •

In der That enthält diese oo^ Scharen von je oo^ congruenten und

gleichgestellten Schraubenlinien. Je oc^ solche liegen nämlich auf oo^

congruenten Rotationscylindern, welche die Axe der Schraubenfläche

als Erzeugende enthalten.

Das Büschel von Kegelschnitten:

I' + ^-»f + 3^ =
yi^^y'^^'j^ liefert die bekannte Cayley 'sehe Begelfläche dritter Ordnung in der Form:

1/ -f 2xy — 2^ = 0.

Wenn die Curve vierter Ordnung (38) in zwei Kegelschnitte zer-

fällt und der vorhin erwähnte zweite Fall eintritt, dass P^, P^ auf

verschiedenen und ebenfalls P.^, P^ auf verschiedenen Kegelschnitten

liegen, ergeben sich Translationsflächen mit nur vier Erzeugungen

durch je cx>^ congruente und gleichgestellte Curven, nämlich die schon

in § 5 des 8. Kap., S. 364, besprochenen Flächen:

Äe'-'+' -f Be'+^ -f Ce^'+y + Ze^ + Me^ + Ne' = 0.

Hierher gehören ferner die aus diesen durch lineare Transformation

des Raumes (x, y, z) hervorgehenden Flächen sowie die Ausartungen

dieser Flächen, die bei specieller Wahl der beiden Kegelschnitte her-

vorgehen.

Ca
Regelfl
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Wir formulieren unsere Ergebnisse als

Theorem 15: Ist F(|, yj) = die Gleichung einer irredu-

cibelen oder zerfallenden Curve vierter Ordnung und wird

gesetzt, so stellen die Gleichungen:

eine Fläche dar, die in vier verschiedenen Weisen durch Trans-

lation je einer Curve erzeugt werden Icann.

Wir merken hier nocli Folgendes an: Die Minimalflächen können

definiert werden als die Flächen, die conjugiert sind zu dem Complex

aller Minimalgeraden, d. h. aller Treifgeraden des Kugelkreises. Sie

gehören daher auch zu den Translationsflächen, indem sie durch Trans-

lationsbewegung einer Minimalcurve längs einer anderen Minimalcurve

hervorgehen. Man kann nun nach den Minimalflächen fragen, die noch
^"fnTehff

in anderer Weise Translationsflächen sind, also noch zwei Scharen
J;'\^"f„^g

congruenter und gleichgestellter Curven enthalten. Nach dem Vorher- la^onofl.

gehenden gelangt man zu ihnen, wenn die unendlich ferne Curve

vierter Ordnung in den Kugelkreis und noch einen Kegelschnitt zer-

fällt. Dies erklärt, dass oben die Scherk'sche Minimalfläche und die

Minimal- Schraubenfläche auftrat.

Man kann auch die Aufgabe erledigen, alle algebraischen Flächen

zu finden, die vier Scharen congruenter und gleichgestellter Curven

enthalten. Der Vollständigkeit halber bemerken wir ausdrücklich, dass

alle Cylinder und insbesondere die Ebenen in unendlich vielen Weisen

als Translationsflächen aufgefasst werden können.

Kapitel 10.

Beziehung zAvischen Sätzen über (reraden und Kugeln.

Das gegenwärtige Kapitel ist das tvichtigstc dieses ganzen Bandes.

Wir entwickeln nämlich darin eine Reihe von Theorien, die eine ganz

hervorragende Bedeutung haben und die uns im zweiten Bande in

ausgedehntem Masse wieder beschäftigen werden. Einige unter den

wichtigsten Ergebnissen dieses Kapitels deuten wir hier an:

Zunächst bestimmen wir alle conformen Funkttronsformationen des

Raumes, wodurch wir zu dem von Liouville zuerst aufgestellten Satze
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über diese Transformationen gelangen. Dabei benutzen wir solche

Methoden, deren Ausdehnung auf Räume von beliebig vielen Dimen-

sionen wir allerdings in diesem Bande noch nicht geben, dem Leser

aber doch nahe legen. Sodann wenden wir uns zu einer schon öfters

untersuchten Beziehimg zivisclien den FunUen des Raumes und den

Kreisen der Ebene. Insbesondere finden wir, dass die conformen

PunJcUransformationen des Raumes denjenigen Berührungstransforma-

tionen der Ebene entsprechen, die jeden Kreis in einen Kreis über-

führen.

Darauf kommen wir durch gewisse Überlegungen, die wir hier

nicht weiter andeuten wollen, zur Betrachtung des Gleichungensystems:

x + ir +xz+z = 0,

x{X--iY)— Z ~y =
in den beiden Wertsystemen x, y, z und X, F, Z und zeigen, dass es

eine ew^-emdeutige Beziehung zwischen den Linienelementen der beiden

Monge'schen Gleichungen

X dy — ydx-\-dz =
und

dX'^ + dY-' -^dZ^ =
bestimmt. Die erstere Gleichung ist die eines linearen Liniencomplexes

im Räume (x, y, z), die letztere definiert den Complex aller Minimal-

geraden des Raumes (X, Y, Z). Es ergiebt sich, dass durch jenes

Gleichungensystem auch ein em-emdeutiges Entsprechen zwischen den

Curven des linearen Complexes und den Minimalcurven des Raumes

(X, Y, Z) hergestellt wird.

Hieraus leiten wir darauf eine ein-ztveidentige Beziehung zwischen

den Flächenelementen in den beiden Räumen {x, y, z) und (X, Y, Z)

ab, bei der die Flächenelemente einer Fläche im einen Räume den

Flächenelementen einer Fläche im anderen Räume entsprechen, wobei

aber Curven und Punkte als Ausartungen von Flächen auftreten.

Insbesondere den Flächenelementen einer Geraden des Raumes

(x, y, z), d. h. den Flächenelementen, deren Punkte auf der Geraden

liegen und deren Ebenen die Gerade enthalten, entsprechen dabei die

Flächenelemente einer Kugel des Raumes (X, Y, Z).

Hiermit wird ein merkwürdiger Zusammenhang zwischen der Geometrie

der Geraden und der Geometrie der Kugeln hergestellt, der allerdings erst

im zweiten Bande eingehender untersucht werden soll. Hier beweisen

wir aber wenigstens noch das wichtige Theorem, nach dem den Haupt-

tangentencurven einer Fläche im Räume {x, y, z) die Krmnmungslinien

der zugeordneten Fläche im Räume (X, Y, Z) entsprechen.
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Anhangsweise führen wir schliesslich noch den Begriff: Verein

von Linienelementen im Räume ein und zeigen, dass eine Transfor-

mation der Linienelemente des Raumes, die jeden Verein in einen Verein

überführt, notwendig eine Punkttransformation ist.

§ 1. Die conformen Punkttransformationen des Raumes. Abbildung

der Kreise der Ebene als Punkte des Raumes.

Zuerst beabsichtigen wir, den Begriff: conforme Punkttransfor-

mation im Räume aufzustellen und dann alle derartigen Transforma-

tionen zu bestimmen. Dabei aber ist es zum besseren Verständnis

zweckmässig, alle conformen Punkttransformationen der Ebene, die

jeden Kreis in einen Kreis verwandeln, vorher zu bestimmen. Deshalb

wollen wir uns zuerst hiermit beschäftigen.

Es mögen x, y gewöhnliche rechtwinklige Punktcoordinaten in

der Ebene bedeuten. Eine Punkttransformation

x^ = (p{x,y), y^ = -il^(x,y)

heisst dann conform, wenn sie in den kleinsten Teilen ähnlich ist, d. h.,9''"^^'^"''^-

deutlicher ausgesprochen, wenn sie so beschaffen ist, dass die von

einem Punkte (x, y) ausgehenden Bogenelemente bei der Transfor-

mation in ihrer Länge nur um einen zwar vom Punktorte (x, y),

nicht aber von der Richtung der Bogenelemente abhängigen Factor

geändert werden. Analytisch ausgedrückt heisst also die Punkttrans-

formation dann und nur dann conform, wenn sie eine Gleichung von

der Form

(1) dx,' + dy,' = q(x, y) {dx' + dy^)

nach sich zieht, in der q ein von x, y allein abhängiger Factor ist.

Ist dies der Fall, so wird jede unendlich kleine Figur vermöge der

Transformation in eine solche neue Figur übergeführt , die der ursprüng-

lichen ähnlich ist, denn man kann leicht nachweisen, dass eine der-

artige Transformation auch den Winkel, den zwei von einem Punkte

ausgehende Bogenelemente mit einander bilden, ungeändert lässt, dass

sie also winkeltreu ist. Wir brauchen auf diese bekannten Dinge hier

nicht näher einzugehen.

Da sich die Gleichung (1) mit Hülfe der imaginären Einheit i

auch so schreiben lässt:

d(Xi + iyj) d{x^ — iy^) = Qd{x -f iy) d(x — iy),

so bestehen vermöge der conformen Transformation entweder zwei

Gleichungen von der Form:

(2) x^ -f iy^ = ^{x-]- iy), x^ — ?>, = W{x — iy)
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oder zwei Gleichungen von der Form:

^1 + «>i = 0{x — iy), x^ — iy^ = W{x + iy).

Wir beschränken uns auf den ersten Fall (2)^ in dem jede unendlich

kleine Figur in eine gleichsinnig ähnliche übergeht. Der zweite Fall,

in dem jede unendlich kleine Figur in eine ähnliche von entgegen-

gesetztem Sinn verwandelt wird, lässt sich ja durch eine Umklappung

der ganzen Ebene auf den ersten Fall zurückführen. Soll nun die

Transformation (2) überdies reell sein, so müssen ^ und W dieselben

Functionen ihres Argumentes sein. Dadurch kommt man zu der be-

kannten Darstellung der conformen Transformationen:

^1 + *2/i = ^(^ + '^y), ^1 —iy^ = 0(x — iy).

Ist X(x, y) der reelle und i Y(x, y) der imaginäre Teil der Function

^(x -\- iy), so kann man die Transformation auch so schreiben:

^1 = x(^, y), yt = 'Y{^, y)'

Im Jahre 1779 bestimmte Lagrange*) alle conformen Abbildungen

der Rotationsflächen auf die Ebene, insbesondere der Kugel auf die

Ebene und damit implicite alle conformen Punkttransformationen in

der Ebene. Femer löste er die Aufgabe, die Kugel so conform auf

die Ebene abzubilden, dass sich jeder Kreis auf der Kugel als Kreis

abbildet. Es erhellt, dass er damit auch das Problem gelöst hat, die

conformen Punkttransformationen in der Ebene zu bestimmen, die jeden

Kreis in einen Kreis überführen. Gauss hat 1822**) die naheliegende

Verallgemeinerung gegeben, beliebige Flächen conform auf einander ab-

zubilden, eine Verallgemeinerung, die für die Flächentheorie von Be-

deutung geworden ist.

Für unsere Zwecke ist es nötig, die von Lagrange bestimmten

conformen Transformationen besonderer Art aufzustellen, die Kreise in

Kreise verwandeln. Wir schlagen dabei jedoch einen anderen Weg ein.

conf. Trf. Wir stcUeu uns also die Aufgabe, alle die conformen Punkttrans-
i d. Ebene, o '

-^r •

die Kreis i. formationen der Ebene zu, hestimmen, die jeden Kreis in einen Kreis

überführen. Unter diesen Transformationen sind uns von vornherein

mehrere bekannt. Offenbar gehören hierher alle Translationen oder

*) Lagrange, Sur la comtruction des cartes geographlques. Nouveaux
Mem. de l'Acad. de Berlin 1779, S. 161. Siehe auch Oeuvres 4. Bd., S. 635.

**) Gauss, Allgemeine Auflösung der Aufgabe, die Teile einer gegebenen

Fläche auf eine andere gegebene Fläche so abzubilden, dass die Abbildung dem
Abgebildeten in den kleinsten Teilen ähnlich loird. Preisschrift, geschrieben 1822,

veröff. i. d. Astron. Nachr. 3. Heft, 1825, S. 1, siehe auch Werke, 4. Bd., S. 189.

Die Bezeichnung: conform führte er in seinen Untersuchungen über Gegenstünde der

höheren Geodäsie., Gott. Abh. 1844, auch Werke 4. Bd. (daselbst insbes. S. 262) ein.
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Schiebungen und alle Rotationen, also alle Bewegungen der Ebene in

sich, femer alle ÄhnlichJceüstransformationen sowie insbesondere die

wichtigen Transformationen durch reciprohe Madien (vgl. 3. Beispiel,

§ 1 des 1. Kap., S. 6). Wir werden sehen, dass die allgemeinste hier-

hin gehörige Transformation durch eine Aufeinanderfolge der soeben

genannten besonderen Transformationen ersetzt werden kann.

Es sei nämlich C irgend eine conforme Transformation der Ebene,

bei der jeder Kreis in einen Kreis übergeht. Wir wählen einen be-

liebigen Punkt p in der Ebene aus. Er wird vermöge C in einen

Punkt py übergehen:

Nun giebt es auch eine Translation T, die p nach p^ bringt:

{p)T={pd.

Die zu ihr inverse Translation T~^ bringt p^ nach p-.

Es wird also:

{p)CT-^ = {p,)T-^ = {p),

d. h. die Aufeinanderfolge von Cund T"^ führt den Punkt p schliesslich

wieder in sich über, lässt ihn also invariant. Da C und T~^ beide con-

form sind und da sie beide jeden Kreis in einen Kreis verwandeln,

so erhellt, dass auch die Transformation, die ihrer Aufeinanderfolge

CT~^ äquivalent ist, conform ist und jeden Kreis in einen Kreis über-

führt. Es sei nun B eine Transformation durch reciproke Radieu,

deren Pol der Punkt p ist. Betrachten wir dann die Aufeinanderfolge

der vier Transformationen:

RCT-^R.

Da sie alle vier conform sind und jede alle Kreise immer wieder in

Kreise verwandelt, so ist die Transformation, die der Aufeinanderfolge

äquivalent ist, ebenfalls conform, und sie verwandelt jeden Kreis

in einen Kreis. Aber sie hat nun einige besondere Eigenschaften.

Zunächst können wir sie so schreiben:

R(CT-')R.

Eine beliebige Gerade g wird durch jR in einen Kreis durch den Pol p
übergeführt (siehe S. 7). Da p bei C T~^ fest ist und da CT-^ jeden

Kreis in einen Kreis verwandelt, so geht der soeben erhaltene Kreis

bei CT~^ wieder in einen Kreis durch p über. Wenn wir auf diesen

Kreis schliesslich R ausüben, so geht er in eine Gerade über. Also

folgt, dass die conforme Transformation, die der Aufeinanderfolge

RCT~^^R äquivalent ist und die jeden Kreis in einen Kreis überführt
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insbesondere jede Gerade in eine Gerade verwandelt. Eine Trans-

formation aber, die jeden Kreis in einen Kreis und insbesondere jede

Gerade in eine Gerade überführt, verwandelt, wie bekannt ist, jede

Figur in eine ähnliche Figur. Sie ist also eine Ahnlichkeitstrans-

formation, d. h. sie besteht in einer Drehung der ganzen Ebene um
einen festen Punkt, in einer gleichzeitigen Vergrösserung aller von

diesem Punkt ausgehender Radienvectoren nach einem constanten Ver-

hältnis und eventuell einer Umklappung der Ebene. Sie sei mit Ä
bezeichnet. Unser Ergebnis wird nun durch die symbolische Gleichung

dargestellt: .

Da die Transformationen durch reciproke Radien involutorisch sind,

also die Aufeinanderfolge RB die Identität liefert, so erhalten wir,

wenn wir in der symbolischen Gleichung auf beiden Seiten links und

rechts den Factor R hinzufügen:

OT-i = MAB.

Multiplicieren wir beiderseits rechts mit T, so kommt schliesslich:

C = BÄBT,
in Worten: Die gesuchten conformen Transformationen lassen sich

darstellen als Folgen der schon oben erwähnten besonderen Trans-

formationen. Die Translation T ist ein Specialfall der allgemeinen

Ähnlichkeitstransformation. Ferner ist zu beachten, dass wir factisch

gar keinen Gebrauch davon gemacht haben, dass die betrachteten

Transformationen conform sind. Wir haben nur das benutzt, dass sie

Kreise in Kreise überführen. Also können wir den Satz aussprechen:

Satz 1: Jede solche Bankttransformation in der Ebene, bei der

jeder Kreis in einen Kreis übergeht, lässt sich als eine Aufeinanderfolge

von Ähnlichheitstransformationen und Transformationen durch reciproke

Badien darstellen und ist daher auch conform.

Besond. Wir können dem Satz noch eine speciellere Form geben. Da

solchen Trf. nämlich B alle Geraden in Kreise durch den Pol p verwandelt, da

diese Kreise bei A in alle Kreise durch den Punkt p' übergehen,

für den

{p)A^{p')

ist, da ferner B alle Kreise durch p' in alle Kreise durch den Punkt p"

transformiert, für den

(p')B = (p")

ist, und da endlich T diese letzteren Kreise in alle Kreise durch den

Punkt verschiebt, für den
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ist, so folgt, dass die Aufeinanderfolge BART oder also C alle oo^

Geraden der Ebene in alle <x>'^ Kreise durch einen gemeinsamen Punkt

verwandelt

Wir wählen nun eine Transformation durcli reciproke Radien JB^,

die gerade diesen Punkt zum Pol hat. Die Aufeinanderfolge CR^

führt dann jede Gerade in eine Gerade über, da ja jR^ alle Kreise

durch wieder in Geraden verwandelt. Diese Aufeinanderfolge ist also

einer Ähnlichkeitstransformation A-^ äquivalent. Also ist:

CI{, = A,

oder, wie durch beiderseitiges Hinzufügen des rechten Factors li^^ her-

vorgeht:

(3) C=A^R,.
Wir heben hierbei hervor, dass die Transformation durch reciproke

Radien Rj^ durch ihren Pol nicht völlig bestimmt ist. Vielmehr

muss noch angegeben werden, welchen constanten Wert das Product

aus dem ursprünglichen und dem transformierten Radiusvector von

aus haben soll. Offenbar können wir ihn in der vorhergehenden Be-

trachtung beliebig, aber bestimmt wählen. Wir wählen ihn gleich

der Einheit (wie auf S. 6). Wir nennen dann R^ eine Transformation

mit dem Grundkreis vom Radius Eins, weil der Kreis um mit

diesem Radius bei J?^ punktweis invariant bleibt. Nunmehr sprechen

wir das durch die Formel (3) ausgedrückte Ergebnis so aus:

Satz 2: Jede solche Punkttransformation der Ebene, bei der jeder

Kreis in einen Kreis übergeht, ist conform und der Aufeinanderfolge

einer Ähnlichkeitstransformation und einer Transformation durch reciproke

Radien mit dem Grundkreis vom Radius Eins äquivalent.

Hieraus können wir entnehmen, wieviele derartige Transformationen

vorhanden sind: Zwei solche Transformationen:

C=A,R^ und C' = A^R^
sind nämlich dann und nur dann mit einander identisch, wenn

A^R^ = a;r;
oder also, wie durch beiderseitige Hinzufügung des linken Factors

A{~^ und des rechten Factors R^ hervorgeht, wenn:

r^r; = a-'a;
ist. Nun hat R^ den Pol 0, und JR/ möge den Pol 0' haben. Eine

Gerade geht bei R^ in einen Kreis durch über, dieser bei R^ in

einen Kreis durch den Punkt U, der aus vermöge R^ hervorgeht,

für den also

Lie, Geometrie der Berühruiigatrangformationen I. 27 [4.1. 1896.]
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(0)i?; = (f7)

ist. Also geht eine Gerade bei i?^E/ in einen Kreis durch U über.

Andererseits geht eine Gerade bei A^~^ A^ offenbar wieder in eine

Gerade über. Also kann die obige symbolische Gleichung nur dann

richtig sein, wenn die Kreise durch U Geraden sind, d. h. wenn U
unendlich fern liegt, mit andern Worten, wenn B,^ den Punkt ins

Unendlichferne transformiert und daher auch der Pol von B,^ ist.

Dann aber sind M^ und i?/ mit einander identisch, sodass (4) ergiebt:

\ = ac^a;
oder

A = A',

also auch C= C . Also sehen wir: Zwei Transformationen G == A^B^

und C= A^ ü^ sind dann und nur dann mit einander identisch, wenn

A^ = Ai und Bj^ = i?/ ist.

Daraus folgt, dass die allgemeinste Transformation C= A^B^

von gerade so vielen wesentlichen Parametern abhängt, als A^ und B^

zusammen. Nun ist jede gleichsinnige Ähnlichkeitstransformation A^

bestimmt durch den Drehpunkt, der von zwei Coordinaten abhängt,

durch die Amplitude der Drehung und durch das constante Ver-

grösserungsverhältnis der Radienvectoren , d. h, sie hängt von vier

wesentlichen Parametern ab. Offenbar hängen die ungleichsinnigen

Ähnlichkeitstransformatiouen von ebensovielen Parametern ab. Es giebt

also oo"^ Ähnlichkeitstransformationen A^. Die Transformation durch

reciproke Radien B^ ist bestimmt, sobald ihr Pol gegeben ist, also

durch zwei wesentliche Parameter. Mithin folgt:

Anzahl Satz 3: Es giebt in der Ebene gerade oo^ Punkttransformationen,

die jeden Kreis in einen Kreis überführen und daher auch conform sind.

Biese Transformationen sind ein- eindeutig.

Das Letztere folgt unmittelbar daraus, dass die Ähnlichkeitstrans-

formatiouen und die Transformationen durch reciproke Radien ein-

eindeutig sind.

Anal. Nebenbei sei hier angegeben, wie sich diese Transformationen analytisch
Darsteiig. darstellen: Wenn wir

X + iy ~. iV, «1 -f" il/i rr= W^

setzen, so giebt die Gleichung:
tv^ = Aw -f -B

alle Ähnlichkeitstransformationen an, während:

1

a\ = - -, ~

-

IV -\- a

unter anderen alle Transformationen durch reciproke Radien liefert. Führen wir

zwei solche Transformationen nach einander aus, so ergiebt sich als die Trans-
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formation, die der Aufeinanderfolge äquivalent ist, eine Transformation von der

allgemeinen Form:

_ Äv^_B
^"' ~ Cw + D

oder:

. A{x + iy) + -B

Hierin können J., B, C, D beliebige complexe Constanten sein.

Während wir uns in der Ebene auf die Betrachtung derjenigen

conformen Punkttransformationen beschränkt haben, die jeden Kreis

in einen Kreis überführen, wenden wir uns jetzt zur Betrachtung und

Bestimmung aller conformen PunMtransformationen des Raumes üher-
^°Raum'''

hau2)t. Wir werden nämlich finden, dass sich üe Sache im Räume

insofern wesentlich anders stellt, als eine conforme Transformation des

Raumes stets jede Kugel in eine Kugel überführt. Daraus werden wir

dann schliessen, dass die Gesamtheit aller conformer Punkttransfor-

mationen im Räume von einer endlichen Anzahl von Parametern ab-

hängt, während sie in der Ebene nach (2) von zwei willkürlichen

Functionen abhängt.

Es mögen X, Y, Z gewöhnliche rechtwinklige Punktcoordinaten

im Räume bedeuten. Eine Punkttransformation

(4) X, = I(X,Y,Z), Y, = ^{X,Y,Z), Z, = B{X,Y,Z)

im Räume heisst conform, wenn sie wiederum die oben für den Fall

der Ebene (S. 413) angegebene Eigenschaft hat, analytisch ausgedrückt,

wenn sie eine Gleichung von der Form

(5) dX,' + d r/ + dZ,' = q{X, Y, Z) (dX' -i-dY'-i- dZ')

nach sich zieht, in der q ein von X, Y, Z allein abhängiger Factor

ist. Wie in der Ebene, so lässt sich auch im Räume analytisch zeigen,

dass die conformen Transformationen winJceltreu sind, d. h. dass der

Winkel zweier von einem Punkte ausgehender Bogenelemente bei ihnen

nicht geändert wird. Mit dem sehr einfachen Nachweis halten wir

uns hier nicht auf.

Die Bedingung (5) für die conformen Transformationen (4) können

wir auch anders aussprechen: Die Monge'sehe Gleichung ^

^i

(6) dX^^dY^ -^dZ^ =
geht bei einer conformen Transformation wegen (5) über in:

(7) dX^^ + dY^^ -\-dZ;'==Q),

sie bleibt demnach bei den conformen Transformationen invariant.

Umgekehrt, wenn eine Punkttransformation (4) die Monge'sche

Gleichung (G) in (7) überführt, so ist sie conform. Denn da dX^,d Yi,dZ^

Mougo'sohe
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vermöge der Gleichungen (4) lineare homogene Functionen von dX,

dY, dZ sind, so kann die Gleichung (7) nur in der Weise vermöge

(4) aus (6) hervorgehen, dass die linke Seite von (7) die Form (5) hat.

Die Integralcurven der Monge'schen Gleichung (6) sind die (imagi-

nären) Curven von der Länge Null, die Minimalcurven. Wir können

daher sagen:

Satz 4; Eine Punkttransformation:

X, = X(Z, r,Z), Y, = ^{X,Y,Z), Z, = ^{X,Y,Z)

ist dann und nur dann conform, wenn sie die Monge'sehe Gleichung

dX'-\-dY-'-\-dZ' =
invariant lässt oder, was dasselbe sagt, wenn sie jede Minimalcurve in

eine Minimalcurve überführt.

Die Monge'sche Gleichung (6) hat nach § 1 des 7. Kap. oo^ Ele-

mentarkegel und definiert oo* Flächenelemente. Sind X, Y, Z die

Coordinaten des Punktes eines Flächenelementes und sind die Richtungs-

cosinus der Normalen der Elementebene proportional P, Q und — 1 , so-

dass X, Y, Z, P, Q die Coordinaten des Flächenelementes sind, so

werden die 00"^ durch die Monge'sche Gleichung (6) definierten Flächen-

elemente gegeben durch die Gleichung:

(8) 1 + P' +Q' = 0.

In der That haben wir ja schon an der angegebenen Stelle die vor-

liegende Monge'sche Gleichung als Beispiel (S. 255 u. 262) genauer

besprochen und dort die Gleichung (8) aufgestellt.

Eine Punkttransformation, die conform ist, also die Monge'sche

Gleichung (6) in sich überführt, verwandelt jeden Elementarkegel der

Gleichung in einen ebensolchen. Die Flächen, die von den Elementar-

zugeii, p. kegeln berührt werden, sind die Integralflächen der partiellen Differential-

' ^ ^ gleichung erster Ordnung

und es ist daher selbstverständlich, dass die conformen Punkttrans-

formationen auch diese partielle Differentialgleichung (8') invariant

Die Integralflächen der partiellen Diflerentialgleichung (8') sind,

wie wir wissen (vgl. S. 264), die Developpabeln, deren Erzeugende

Minimalgeraden sind. Eine conforme Punkttransfbrmation führt also

jede Developpabele, deren Erzeugende Minimalgeraden sind, in eine

eben.solche Fläche über.
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Die Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung (8') sind

die cx)3 Minimulgeraden. Aus den Betrachtungen auf S. 264 geht her-

vor, dass die Charakteristiken die einzigen Curven sind, durch die un-

endlich viele Integralflächen gehen; denn wählt man irgend eine Curve

im Räume, so sind die hindurchgehenden Integralflächen die Deve-

loppabeln, die dem Kugelkreis umschrieben sind und die zugleich die

Curve enthalten. Solcher Developpabeln giebt es aber nur dann un-

endlich viele, wenn die Curve selbst eine Minimalgerade ist. Da nun

eine conforme Punkttransformation jede Integralfläche von (8') wieder

in eine Integralfläche überführt, so muss sie jede Curve, durch die

unendlich viele Integralflächen gehen, wieder in eine solche Curve

verwandeln. Also geht jede Minimal^era^e in eine Minimslgerade über.

Wenn umgekehrt eine vorgelegte Punkttransformation des Raumes

(X, Y, Z) jede Minimalgerade in eine Minimalgerade verwandelt, so

führt sie jeden Kegel, der von Minimalgeraden gebildet wird, in einen

ebensolchen über. Diese Kegel sind aber in ihren Spitzen identisch

mit den Elementarkegeln der Monge'schen Gleichung (6). Also lässt

die Transformation die Monge'sche Gleichung (6) invariant und ist

daher conform. Hiermit hat sich ergeben:

Satz 5: Eine Punhttransformation des Baumes ist dann und nur Trf. a.

dann conform, wenn sie jede Minimalgerade in eine Minimalgerade geraden

iiberführt.

in eben-
solche.

Die einzigen Flächen, die zwei Scharen von Minimalgeraden ent-

halten, von denen sie doppelt überdeckt werden, sind die Kugeln.
^^J^*)^'

Mithin folgt, dass eine conforme PunMransformation jede Kugel in

eine Kugel überführt*). Insbesondere wollen wir unter einer Nullkugel

eine Kugel verstehen, auf der beide Scharen von Minimalgeraden zu-

sammenfallen, d. h. einen Kegel, dessen Erzeugende Minimalgeraden

sind, der also den Kugelkreis enthält. Diese Kegel sind in ihren

Spitzen identisch mit den vorhin besprochenen Elementarkegeln der

Monge'schen Gleichung (6), und wir wissen also, dass eine conforme

Transformation jede Nullkugel in eine Nullkugel überführt. Analytisch

wird eine Nullkugel durch eine Gleichung von der Form

(X - af -f (Y- bf + (Z - c)^ =
dargestellt.

Umgekehrt, wenn eine vorgelegte Punkttransformation des Raumes

jede Nullkugel in eine Nullkugel verwandelt, so ist sie nach dem

Trf. der
Nullkugeln.

*) Hierin unterscheiden sie sich wesentlich jvon den conformen Punkttrans-

formationen der Ebene. Vgl. die entsprechende Bemerkung auf S. 419.
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Vorhergehenden conform. Man kann dies auch so einsehen: Wenn
zwei Nnllkugeln einander längs einer Curve berühren, so ist die Curve

eine Minimalgerade. Da nun die Punkttransformation einander be-

rührende Nullkugeln in ebensolche überführt, so verwandelt sie jede

Minimalgerade in eine Minimalgerade und ist deshalb nach Satz 5

conform. Wir haben also gefunden:

Satz 6: Eiite Punkttransformation des Baumes ist dann und nur

dann conform, wenn sie jede Nullhugel in eine Nullkugel überführt. Als-

dann führt sie auch jede Kugel in eine Kugel und jede Minimalgerade

in eine Minimalgerade über.

Liegen zwei conforme Punkttransformationen C^ und C^ im Räume
vor, so ist ihre Aufeinanderfolge C-^^C^ einer einzigen Punkttrans-

formation äquivalent, die augenscheinlich ebenfalls conform ist. Die

Gesamtheit aller conformen Punkttransformationen hat also die Eigen-

schaft, dass die Aufeinanderfolge zweier stets wieder einer dieser Trans-

formationen äquivalent ist, d. h. die Gruppeneigenschaft. Daher:

Satz 7: Alle confornmi Punkttransformationen des Baumes bilden

eine Gruppe*).

Um nun alle conformen Punkttransformationen des Raumes zu

bestimmen, können wir einen Weg einschlagen, der ganz analog dem

ist, der uns in der Ebene zu allen den conformen Transformationen

führte, die jeden Kreis in einen Kreis verwandeln. Es liegt dies einer-

seits darin, dass die conformen Transformationen im Räume an sich

jede Kugel in eine Kugel überführen, und andererseits darin, dass uns

auch im Räume von vornherein solche Transformationen bekannt sind.

Es sei hierbei darauf hingewiesen, dass es unter diesen Transformationen

solche giebt, bei denen jede unendlich kleine Figur in eine von ent-

gegengesetztem Sinn ähnliche übergeht, bei denen also drei zu einander

senkrechte Bogenelemente, die von einem Punkt ausgehen, in solche

drei zu einander senkrechte Bogenelemente verwandelt werden, dass

das von den ersteren bestimmte Axenkreuz mit dem von den letzteren

bestimmten nicht consentiert. Dieser Fall ist aus dem anderen Fall,

wo beide Axenkreuze consentieren, dadurch ableitbar, dass man nach

*) Dass ein analoger Satz in der Ebene gilt, ist klar. In der Ebene ist

aber die Gruppe nach unserer Terminologie unenflh'ch, während sie im Räume
endlich ist, da die Gesamtheit aller conformen Transformationen des Raumes nur
von einer endlichen Anzahl von Parametern abhängt, wie wir sehen werden. Wir
fi'igeu hinzu, dass die Gruppe sowohl in der Ebene als auch im Räume eine ge-

mischte ist, indem sie in zwei getrennte continuierliche Scharen von Transfor-

mationen zerfällt.
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der betreffenden Transformation noch eine Spiegelung des ganzen Raumes

an einer Ebene vornimmt.

Bekannt sind unter den conformen Transformationen des Raumes ^^^^^IJ,^*«

zunächst die Translationen und Rotationen, also die Bewegungen des

Raumes und — diese umfassend — allgemein die Ähnlichkeitstrans-

formationen. Eine allgemeine Ähnlichkeitstransformation des Raumes be-

steht, wie wir als bekannt voraussetzen dürfen, aus einer Vergrösserung

aller von einem Punkt ausgehenden Radienvectoren nach einem con-

stanten Verhältnis und aus einer darauf auszuführenden Rotation um
eine durch jenen Punkt gehende Axe. Hierzu kann noch eine Spiegelung

an einer Ebene treten. Schliesslich gehören noch die Transformationen x,f. durch

durch reeiproke Eadien hierher. Diese sind wie in der Ebene definiert:
'"°''^'^'^'®°'

Es ist ein Punkt 0, der Pol der Transformation, bestimmt zu wählen.

Dann wird der beliebige Punkt p in den Punkt p^ übergeführt, der

auf dem Strahle Op liegt und zwar so, dass das Product Op • Op^

einen gegebenen constanten Wert hat. Es ist bekannt, dass diese

Transformationen durch reciproke Radien jede Kugel in eine Kugel

überführen und daher nach dem Früheren conform sind. Insbesondere

führen sie jede Ebene in eine Kugel durch den Pol und auch jede

Kugel durch den Pol in eine Ebene über*).

Es sei nun C eine conforme Punkttransformation des Raumes. Besti^img.

. , ^ . .
aller conf.

Wir wählen einen beliebigen Punkt p aus. Er wird durch C in einen Trfu.

neuen Punkt p^ übergeführt werden:

Es giebt eine Translation T, die ebenfalls p nach p^^ führt, sodass die

inverse Translation T^^ wieder p^ nach p bringt:

(ih) T - = (/)).

Es ist daher — wie oben, S. 415, in der Ebene — :

(p)CT-^ = (p).

Der Punkt p bleibt also bei der Aufeinanderfolge CT~~^ fest. Nun

*) Zur Ergänzung der Anmerkung zu S. 6 fügen wir, z. T. nach Cliasles'
Mapport, noch hinzu, dass Bellavitis (Annali delle scienze del regno Lombardo-
Veneto, 6. Bd., 1836, S. 126) der erste zu sein scheint, der die Beziehung durch
reciproke Eadien wirklich als eine Transformation der Ebene aufgefasst hat. Er
bemerkte auch, dass sie sich auf den Raum ausdehnen lasse. Stubbs zeigte

1843, dass die Transformation durch reciproke Eadien im Baume die Krümmungs-
linien einer Fläche in ebensolche auf der neuen Fläche überführt (Philosophical

Magazine, 23. Bd., 1843, S. 338). W. Thomson (Lord Kelvin) erkannte die

grosse Bedeutung dieser Transformation für die Potentialtheorie (Journ. d, Mathdm.
pures et appl. 12. Bd., 1847, S. 256).
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sei R eine Transformation durch reciproke Radien, die den Punkt p
zum Pole hat. Betrachten wir dann die Transformation, die der Auf
einanderfolge

RCT-^R
oder:

E(CT~')R

äquivalent ist. Da E, C, T—^ sämtlich conform sind, so ist auch

diese Transformation conform. Eine Ebene geht vermöge R in eine

Kugel durch p über, diese Kugel vermöge CT~^ in eine neue Kugel

durch Pj da p bei CT~^ invariant ist, und endlich die letztere Kugel

vermöge R in eine Ebene. Die betrachtete conforme Transformation

verwandelt also jede Ebene schliesslich wieder in eine Ebene und ist

daher eine Ähnlichkeitstransformation A:

RCT-^R = A.

Hieraus folgt wie oben (S. 416):

C=RART
und somit analog dem Satz 1 der

Satz 8: Jede conforme Punkttransformation des Raumes lässt sich

als eine Aufeinanderfolge von ÄhnlicJikeitstiransformationen und Trans-

formationen durch reciproJce Radien darstellen.

Auch diesem Satz können wir eine speciellere Form gehen: Es

gehe nämlich j) bei A in p', femer p' bei R in p", endlich p" bei T
in über:

(p)A = (p'), (p')R = (p"), (p")T={0).

Jede Ebene geht bei R in eine Kugel durch p über, diese Kugel

hiemach bei A in eine Kugel durch p', letztere bei R in eine Kugel

durch p" und endlich diese Kugel bei T in eine Kugel durch über.

Also führt RART oder C alle Ebenen in Kugeln durch einen gemein-

samen Punkt über. Ist nun wieder — wie oben, S. 417, in der

Ebene — R^ die Transformation durch reciproke Radien, deren Pol

ist und bei der das con staute Product der Radienvectoren von nach

den ursprünglichen und den transformierten Punkten etwa den Wert

Eins hat, sodass also i?^, jwie wir uns wieder kürzer ausdrücken, die

Grundkugel vom Radius Eins hat, so wird CR^ alle Ebenen in Ebenen

verwandeln, d. h. eine Ähnlichkeitstransformation A^ sein, sodass wir

auch hier erhalten:

CR, = A„
woraus sofort folgt:

C = A,R^.
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Es gilt daher analog dem Satze 2 der

Satz 9 : Jede conforme Punkttransformation des Raumes ist der Besondere

Aufeinanderfolge einer Ähnliclikeitstransformation und einer Transfor- oonf. Trfn.

mation durch reciproke Radien, deren Grundkreis den Radius Eins hat,

äquivalent.

Wie oben im Falle der Ebene, S. 417, lässt sich auch hier be-

weisen, dass zwei conforme Transformationen C=J.j^i?^ und 0'= ^/!?/

nur dann zusammenfallen, wenn einzeln Ä^^ mit Ä/ und R^ mit R^'

identisch ist. Der Unterschied im Beweis besteht nur darin, dass jetzt

Ebene und Kugel anstelle von Gerade und Kreis zu sagen ist. Hier-

nach können wir auch sofort die Zahl der wesentlichen Parameter be-

stimmen, von denen eine allgemeine conforme Transformation im Räume

abhängt. Eine gleichsinnige Ahnlichkeitstransformation Äj^ ist be-

kannt, sobald man kennt: erstens die Coordinaten des Punktes, von dem

aus alle Radienvectoren vergrössert werden, zweitens das constante

Vergrösserungsverhältnis, drittens die beiden Bestimmungsstücke der

durch jenen Punkt gehenden Drehaxe und viertens die Amplitude der

Rotation. Sie hängt also von gerade sieben wesentlichen Parametern

ab. Offenbar auch jede ungleichsinnige. Ferner ist die Transformation

R^ bekannt, sobald ihr Pol gegeben ist, d. h. sie hängt von drei

wesentlichen Parametern ab. Analog dem Satz 3 kommt also hier der

Satz 10: Es giebt im Räume gerade oo^^ conforme Punkttransfor- Anzahl d.

mationen. Sie sind sämtlich ein -eindeutig.

Die conformen Punkttransformationen des Raumes wurden zuerst

(1847) von Liouville*) vollständig bestimmt, und zwar auf ana-

lytischem Wege. Von ihm rührt daher auch das folgende Theorem

her, in dem wir einige der vorhergehenden Sätze zusammenfassen

wollen:

Theorem 16: Jede conforme Punkttransformation des Raumes Theorem.

lässt sich darstellen als eine Aufeinanderfolge von Ähnlich-

keitstransformationen und Transformationen durch reciproke

Radien und ist ein-eindeutig. Insgesamt giebt es gerade oo^°

derartige Transformationen.

Dieser Satz war seinerzeit aus dem schon oben (S. 419) an-

geführten Grunde überraschend, nämlich deshalb, weil bei einer con-

*) Liouville, Note au sujet de Varticle precedent. Journal de Math, pures
et appl. 12. Bd., 1847, S. 265. Diese Note bezieht sich auf die vorhergehende
Arbeit von W. Thomson, die in der Fussnote auf S. 423 genannt wurde.
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formen Transformation des Raumes stets jede Kugel in eine Kugel

übergeht, eine Thatsache, die in der Ebene kein Analogen hat*).

Anscheinend sind unter den conformen Transformationen C, die

wir auf S. 424 in der Form Aj^B^ bestimmten, die Bewegungen und
überhaupt die cv)'' Ahnlichkeitstransformationen nicht enthalten. Dies

ist natürlich absurd und klärt sich dadurch auf, dass der Punkt 0,

der in der damaligen Betrachtung auftrat, unendlich fern liegen kann,

sodass R^ in eine Spiegelung an einer Ebene ausartet.

Wir wollen hier einschalten, wie man die soeben gelöste Aufgabe, alle

conformen Punkttransformationen des Raumes zu finden, auf die Aufgabe zurück-

führen kann, alle diejenigen Transformationen in der Ebene zu finden, bei denen
jeder Kreis in einen Kreis übergeht: Ist C eine conforme Punkttransformation
im Räume und ist E eine beliebig gewählte Ebene, so wird sie durch C in eine

Kugel K übergeführt werden

:

iE)C={K),

nach Satz 6. Nun giebt es eine Transformation durch reciproke Radien li, die

K gerade wieder in E überführt, sodass

{E)CB = {K)R = {E)

ist und also die Ebene E bei der Aufeinanderfolge CR, die wieder einer con-

formen Transformation C äquivalent ist, invariant bleibt. Ist C bekannt, so

ist auch C bekannt, da CB == C und daher C = CR ist.

Es handelt sich also nur noch um die Bestimmung aller der conformen

Punktransformationen C im Räume, bei denen die Ebene E fest bleibt. Da C
jede Kugel in eine Kugel überführt, so wird sie jeden Kreis in der festen Ebene E
in einen Kreis verwandeln. Die Punkte der invarianten Ebene E werden also

durch C so transformiert werden', dass jeder Kreis in einen Kreis übergeht. Alle

derartigen Punkttransformationen der Ebene haben wir aber oben bestimmt. Wir
behaupten: Wählen wir in der Ebene E eine beliebige Punkttransformation C^

aus, die jeden Kreis in einen Kreis überführt, so giebt es im Räume stets eine

conforme Transformation C, die E fest lässt und die Punkte der Ebene E genau

so transformiert, wie es C^ thut. In der That, jeder Punkt p des Raumes ist

die Spitze eines Kegels von Minimalgeraden. Dieser Kegel schneidet als Null-

kugel die Ebene E in einem Kreis k. (Siehe Fig. 75**), Seite 427.) Geht Ic bei

C'o in einen Kreis Tc^ der Ebene E über und construieren wir rückwärts die Spitze

j\ des Kegels von Minimalgeraden, der k^ enthält, so haben wir jedem Punkt p
des Raumes vermöge C^ einen Punkt Pi zugeordnet, also eine Transformation im
Räume hergestellt. Dies ist die fragliche conforme Transformation C. Dass sie

conform ist, sieht man so ein: Sind auf einer Minimalgeraden zwei Punkte

*) Durch Betrachtungen, die zu den hier angestellten ganz analog sind,

kann man das analoge Theorem für einen Raum von beliebig vielen Dimensionen
aufstellen. So bestimmte Lie (Götting. Nachr., Mai 1871, Math. Ann. 5. Bd.) alle

conformen Transformationen des Raumes von n Dimensionen.
**) In bezug auf diese und die übrigen Figuren dieses Kapitels ist zu be-

merken, dass die zugehörigen begrifflichen Überlegungen eigentlich deshalb keine

Illustration gestatten, weil mit imaginären Gebilden operiert wird. Um aber doch

die Verständlichkeit durch die Anschauung zu heben, haben wir uns nicht ge-

scheut, in den Figuren die imaginären Gebilde reell darzustellen. Die Figuren

haben also nur eine schematische Bedeutung.
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gegeben (wie in Fig. 76) und construiert man nach obigem ihre Nullkugeln sowie

deren Sehnittkreise mit der Ebene E, so findet man, dass die Nullkugeln ein-

ander längs der Minimalgeraden berühren (vgl. S. 422), also die Schnittkreise

auch einander berühren. Da aber in der Ebene E einander berührende Kreise

vermöge C^ Avieder in einander berührende Kreise übergehen, so folgt also, dass

bei der erhaltenen Transformation im Räume zwei Punkte einer Minimalgeraden

stets wieder in zwei Punkte einer Minimalgeraden verwandelt werden, also jede

K
^^. ^-^_-':'?

Fig. 75. Fig. 76.

Minimalgerade in eine Minimalgerade übergeht und die Transformation also

wirklich conform ist, nach Satz 5.

Diese Betrachtung ist noch nicht völlig erschöpfend, weil factisch jeder

Kreis k der Ebene E zwei Nullkugeln angehört.. Allerdings lässt sich diese

Zweideutigkeit durch weitere Überlegungen beseitigen. Wir gehen hierauf aber

nicht weiter ein und bemerken nur noch, dass die vorhergehenden Überlegungen
vermöge des folgenden Textes in diesem Paragraphen in einem neuen Lichte

erscheinen.

Wie wir sahen, sind die conform en Transformationen des Raumes
die allgemeinsten Punkttransformationen, die jede Minimalcurve in eine

Minimalcurve überführen (vgl. Satz 4). Wir werden im nächsten Para-

graphen erkennen, dass sich die Theorie der Minimalcurven im Räume
sowie die Theorie der conformen Punkttransformationen im Räume in

eigentümlicher Weise auf die Ebene übertragen lässt und als Ausgangs-

pvinkt einer beachtenswerten Theorie in der ebenen Geometrie dienen

kann. Zur Vorbereitung dieser Entwickelungen geben wir hier einige

Betrachtungen, die, soweit uns bekannt, von Chasles, Möbius und

insbesondere von Cayley, Darboux und Laguerre herrühren:
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Zwischen den Punkten des Raumes mit den rechtwinkligen Punkt-
iinaten X, Y, Z und den Kreisen in einer Ebene mit den recht-

winkligen Punktcoordinaten x^ y stellen wir eine Beziehung dadurch
fest, dass wir setzen:

(9) x==X, y=^Y, r== iZ.

Hierdurch wird jedem Punkt p oder {X, Y, Z) des Raumes in der Ebene
derjenige Kreis zugeordnet, dessen Mittelpunkt die Coordinaten x = X,

y = Y hat, während sein Radius r = iZ ist. Diese Beziehung lässt

sich geometrisch so zustande bringen (siehe Fig. 77): Der Punkt

Fig. 77.

(X, Y, Z) ist die Spitze eines Kegels von Minimalgeraden, d. h. einer

Nullkugel, die in den laufenden Coordinaten x, y, z die Gleichung hat:

(^_x)^ + (y_ r)2 + (^_^2_o.
Schneiden wir diese Nullkugel mit der Ebene z =^ 0, so ergiebt sich

der Kreis

{x-xy-^r(y-Y)' + z^^ = o

in den laufenden Coordinaten x, y. Der Mittelpunkt dieses Kreises

hat die Coordinaten x = X, y =^ Y, während sein Radius r = IZ

ist. Hiermit kommen wir zu den Gleichungen (9) zurück. Wir

drücken uns so aus, dass wir sagen: Jeder Funlä des Raumes wird

als ein Kreis in der Ebene Z=0 abgebildet. Es werde beachtet, dass

der Mittelpunkt des Bildkreises die Orthogonalprojection des Raum-

punktes auf die Bildebene Z =0 ist.
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Jedem Punkte (X, Y, Z) des Raumes ist hiermit ein Kreis in

der Ebene zugeordnet. Umgekehrt entspricht jedem Kreis in der Ebene,

dessen Mittelpunkt die Coordinaten x, y hat, während r sein Radius

ist, zunächst einer der beiden Punkte X = x, Y=y, Z=^ir im

Räume. Liegen zwei Punkte (X^, Y^, Z^ und (Xg, Tg, Z^ des Raumes

auf einer Minimalgeraden w, so berühren sich ihre Nullkugeln längs m.

Ihnen entsprechen also zwei Kreise in der Ebene, die einander in dem

Schnittpunkte von m mit der Ebene 'berühren (siehe Fig. 76 auf S. 427).

Analytisch drückt sich der Umstand, dass die beiden Punkte auf einer

Minimalgeraden liegen, in der Formel aus:

(10) (X, - X,)^ + {Y, - Y,y + (Z, - z,y = 0.

Wenn also die beiden Punkte diese Bedingung erfüllen, so berühren

ihre Bildkreise einander.

Allen Punkten einer Minimalgeraden entsprechen alle oc^ Kreise,

die einander in dem Schnittpunkte der Minimalgeraden mit der Ebene

berühren, d. h. die daselbst ein Linienelement gemein haben (siehe Fig. 78,

Seite 428). Insbesondere hat der Schnittpunkt der Minimalgeraden mit

der Ebene als Bildkreis einen zum Punkt degenerierten Kreis, nämlich

den Punkt des Linienelementes.

Um die Abbildung weiterhin zu untersuchen, erinnern wir an die

Definition der Orthogonalität mit Hülfe des Kugelkreises: Liegt eine

Ebene JE vor, so schneidet sie die unendlich ferne Ebene in einer

Geraden. Der Pol dieser Geraden hinsichtlich des Kugelkreises ist

alsdann der unendlich ferne Punkt aller oo^ Normalen zur Ebene E.

Ist die Ebene E von allgemeiner Lage, so liegt keine dieser Normalen

in der Ebene selbst. Sobald aber die Ebene E den Kugelkreis be-

rührt, in welchem Falle wir sie eine Minimalebene nennen, rückt der

erwähnte Pol in die Ebene hinein und die oo^ Normalen werden zu

Minimalgeraden, von denen oo^ in der Ebene selbst gelegen sind.

Diese Betrachtung werden wir sogleich verwerten. Wir wollen

eine beliebige Minimalcurve M im Räume ins Auge fassen (siehe Fig. 79,

Seite 4o0). Ihre Tangenten T sind Minimalgeraden und bilden, wie wir

sagen wollen, eine Minimaldeveloppabele. Es sei c die Schnittcurve projection

dieser Minimaldeveloppabeln mit der Bildebene Z=0. Wir projicieren Mfni'mai-

nun den ganzen Raum orthogonal auf die Bildebene Z= 0.
'''^''^^'

Es sei P ein Punkt der Minimalcurve M, ferner T seine Tangente,

p der Schnittpunkt von T mit der Bildebene und t die Tangente von

c in p. Alsdann ist die Ebene (Ti) eine Minimalebene, da sie zwei

unendlich benachbarte Minimalgeraden enthält, die sich in P schneiden,
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Fig. 79.

da sie also den Kugelkreis berührt, etwa in N. Jede Gerade durch N ist,

wie wir sahen, eine Normale zur Ebene (Tt), insbesondere auch die Gerade

T durch N. Die Gerade T steht daher senkrecht auf jeder Geraden in der

Ebene {Tt), also auch auf der Geraden t. Bei der Orthogonalprojection

wird aber jede Gerade, die t

/''"° '^v^ senkrecht schneidet, in eine

I \ Gerade projiciert, die t eben-

falls senkrecht schneidet. Mit-

hin ist die Projection der Ge-

raden T die Normale n der

Curve c im Punkte 2>-

Die Tangenten T der Mini-

mdlcurve C projicieren sich also

als die Normalen n der Schnitt-

curve c der Minimaldeveloppabeln

mit der Bildebene Z= 0.

Bei der Orthogonalprojection

wird aber jeder Punkt des Rau-

mes in den Mittelpunkt seines

Bildkreises übergeführt. Die

Bildkreise der Punkte unserer

Geraden T haben mithin die Punkte der Normalen n von c zu Mittel-

punkten. Andererseits gehen sie durch den Punkt p.

Suchen wir nun die Bildkreise aller oo"^ Punkte der Minimal-

developpaheln , so finden wir also, dass es die oo^ Kreise sind, welche

die Schnittcurve c der Minimaldeveloppabeln mit der Bildebene berühren.

Es sei ferner die Curve m die orthogonale Projection der Minimal-

curve M. Da T Tangente von M ist, so ist die Projection n von T
Tangente von tn. Da n andererseits Normale von c ist, so gilt der

Satz 11: Die orthogonale Projection einer Minimalcurve M auf

eine Ebene ist die Evolute der Schnittcurve der Developpabeln von M
mit der Ebene.

Umgekehrt: Wenn eine beliebige Curve c in der Bildebene vor-

liegt, so können wir immer eine Developpabele construieren, die diese

Curve c und den Kugelkreis enthält, deren Geraden also Minimal-

geraden sind. Die Rückkehrcurve der Developpabeln ist somit eine

Minimalcurve M, und nach dem Vorhergehenden ist die Evolute von c

die orthogonale Projection von M auf die Ebene.

Die Punkte P der Minimalcurve M haben als Bildkreise die

Kreise der Ebene, deren Mittelpunkte g auf der Projection m von M
liegen, während sie die Curve c berühren. Die Bildkreise der Punkte
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der Minimakurve M sind daher die Krümmungslireise der Curve c, in

der die Minimaldeveloppahele die Bildebene schneidet.

Schneiden wir die Minimaldeveloppabele durch alle Ebenen parallel

der Bildebene, so erhalten wir oo^ Schnittcurven c' , c" . . . . Ferner

sind die orthogonalen Projectionen der Minimalcurve M auf die oo^

Ebenen lauter Curven m', m", . . ., die mit m congruent sind und senk-

recht über tn liegen, m' ist Evolute von c\ m" Evolute von c" u. s. w.

Projicieren wir alles senkrecht auf die Bildebene, so werden m', w" . . .

sämtlich nach m projiciert, während c\ c" . . . Curven /, /' • • • liefern,

die den entsprechenden Curven c', c" . . . congruent sind. Es wird

also m gemeinsame Evolute von c, /, y"
• sein. Die Curven c, y, y" . .

.

sind somit Parallelcurven.

Satz 12: Die Schnittcurven einer MinimaldevelopiMheln mit einer

Schar paralleler Ebenen projicieren sich senkrecht auf eine dieser Ebenen

als Parallelcurven, deren gemeinsame Evolute die Protection der Bückkehr-

curve ist.

Ist die Curve c eine gegebene algebraische Curve, so ist die

Minimaldeveloppabele, welche sie enthält, ebenfalls algebraisch. Sobald

diese Fläche eine irreducibele Fläche ist, sind ihre Schnittcurven mit

jenen Parallelebenen irreducibele Curven, während sie sonst zerfallen.

Es ergiebt sich also, dass eine Parallelcurve zu einer algebraischen

Curve c dann und nur dann zerfällt, wenn die durch die Curve c ge-

legte Minimaldeveloppabele zerfällt. (Vgl. die Fussnote zu S. 14.)

Schliesslich noch einige Worte über die analytische Darstellung der

Minimalcurven.

Die Ebene

(11) UX-^VY-\-WZ-\- T=0
ist eine Minimalebene, wenn sie in jedem ihrer Punkte (X, 1'', Z) den

zugehörigen Elementarkegel

dX"-{-dY'-j-dZ- = ()

berührt, d. h. wenn die letztere Gleichung mit der Gleichung

UdX-i- VdY+ WdZ=0
zwei zusammenfallende Lösungensysteme dX : dY : dZ hat. Dies tritt

aber dann und nur dann ein, wenn

(12) r^^ -f- V -f TT- =
ist. Insgesamt giebt es oo'^ Minimalebenen. Wir können sie durch

die Gleichung (11) darstellen, wenn wir darin U, V, W, T so als

Functionen zweier Parameter wählen, dass sie die Bedingung (12) für

Parallel-

curven.

Anal.
Darstellg.
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alle Werte der Parameter erfüllen. Da nicht alle Minimalebenen ein-

ander parallel sind, so können wir direct T als den einen Parameter

benutzen, und brauchen dann nur noch für U, V, W solche Functionen

eines zweiten Parameters s zu wählen, welche die Bedingung (12)

identisch erfüllen. Solche sind die drei folgenden:

U=l — s\ V=i{l-\-s'), W=2s.
Also stellt

(13) (i_s2^x + i(l -\-s''-)Y-\-2sZ+ T=0
bei beliebiger Wahl der Parameter s, T eine beliebige Minimalebene

dar. Die Grössen s, T können wir daher als die Bestimmungsstücke

oder Coordinaten einer Minimalehene auffassen.

Wollen wir eine Minimaldeveloppabele betrachten, so haben wir

cx3^ Minimalebenen auszuwählen. Dies geschieht dadurch, dass wir T
als eine Function von s wählen. Wir setzen:

und erhalten die oo^ Ebenen:

(14) (1 - s')X + i{l + s^) r+ 2sZ + F(s) = 0.

Um die von ihnen eingehüllte Fläche zu bestimmen, haben wir nach

dem Parameter s zu diflPerenzieren. Die beiden Gleichungen

(1 — s^)X-\- i{l + s^) r+ 2sZ+ F(s) = 0,
(15)
^ -"

' 2sX— 2isY— 2Z—F'{s) =
stellen also nach Elimination von s die Minimaldeveloppabele in Form

einer Gleichung zwischen den Punktcoordinaten X, Y, Z dar. Wenn
wir dagegen s bestimmt wählen, so sind sie der analytische Ausdruck

für eine Erzeugende der Minimaldeveloppabeln , d. h. für eine Minimal-

gerade. Die Gleichungen (15) stellen also eine beliebige Minimalgerade dar,

wenn wir in ihnen für s, F und F' beliebige Constanten setzen, d. h.

wenn s, F, F' als von einander unabhängige Parameter gedeutet

Coord. werden. Wir können dann die drei Parameter s, F, F' als Coordinaten
einer

_ _

' '

Minimal- einer Minimalqeraden bezeichnen.
geraden. "-'

Wünschen wir die Rückkehrcurve der Minimaldeveloppabeln zu

bestimmen, so müssen wir die zweite Gleichung (15) noch einmal nach

dem Parameter s differenzieren. Die drei Gleichungen

i{\ -s^)X + Ol -\- s^) Y -\-2sZ+F{s) =0,

(16) 2sX— 2isY— 2Z- F'(s) =0,

[ 2X— 2iY —F"{s)=0

geben also, wenn in ihnen für F(s) eine bestimmte Function von s

gesetzt und dann s aus ihnen eliminiert wird, eine beliebige Minimal-
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curve als Rüekkehrcurve einer Minimaldeveloppabeln. Da aber eine

lAxmmdlgerade niemals die Rüekkehrcurve einer Minimaldeveloppabeln

sein kann, so sind dabei die Minimalgeraden ausgeschlossen. Wenn

wir aus (16) die Coordinaten X, Y, Z berechnen, so erhalten wir als

allgemeine Darstellung einer krummen Minimalcurve vermittelst einer jy^r^tM^.

Hülfsveränderlichen s die folgende *)

:

curve.

Anal.

(1')

X =
1 (1 - ^') F"(s) + l

sF'is) -
l
F(s),

¥={(1 + 8^) F"is) - ; sF'{s) + ^- F{s),

Z= lF"{s)-'^F\s).

Diese Gleichungen geben also die allgemeinste krumme Integralcurve **)

der Monge'schen Gleichung:

dX^-{-dY'-\-dZ' = 0.

Insbesondere kann sich die Rüekkehrcurve der Minimaldeveloppabeln

auf einen Funkt reducieren. Dies tritt ein, wenn die Developpabele

eine Nullkugel ist. In der That ergeben sich aus (17) für X, Y, Z
constante Werte, wenn für F{s) eine ganze Function zweiten Grades

gesetzt wird:

F(s) = a -\-hs -j- cs^.

Jede andere Function F von s dagegen liefert, in (17) eingesetzt, eine

wirkliche krumme Minimalcurve.

§ 2. Zusammenhang zwischen den conformen Punkttransformationen

des Raumes und den Berührungstransformationen der Kreise in der

Ebene.

Im vorigen Paragraphen bildeten wir jeden Punkt (X, Y, Z) des

Raumes als einen Kreis in der Ebene Z=0 ab, nämlich als den

Kreis, dessen Mittelpunktscoordinaten x^ y und Radius r durch die

Formeln

*) Da die oben für {/, F, W und für T eingeführten Grössen noch in gewissem
Masse willkürlich sind, so ist es klar, dass man die Gleichungen einer Minimal-
curve noch in mancher anderen Weise schreiben kann. "Wir haben hier eine
solche Art gewählt, die für die folgenden Rechnungen möglichst bequem ist.

**) Implicite und in analytischer Einkleidung tritt der Begriff: Minimalcurve
sehr früh, schon bei Monge und Legendre, bei Lagrange und Gauss auf.

Nach Poncelet's Einführung des Kugel kreises haben französische Geometer
(vgl. S. 427 unten) den Begriff: Minimalcurve verwertet. Die von Monge factisch

aufgestellten Gleichungen der Minimalcurven wurden von Legendre von Integral-
zeichen befreit. Die einfachen Gleichungen (17) wurden, nachdem sie von Enneper
angedeutet waren, von Weierstrass aufgestellt. Ausser in seinen Untersuchungen
über Berührungstransformationen gab Lie wichtige Anwendungen des Begriffes:

Minimalcurve noch für die Theorie der Minimalflächen.

Lie, Geometrie der Uerübruugstrausformatiouen I. 28 [8.1. ISÜG J
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(18) x = X, y=Y, r = iZ
gegeben sind. Dabei sahen wir, dass die Bildkreise zweier Punkte

einander dann und nur dann berühren, wenn die beiden Punkte selbst

auf einer Minimalgeraden liegen (vgl. Fig. 76, S. 427). Alle Punkte

einer Minimalcurve M bilden sich, wie wir ferner sahen, als die oo^

Krümmungskreise derjenigen Curve c ab, in der die Developpabele von

Bild einer ^^ ^^^ Bildebene schneidet (vgl. Fig. 79, S. 430). Wir werden daher

^''c^ve^^
diese Curve c als das Bild der Minimalcurve M bezeichnen. Ist c be-

kannt, so sind auch die Krümmungskreise von c bekannt, sodass also

auch M bekannt ist. Nur wenn ein Punkt im Räume eine Minimal-

gerade beschreibt, umhüllt sein Bildkreis keine Curve, sondern dann

ergeben sich in der Ebene oc^ Kreise, die ein Linienelement gemein

haben (vgl. Fig. 78, S. 428). Der Punkt dieses Linienelementes ist

der Punkt, in dem die Minimalgerade die Bildebene schneidet. Die

Gerade des Linienelementes ist die Gerade, die mit der Minimalgeraden

Bild einer
^^^^ ^^^ Kugclkrcis berührende Ebene bestimmt. Wir werden daher

^irSen." ^^^^ Linienelement als das Bild der Minimalgeraden hemchnen. Ist das

Linienelement gegeben, so kennen wir einen Punkt der Minimalgeraden

sowie die Berührungsebene des Kugelkreises, in der sie liegt, d. h.

dann ist auch die Minimalgerade (wenn auch zweideutig) bestimmt.

Da wir im vorigen Paragraphen die Grössen s, F als Coordinaten

einer Berührungsebene des Kugelkreises haben auffassen können, und

da diese Ebene die Bildebene in einer Geraden schneidet, so erhellt,

Linien- ^^^^ '^"* j^^zt die Grösscu s, F als Liniencoordinaten in der Ebene

i d°Ebene bezeichnen dürfen. Da ferner durch die drei Grössen s, F, F' eine

, ^ ^. ^jg Minimalgerade bestimmt ist, so sind s, F^ F' die Coordinaten des

Lfn°ieneiem ^ugeMrigcn Linienelementes in der Ebene.

Es wird nützlich sein, sich zu fragen, wie sich die Punkte einer

hei^CnrylM^'ic^W^^ Curvc L dcs Raumes abbilden. Ihre Bilder sind oo^ Kreise,

und diese Kreise werden eine Curve l umhüllen. Aber sie werden die

Curve l im allgemeinen nicht osculieren. Dies tritt vielmehr nur dann

ein, wenn je zwei unendlich benachbarte unter den oo^ Kreisen ein-

ander berühren, d. h. wenn die beiden zugehörigen Punkte des Raumes

auf einer Minimalgeraden liegen, oder also, wenn die Tangenten der

Curve L Minimalgeraden sind und die Curve L selbst somit eine

Minimalcurve ist.

a^jitnlmai
Betrachten wir ferner eine Regelfläche, deren Erzeugende Minimal-

geraden. geyadcu Sind. Die Bilder der Minimalgeraden sind Linienelemente,

sodass also in der Ebene oo^ Linienelemente vorliegen. Fragen wir

uns, wann sie einen Verein von Linienelementen vorstellen. Dies ist

nur dann der Fall, wenn auf der Geraden eines Linienelementes der



2. Conf. Transformationen im Raum u. Kreistransformationen i. d. Ebene. 435

Punkt des unendlich benachbarten Elementes liegt. Es seien G, G'

zwei unendlich benachbarte Erzeugende der Regelfläche. Das Linien-

element, welches das Bild von G ist, hat zum Punkte den Schnitt-

punkt der Geraden G mit der Bildebene, während seine Gerade in der

Ebene liegt, die G enthält und den Kugelkreis berührt. Diese Ebene

enthält den unendlich fernen Punkt der unendlich benachbarten Minimal-

geraden G' . Das zu G' gehörige Linienelement liegt nun mit dem zu

G gehörigen vereint, wenn sein Punkt, also der Schnittpunkt von G'

mit der Bildebene, in der soeben besprochenen Minimalebene liegt.

Dann aber liegen G und G' in einer gemeinsamen Ebene. Also folgt,

dass die Linienelemente, als die sich die oo^ Minimalgeraden abbilden,

dann und nur dann einen Elementverein darstellen, wenn die oo^ Minimal-

geraden eine abivichelhare Fläche, also eine Minimaldeveloppabele erzeugen.

In diesem Falle ist der Elementverein die oben besprochene Curve c.

Aus diesen Überlegungen folgt auch: Zwei unendlich benachbarte

Minimalgeraden schneiden einander dann und nur dann, wenn die Linien-

Lage haben.

Fl. V.

Minimal-
geraden.

(19)

Um dies auch analytisch zu beweisen, betrachten wir im Räume
zwei unendlich benachbarte Minimalgeraden, deren Coordinaten s, F, F'

bez. s -\- ds, F -{- dF, F' + dF' seien. Die erstere Gerade hat in

den Punktcoordinaten X, Y, Z nach S. 432 die Gleichungen:

(1 — s2)X-f i(l+s'0 Y+2sZ+F =0,
2sX — 2is Y~ 2Z —F' = 0.

Die Gleichungen der zweiten Minimalgeraden gehen hieraus hervor,

wenn wir s,F,F' durch s -\- ds, F -\- dF, F' -{- dF' ersetzen.

Damit also die beiden Geraden einen Punkt (X, Y, Z) gemein haben,

ist notwendig und hinreichend, dass es ein Wertsystem X, Y, Z gebe,

das sowohl die beiden Gleichungen (19) als auch die durch Differentiation

aus ihnen hervorgehenden Gleichungen:

2{— sX + isY -^ Z) ds + dF =0,
2(X~-iY)ds — dF'^0

erfüllt. Alle vier Gleichungen sind linear und homogen in X, Y, Z, 1.

Die Bedingung des Schneidens ist demnach die, dass die Determinante

der vier Gleichungen hinsichtlich X, Y, Z, 1 verschwindet. Dies liefert:

1— s^ i{l-j-s^) 2s F
2s —2is —2 — F'

— 2sds 2isds 2ds dF
2ds — 2ids — dF'

= 0.
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Multiplicieren wir die zweite Horizontalreihe mit ds und addieren zu

ihr die dritte, multiplicieren wir ferner die vierte mit s und addieren

sie zur dritten, so vereinfacht sich die Gleichung bedeutend und er-

giebt die Bedingung:

{dF— F'ds) ds = 0.

Da nun für die unendlich benachbarte Minimalgerade (s^ds, F-\-dF,
F' -f- dF') im Allgemeinen ds nicht Null ist, weil sie sonst die erste

un^nV Minimalgerade (s, F, F') auf dem Kugelkreis schnitte, so bleibt als

Mi^fmaig. allgemeine Bedingung des Schneidens diese:

(20) dF—F'ds = 0.

Andererseits sahen wir oben, dass zwei unendlich benachbarte Mini-

malgerade, die einander schneiden, zu Bildern zwei solche Linienelemente

(s, F, F') und {s + ds, F-\-dF, F' + dF') in der Ebene haben,

die vereinigt liegen. Offenbar ist auch die Gleichung (20) die Be-

dingung der vereinigten Lage der beiden Linienelemente in der Ebene.

Sie entspricht vollkommen der Bedingung dy— y'dx ^= für den Fall,

dass X, y PH«A;fcoordinaten sind (vgl. S. 39, § 1 des 2. Kap.).

Stellen wir die bei der Abbildung einander entsprechenden Gebilde

in einer Tabelle zusammen, so finden wir:

Zusammen-
gtellg.

Ebene (x, y) oder Z= 0.
|

Raum (X, Y, Z).

1) Kreis. I 1) Punkt.

2) Linienelement. 2) Minimalgerade.

3) Curve als Umhüllende ihrer Krüm- S) Minimalcurve als Ort ihrer Punkte,

mungskreise.

4) Curve als Umhüllende von be- 4) Curve.

liebigen oo^ Kreisen.
i

5) Vereinigte Linienelemente. 5) Einander schneidende, unendlich

i benachbarte Minimalgeraden.

G) Kreis und seine oo' Linien- 6) Punkt und die oo' Minimal-

elemente. ' geraden durch ihn.

Conf. Trf. Unterwerfen wir nun den Raum (X, Y. Z) einer conformen Punkt-
im Räume.

, _ ...
transformation. Wie wir in § 1 sahen, geht bei ihr jede Minimal-

gerade in eine Minimalgerade über. Alle Minimalgeraden durch einen

Punkt werden in alle Minimalgeraden durch einen neuen Punkt ver-

wandelt.

In der Abbildung auf die Ebene entspricht also der conformen

Punkttransformation eine Operation, die folgende Eigenschaften hat:

Jeder Kreis wird in einen Kreis verwandelt, jedes Linienelement geht

in ein neues Linienelement über, und alle Linienelemente eines Kreises

I
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gehen in die Linienelemente des neuen Kreises über. Fassen wir einen

Elementverein c in der Ebene ins Auge. Er ist, wie wir wissen, das

Bild einer Minimalcurve M, indem die oo^ Krümmungskreise von c

die Bilder der Punkte von M und die oo^ Linienelemente des Vereins

die Bilder der Tangenten von M sind. Da bei der conformen Trans-

formation im Räume jede Minimalcurve in eine Minimalcurve übergeht,

so wird also bei der entsprechenden Operation in der Bildebene jeder

Elementverein in einen Elementverein übergeführt Die Operation ist

also eine Berührungstransformation in der Ebene, und zwar geht bei ihr ^l^'^^^^

jeder Kreis in einen Kreis über.

Betrachten wir umgekehrt in der Bildebene irgend eine solche

Berührungstransformation, die jeden Kreis in einen Kreis verwandelt.

Da jedes Linienelement bei ihr in ein neues Linienelement übergeht,

so entspricht ihr im Räume (X, Y, Z) eine solche Operation, bei der

jede Minimalgerade in eine Minimalgerade transformiert wird. Da

ferner jeder Kreis in der Ebene das Bild eines Punktes im Räume ist,

so wird jeder Punkt im Räume durch die Operation in einen neuen

Punkt übergeführt. Da endlich ein Kreis der Ebene und seine Linien-

elemente die Bilder eines Punktes des Raumes und der Minimalgeraden

durch ihn sind, so sehen wir schliesslich: Die Operation im Räume

hat die Eigenschaft, die Punkte in neue Punkte und die Minimal-

geraden in neue Minimalgeraden zu verwandeln derart, dass ein Punkt

und eine Minimalgerade durch den Punkt stets wieder in einen Punkt

und eine Minimalgerade durch den Punkt übergeht. Die räumliche

Operation ist also mit anderen Worten eine Punkttransformation, die

jede Minimalgerade in eine Minimalgerade überführt, mithin nach Satz 5

des § 1, S. 421, eine conforme Punkttransformation.

Hiermit hat sich ergeben*):

Theorem 17: Bildet man die Punkte des Baumes (X, Y, ^) i^usammen-

als die Kreise in der (xy)-Ebene ab, deren Mittelpunktscoordi-^^i^^nTTfa.

naten x, y und Badien r durch die Formeln

x = X, y=Y, r==iZ

gegeben sind, so entspricht jeder conformen Punkttransforttia-

tion des Baumes eine solche Berührungstransformation in der

Ebene, bei der jeder Kreis in einen Kreis übergeht; und um-
gekehrt entspricht jeder Berührungstransformation der letzteren

Art eine conforme Transformation im Baume.

*) Lie, aötting. Nachr., Mai 1871, S. 201, Math. Ann. 5. Bd. (1872), S. 186.
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Alle conformen Punkttransformationen des Raumes haben wir im

vorigen Paragraphen bestimmt (vgl. Theorem 16, S. 425). Anderer-

seits haben wir alle infinitesimalen Berührungstransformationen der

Ebene, die jeden Kreis in einen Kreis verwandeln, in § 3 des 5. Kap.,

S. 150, und dann alle Berührungstransformationen der Ebene, die jeden

Kreis in einen Kreis verwandeln, in § 5 des 6. Kap., S. 245, bestimmt,

indem wir diese Transformationen an letzterer Stelle auf diejenigen

projectiven Transformationen zurückführten, die einen linearen Complex

invariant lassen. Man sieht also, dass wir ein und dasselbe Problem

schon von mehreren Seiten in Angriff genommen und erledigt haben.

Den im Theorem 17 ausgesprochenen Zusammenhang können wir

nun auch analytisch ableiten

:

^""dfs*'^^*'
^i^Q conforme Punkttransformation im Räume führt jede Minimal-

zugammen- gerade in eine Minimalgerade über. Es sind s, F, F' die Bestimmungs-

stücke der oo^ Minimalgeraden. Eine beliebige Transformation in

s, F, F' stellt daher eine Transformation der Minimalgeraden dar.

Aber eine Transformation der Minimalgeraden ist dann und nur dann

eine conforme Transformation, wenn sie jeden Punkt in einen Punkt

überführt, d. h. wenn sie alle durch einen Punkt gehende Minimal-

geraden in alle durch einen anderen Punkt gehende Minimalgeraden

verwandelt.

Drücken wir dies analytisch aus: Zunächst muss die Transfor-

mation in s, F, F' so beschaffen sein, dass sie zwei unendlich be-

nachbarte und einander schneidende Minimalgeraden in ebensolche

überführt. Wir fanden aber oben als Bedingung des Schneidens die

Gleichung

(20) dF—F'ds = 0.

Die gesuchte Transformation in s, i^, F' muss also so beschaffen sein,

dass sie diese Gleichung invariant lässt. Wenn sie also das Wert-

system s, F, F' in das Wertsystem s^, F-^, F^ überführt, so muss sie

eine Bedingung von der Form

dF^ — F;ds, = Q {dF— F'ds)

erfüllen, in der q eine Function von s, F, F' bedeutet. Diese Be-

dingung ist aber ganz analog der bekannten Bedingung

dVi — Vxdx^ = 9{dy — y'dx)

für eine Berührungstransformation in der Ebene mit den Punktcoordi-

naten x, y. Die gesuchte Transformation muss also, können wir sagen,

eine Berührungstransformation in den Veränderlichen s, F, F' sein.

Aber dies genügt noch nicht. Es sollen ja alle Minimalgeraden

durch einen Punkt in alle Minimalgeraden durch einen neuen Punkt
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übergehen. Zum Schluss des § 1 (S. 433) haben wir aber erkannt,

dass diejenigen Wertsysteme (s, F, F') alle Minimalgeraden durch einen

Punkt darstellen, die an die Relationen gebunden werden:

in denen n, h, c irgend welche von den Coordinaten des Punktes ab-

hängige Constanten bedeuten. Wir müssen also verlangen, dass jedes

solche Gleichungensystem (21) in ein ebensolches:

.^,,.
lF,==a,-\-\s, + c,s,\

übergehe. Es genügt nun, zu verlangen, dass die erste Gleichung (21)

in eine Gleichung von derselben Form, also in die erste Gleichung (22)

übergehe, denn wenn dies der Fall ist und F' den in (21) angegebenen

Wert —j^- hat, so lehrt die Invarianz der Gleichung (20), dass mit

F' = ^^
ds

auch

^V = ^- = ^1 + 2^^!

ist.

Nun aber ist die Gleichung

F= a -\- bs -\- cs^

die allgemeine Integralgleichung der gewöhnlichen Differentialgleichung

dritter Ordnung in F und s:

(23) ^=0.
Wir verlangen daher, dass diese Differentialgleichung invariant bleibe.

Also hat sich ergeben:

Satz 13: Versteht man unter s, F, F' die Coordinaten einer Minimal-

geraden

(1 — 6-2) X + iii + s') r+ 2.sZ + F= 0,

2sX - 2is Y—2Z-~ F' =
im Räume (X, Y, Z), und führt man im Baume irgend eine conforme

Punkttransformation aus, so werden alle Minimalgeraden (s, F, F')

unter einander vertauscht vermöge einer solchen Berührungstransformation

der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit (s, F), bei der die gewöhnliche

Differentialgleichung dritter Ordnung:

ds' ^
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invariant bleibt, und in dieser Weise erhält man alle Berührungstrans-

formationen, die diese Differentialgleichung invariant lassen.

Nun entspricht jeder Minimalgeraden (s, F, F') des Raumes ein

Linienelement (s, F, F') in der Bildebene. Setzt man

F= a -{- bs -\- cs^,

so erhält man im Räume die Minimalgeraden durch einen festen Punkt,

also in der Bildebene die Linienelemente eines Kreises (vgl. die Tabelle,

S. 436). Die Differentialgleichung

(23) -^- =
definiert also die Linienelemente aller oo^ Kreise in der Bildebene.

Mithin sind die im letzten Satze erwähnten Berührungstransformationen

gerade diejenigen Berührungstransformationen in der Ebene, die jeden

Kreis in einen Kreis überführen. Somit kommen wir zu unserem

Theorem 17 zurück.

Vergl. mit Schon in § 5 des 6. Kap. haben wir die Oü^ Kreise in der Ebene durch eine

B/tiacWg Differentialgleichung dritter Ordnung

7-'. = «
elf

definiert. Damals waren j, t) solche PimÄ;icoordinaten , die mit den rechtwinkligen

Punktcoordinaten, die wir damals mit x^
, y^ bezeichneten, in dem auf S. 245 unter

(78) gegebenen Zusammenhang stehen. Bei unserer gegenwärtigen Betrachtung

dagegen sind .s, F imzewcoordinaten in der Ebene (vgl. S. 434), und in diesen

Liniencoordinaten ist wiederum

die Differentialgleichung aller Kreise in der Ebene. Der Zusammenhang dieser

Liniencoordinaten s, F mit den rechtwinkligen Punktcoordinaten x, y ist leicht

anzugeben: Jedes Linienelement der Ebene lässt sich einerseits durch die Coordi-

naten .s, i*\ F' (vgl. S. 434), andererseits durch die Coordinaten a;, y, y' be-

stimmen. Da der Punkt (a;, y) des Elementes der Schnittpunkt der Ebene Z ==

mit der zugehörigen Minimalgeraden ist, so ist nach den die Minimalgerade dar-

stellenden Formeln (19) auf S. 43.5:

(l_,«)a;+i(l+S^)2/+ F = 0,

2sa; — 'iisy — F' == 0.

Hieraus folgt:
1 1 _J_ «a / 1 c»

(24) .. = -,, F + -J^ F\ y = 2
^'+ ' 4/ ^"-

Ferner gicbt y' die Richtung an, in der die durch die Gleichung

(1 — s«) X 4- i{\ 4- s«) r + 2sZ -I- F =
dargestellte Berührebene des Kugelkreises die Bildebene Z= schneidet. Also ist

1 — s*

(25) y'-^Y^-
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Die Gleichungen (24) und (25) stellen den gesuchten Zusammenhang:! dar. Sie

bestimmen eine Berührungstransformation der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit

(s, F) in die zweidimensionale Mannigfaltigkeit (x, y). Dies erhellt von vorn-

herein daraus, dass der Übergang von Liniencoordinaten zu Punktcoordinaten

stets durch eine Berührungstransformation vermittelt wird (vgl. § 4 des 1. Kap.).

Schliesslich wollen wir alle infinitesimalen conformen Pnnkttrans-
^^j'J'f'»"^^ff

formationen des Raumes {X, Y, Z) wirklich aufstellen. Wir können
ß^ff^/g

dazu zwei verschiedene Wege einschlagen: Einmal liefert uns das

Theorem 16 des vorigen Paragraphen alle conformen Transformationen

des Raumes überhaupt, also auch alle infinitesimalen. Aber wir können

zur Aufstellung der letzteren auch die im gegenwärtigen Paragraphen

eingehend besprochene Abbildung benutzen und das Problem hierdurch

auf das andere zurückführen^ alle die infinitesimalen Berührungstrans-

formationen der (;ri/)-Ebene zu bestimmen, die jeden Kreis in einen

Kreis verwandeln. Dies letztere Problem haben wir früher (S. 150

u. S. 246) auf verschiedenen Wegen erledigt. Wir wollen nun das

zweite Verfahren anwenden:

Der Punkt {X, Y, Z) des Raumes bildet sich nach den Formeln

(18), S. 4B4, in der (a:;^/)-Ebene als der Kreis

(26^ {x — X)^-\-{y~Y)^-^Z^ =
ab, dessen Linienelemente (x, y, ?/') ausser dieser Gleichung noch die

Gleichung

(27) (^_X) + (^-r)?/' =
erfüllen. Wenn wir nun eine der in Satz 6, § 3 des 5. Kap., S. 150,

aufgestellten infinitesimalen Berührungstransformationeu auf die Linien-

elemente {x, y, y') anwenden, wobei x, y,
y' gewisse Incremente dx,

dy, 8y' erfahren, so geht aus jedem Kreise (26) ein neuer, unendlich

benachbarter Kreis hervor. Letzterer Kreis ist das Bild eines Punktes

(X+dX, Y^8Y, Z-^dZ) im Räume. Mit (26) und (27) be-

stehen also noch die beiden durch Variation von x, y,
y'- X, Y, Z

hervorgehenden Gleichungen:

r28^
f(^
- ^) (^^ ~öX)-\-(ij-Y)(dy-dY) + ZdZ=0,

^ ^
I (öx — dX)-^(dy~dY)y'-\-(y—Y)dy'==0.

Setzen wir hierin die wirklichen Werte von dx, dy, dy' in Gemässheit

des citierten Satzes und des Theorems B, S. 95, ein, so erhalten wir

aus (28) zwei Gleichungen, die als Folge von (26) und (27) bestehen

müssen, während ^X, öY, dZ Functionen von X, Y, Z allein sind.

Dies liefert uns alsdann eine Möglichkeit, die Werte von dX, dY, dZ,

ausgedrückt in X, Y, Z, zu bestimmen.
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Die Ausrechnung wird etwas umständlich. Es ist daher vorzuziehen, die

Gleichungen (26), (27) vermöge der Einführung einer Hülfsveränderlichen qp durch

die folgende zu ersetzen:

(27') X = X -^ iZ cos (p, y = Y -\- iZ sin cp, y' = — ctgqp,

sodass

8x = SX -{- i8Z cos if — iZs\a.(pd(p,
, Stp

8y = dY + i8Z smq) -\- iZ cos q> 8(f>,
^ "~ sin«qp

oder nach Elimination von 8(f.

i 8x = 8X -\- i8Z cos (p — iZsm.^(p8y\

\8y = 8Y -\- i8Z sin rp -|- iZ sin^qp cos cp Sy'

wird. Wenn wir in (28') die Werte von 8x^ Sy, 8y' einsetzen und darauf die

Werte (27') substituieren, so ergeben sich zwei Gleichungen in X, Y, Z, 8 X,

8Y, 8Z, cp. Wir verlangen, dass sie für alle Werte von (p identisch bestehen,

und gelangen dadurch in jedem Falle zu drei Gleichungen, die 8X, SY, 8Z als

Functionen von X, Y, Z allein bestimmen.

Wir verzichten auf eine ausführliehe Darstellung der Rechnungen

und stellen hier nur die Ergebnisse zusammen. Dabei bemerken wir:

Wenn im Räume {X, Y, Z) eine infinitesimale Transformation voi-

liegt, bei der X, Y, Z die Incremente

dX=^(X, Y, Z) dt, 8Y= riiX, Y,Z) dt, dZ= ^{X, Y, Z) dt

erfahren (vgl. § 1 des 4. Kap.), so erfährt eine beliebige Function

f{X, Y, Z) das Inerement:

Wir bezeichnen daher — ganz analog der Bezeichnung im Fall einer

infinitesimalen Berührungstransformation in der Ebene, S. 94, — den

Ausdruck

^dX^ ' dY^ ^ dz

Symbol e. als das Sijmhol der infinitesimalen Transformation. Benutzen wir diese

Raumes. Ausdruckswcise, so können wir die Ergebnisse so darstellen: Den zehn

in Satz 6, S. 150, genannten infinitesimalen Berührungstransformationen

in der (ic</)-Ebene entsprechen im Räume (X, Y, Z) diejenigen zehn in-

finitesimalen conformen Punkttransformationen, deren Symbole folgende

sind:

__df_ df -Y^f __v^f _ 7^f vif — Y^f
Ergebnis. gy, ^ -^

,

^ g-^ ±^y />g^, 1^^ ^^F'

(Y^ - x'^ + ^0 a%
- 2xr|^ - 2xzl-^,

- 2Xr^^^+(X^- Y' + Z^l^ — 2YZI^,

'dZ' -'^dx + '-^'dZ' -'^dY + '^dz^

2iXZ ^^ — 2i YZ^^ + y:(X^ -{- Y' — Z') ~|-
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Die allgemeinste infinitesimale conforme Punkttransformation des

Raumes (X, Y, Z) hat ein Symbol, das sich linear mit beliebigen

Constanten Coefficienten aus diesen zehn ableiten lässt oder, wie wir

sagen (vgl. S. 123, § 5 des 4. Kap.), aus diesen zehn linear dbleithar

ist. Daraus erhellt, dass wir an Stelle der erhaltenen einzelnen Sym-

bole zehn andere aus ihnen linear ableitbare setzen dürfen, voraus-

gesetzt nur, dass diese neuen zehn ebenfalls von einander unabhängig

(S. 122) sind. Daher können wir den Satz aussprechen:

Satz 14: Die allgemeinste infinitesimale conforme Punkttransformation

des Baumes mit den rechtwinkligen Punktcoordinaten X, Y, Z hat ein

Symbol, das sich linear mit beliebigen constanten Coefficienten aus den

folgenden zehn von einander unabhängigen ableiten lässt:

Die drei ersten infinitesimalen Transformationen sind Translationen

längs der Coordinatenaxen, die nächsten drei Rotationen um die Axen

und die siebente ist eine Streckung vom Anfangspunkt aus. Die sieben

ersten repräsentieren also alle infinitesimalen Ähnlichkeitstransformationen

des Raumes. Dass diese auftreten müssen, ist von vornherein klar, weil

die Ahnlichkeitstransformationen offenbar conform sind (vgl. S. 426).

Suchen wir rückwärts die diesen sieben infinitesimalen Ähnlichkeitstrans-

formationen des Raumes entsprechenden infinitesimalen Berührungstransforma-

tionen in der (a; j/) - Ebene , so finden wir unter den in Satz 6, S. 150, genannten
diejenigen, deren charakteristische Functionen sind:

1, y\ y — xy',

Da alle oo^ Ähnlichkeitstransformationen des Raumes offenbar eine Gruppe bilden,

so bilden auch die ihnen entsprechenden oo' Berührungstransformationen der

Ebene, die Kreise in Kreise überführen, für sich eine Gruppe. Sie wird von den

soeben angegebenen infinitesimalen Transformationen und den aus ihnen linear

ableitbaren erzeugt. Auf diese Gruppe, sogar in n Dimensionen, hat Lie 1871

und 72 an den auf S. 437 genannten Stellen die Aufmerksamkeit gelenkt.
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§ 3. Beziehungen zwischen dem linearen Complex und dem Complex
aller Minimalgeraden.

^p^il^/' In § 5 des 6. Kap. haben wir eine Abbildung der oo^ Punkte

^LhüeneL
* •^^^ Raumcs {x, ij , z) in die oo^ Linienelemente (j, \), p) einer (^'l))-

d. Ebene. Ebene betrachtet. Sie war definiert durch die Gleichungen (vgl. S. 238):

(29) i = x, i) = 3^xy, p = 2y.

Wir erkannten damals, dass sich jede Curve des durch die Pfaff'sche

Gleichung

(30) xdy — ydx-\-LU =
definierten linearen Complexes als ein Elementverein in der (je l))- Ebene

abbildet und dass umgekehrt jeder Elementverein in der (j:t))-Ebeue

das Bild einer Curve des linearen Complexes ist. Insbesondere ergab

sich, dass sich die oo^ Geraden des linearen Complexes als die oc^

Parabeln

abbilden, d. h. als die Elementvereine, welche die Integralgebilde der

Difierentialgleichung dritter Ordnung

(31) |5 =
sind.

Abb. d Auf der anderen Seite haben wir im vorigen Paragraphen eine

geraden als Beziehung zwischen dem Räume (X, Y, Z) und der zweidimensionalen
Liaienel. ... ...
d Ebene. Mannigfaltigkeit (.s, F) untersucht, die wir in folgender Weise charak-

terisieren können, wenn ivir von jetzt an unter s, F Cartesische Coordi-

naten in einer (sF)- Ebene verstehen: Jeder Minimalgeraden des Raumes

(X, Y, Z), die bei gegebenen s, F, F' durch zwei Gleichungen von

der Form (vgl. S. 435):

,

J
(1 - 6-'0 X + i(l + .s^) r+ 26-^ + F = 0,

^'' ^

I
2sX— 2isY~ 2Z—F'=i)

dargestellt wird, ist ein Linienelement (s, F, F') der (si'^)- Ebene

zugeordnet. Dabei sind, wie wir aus den Ergebnissen des vorigen

Paragraphen entnehmen können, allen oo^ Minimalgeraden durch einen

Punkt alle oo^ Linienelemente einer der Curven zugeordnet, die der

Differentialgleichung

(33) ^; =

genüge leisten. Ferner erkannten wir, dass hierbei jeder Minimal-

curve des Raumes (X, Y, Z) ein Elementverein der (sJ^)- Ebene zu-

geordnet wird, und umgekehrt. (Nach Formel (20), S. 436.)
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Wir wollen nun diese beiden Beziehungsarten mit einander ver-

knüpfen, indem wir die vorhin erwähnte (jt))-Ebene mit der soeben

genannten (si^)-Ebene dadurch identificieren, dass wir

(;-54) i = s, t) = F, p = F'

setzen. Dadurch wird dann eine Verknüpfung der folgenden Art her-

gestellt: Jeder Punkt des Raumes (x, y, z) wird als Linienelement

{l, X^, p) oder (5, F, F') der (jt))-Ebene abgebildet, und dieses Linien-

element ist wieder das Bild einer Minimalgeraden des Raumes (X, Y, Z).

Fs wird also jedem Punkt des Raumes (x.ii, £) schliesslich eine Minimal- bezieh

g

•f V 7 ./ 7 / zwischen

fierade des Raumes (X, Y, Z) .zugeordnet

Um diese Zuordnung analytisch herzustellen, haben wir nur aus

den acht Gleichungen (29), (32), (34) die sechs Grössen j, t), p,

s, F, F' zu eliminieren, wodurch sich die beiden Gleichungen er-

zwei
Bäumen.

sreoen

(1 —x^)X-{- i{l + x") Y+ 2xZ -\-z -\-xy^O,

xX— ixY— Z— y =0,

die sich auch so schreiben lassen:

(35)

X-\-iY +xZ + z = 0,

x{X— iY)— Z — y = 0.

Betrachten wir eine Gerade des linearen Complexes (30) im Räume
ix,y,z). Ihre Punkte bilden sich in der (jt))-Ebene als die Linien-

elemente einer der Parabeln ab, die der Gleichung (31) oder (33) ge-

nügen. Die Linienelemente einer solchen Parabel sind andererseits die

Bilder aller oo^ Minimalgeraden durch einen Punkt des Raumes (X, Y, Z).

Wir sehen also, dass jeder Geraden des linearen Complexes (30) im Räume
{x, y, z) ein Punkt im Räume (X, Y, Z) zugeordnet wird.

Fassen wir nun eine beliebige Curve des linearen Complexes (30)

im Räume (x, y, z) ins Auge. Diese Curve bildet sich in der (jt))-

Ebene als ein Elementverein ab, der wiederum das Bild einer Minimal-

curve des Raumes (X, F, Z) ist. Jeder Curve des linearen Complexes

(30) im Räume {x, y, z) ist demnach eine Minimalcurve im Räume
(X, Z, Z) zugeordnet.

Die begrifflichen Überlegungen, die von den Punkten bez. Complex-

geraden bez. Complexcurven des Raumes {x, y, z) zu den Minimal-

geraden bez. Punkten bez. Minimalcurven des Raumes (X, Y, Z) führten,

können offenbar auch umgekehrt ausgeführt werden.
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Wir stellen die Ergebnisse tabellarisch zusammen:

sprechende
Gebilde in —
beiden
Bäumen.

Raum (x, y, z).
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Dies ist aber die Monge'sche Gleichung des Complexes aller Minimal-

geraden im Räume (X, Y, Z). Die zu einem Funkte (x, y, z) con-

jugierten Punkte (X, Y, Z) erfüllen also eine Minimalgerade.

Umgekehrt wollen wir jetzt alle zu einem Punkte (X, Y, Z) con-

jugierten Punkte {x, y, z) betrachten. Sie ergeben sich aus den beiden

auch in x, y, z linearen Gleichungen (35), d. h. die zu einem Punkte

(X, Y, Z) conjugierten Punkte (x, y, z) erfüllen eine Gerade im Räume

(x, y, z). Jedem der oo^ Punkte (X, Y, Z) wird somit eine Gerade

im Räume (x, y, z) zugeordnet, sodass diese Geraden im letzteren Räume

einen Liniencomplex bilden. Die Monge'sche Gleichung dieses Complexes

geht hervor, wenn die Gleichungen (35) bei festen X, Y, Z differenziert

werden:

^3^^
[

Zdx -^dz = 0,

XX—iY)dx — dy =
und dann aus diesen Gleichungen und aus (35) die drei Parameter

X, Y, Z eliminiert werden. Es ergiebt sich:

dx(xdy — ydx -\- dz) = 0.

Der Factor dx ergäbe gleich Null gesetzt, dass die zum Punkt (X, Y, Z)

conjugierten Punkte (x, y, z) sämtlich dieselbe Coordinate x haben würden.

Das ist aber, wie das Gleichungensystem (35) lehrt, offenbar nicht der

Fall. Also haben wir:

xdy — ydx -\- dz ^ 0,

und dies ist die Gleichung des oben betrachteten linearen Complexes.

Wir erkennen daher, dass die zu einem Punkte (X, Y, Z) conjugierten

Punkte (x, y, z) eine Gerade dieses linearen Complexes erfüllen.

Wir fassen das Ergebnis so zusammen:

Satz 15: Liegt das hilineare Gleichungensystem Ergebnis.

X-^iY-{-xZ+z =0,
x(X—iY) —Z—y=0

vor und bezeichnet man zwei Punkte (x, y, z) und (X, Y, Z) zweier

auf rechtwinklige Coordinatensysteme bezogener Bäume als conjugiert, so-

bald ihre Coordinaten das Gleichungensystem erfüllen, so wird jedem Punkt

{x, y, z) des ersten Baumes als Ort der conjugierten Punkte (X, Y, Z)
eine Minimalgerade im^^ zweiten Baume und umgekehrt jedem Punkt

(X, Yj Z) des zweiten Baumes eine Gerade des durch die Pfaff'sche

Gleichung

xdy — ydx -\- dz =
definierten linearen Complexes im ersten Baume zugeordnet.
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Um diese Beziehung zwischen den beiden Räumen (x, y, z) und

(X, Yj Z) dem Verständnis näher zu bringen, erinnern wir an eine

ähnliche und wohlbekannte Beziehung in der Ebene, nämlich an die

allgemeine Dualität in der Ebene, von der die Transformation durch

reciproke Polaren ein specieller Fall ist. (Vgl. § 3 des 1. Kap. sowie

das 1. Beisp. in § 5 des 2. Kap., S. 56.) Bei der Dualität hat be-

kanntlich jeder Punkt oo^ conjugierte Punkte, die eine Gerade erfüllen,

während zu allen Punkten einer Geraden stets ein conjugierter Punkt

vorhanden ist. Bei der Dualität geht der Inbegriff eines Punktes und

einer Geraden durch ihn in den Inbegriff einer Geraden und eines

v'^pk^t^u
P^iiktes auf ihr über. Dasselbe ist hier der Fall: Betrachten wir

^gerad^r
®^^®^ Puukt (x

, y, Z) uud eine Complexgerade g durch ihn. Zu dem
durch ihn. Punkte {x, y, z) sind alle Punkte einer Minimalgeraden des Raumes

(X, Y, Z) conjugiert, während die Punkte der gegebenen Geraden g
sämtlich zu einem gewissen Punkte (X, Y, Z) conjugiert sind. Da
auch der gegebene Punkt (x, y, z) zu den Punkten der Geraden g ge-

hört, so geht die ihm zugehörige Minimalgerade notwendig durch den

Punkt (X, Y, Z). Wir können daher den Satz aussprechen*):

Satz 16: Das hüineare Gleichungensystem

X-j-iY+xZ+z =0,
x{X— iY) — Z— y==0

bildet die Punkte des Baumes (x,y, z) auf die Minimalgeraden im Ramne

(X, Y, Z), also auf die Geraden des durch die Gleichung

dX'-\-dY'-i-dZ'' =
definierten Complexes zweiten Grades, und andererseits die Punkte des

Raumes (X, Y, Z) auf die Geraden des durch die Gleichung

xdy — ydx -\- dz =
definierten linearen Complexes im Räume {x, y, z) ab. Diese beiden

Abbildungen haben dabei die Eigenschaft, dass sich alle oo^ Punkte einer

beliebig ausgewählten Complexgeraden im einen Baume als die oo^ Complex-

geraden im anderen Baume abbilden, die durch denjenigen Punkt gehen,

dessen Bild die ausgewählte Complexgerade ist. Mit anderen Worten:

Der Inbegriff eines Punktes und einer durch ihn gehenden Complex-

geraden im einen Baume bildet sich als der Inbegriff einer Complex-

geraden und eines Punktes auf ihr im anderen Räume ah.

*) Im zweiten Bande werden wir zeigen, wie Lie im Februar 1869 durch eine

neue Deutung des Imaginären der ebenen Geometrie aus der Poncelet-Ger-
gonne' sehen Theorie der Dualität zu einer Beziehung zwischen zwei dreidimen-

sionalen Räumen geführt wurde, die als besonderen Fall die im Texte entwickelte

Beziehung umfasst. Vgl. Ges. cl. Wiss. zu Christiania, Febr. 1869, S. 36.
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Diese Abbildung hat hochwichtige Eigenschaften, und wir werden

uns später, im zweiten Bande, eingehend mit ihr beschäftigen. Im

Folgenden entwickeln wir ihre grundlegenden Eigenschaften auf mög-

lichst elementarem Wege.

bilden sich im Räume (X, Y, Z) als

Ent-
sprechea

Polygon

Fig.

Es möge im Räume (x, y, 2) eine Reihe von Punkten a^, a^, a^ ...

so gegeben sein, dass die aufeinanderfolgenden Geraden (a-^a.^), [a^a^) . .

.

sämtlich Geraden des linearen Complexes sind. (Siehe Fig. 80.) Wir

betrachten also ein Polygon, dessen Seifen dem linearen Complex an-

gehören. Die Ecken a^, a^, «<> . .

eine Reihe von Minimalgeraden

A^, A,^, A^ . . . ab, und nach

dem letzten Satze haben die

Geraden {a^a.^, ((^2^3) • • • ^i®

Punkte zu Bildern, in denen sich

je zwei aufeinanderfolgende Mi-

nimalgeraden J-i, A.^, A.^ ...

schneiden. Wir können also

sagen, dass sich das Polygon

a^a.^a.^ ... im Räume (x,y, z)

als das Polygon AyA^A.^ . . .

im Räume (X, F, Z) in der Weise abbildet, dass die Ecken des einen

Polygons den Seiten des anderen und die Seiten des einen den Ecken

des anderen entsprechen. (Man vergleiche die analoge Betrachtung bei

der Transformation durch reciproke Polaren in der Ebene, § 3 des

1. Kap., S. 2'^:)

Die Beziehung zwischen beiden Polygonen ist völlig umkehrbar:

Wären wir von dem Polygon A^A^A.^ . . . im Räume (X, F, Z) aus-

gegangen, so hätten wir als sein Bild im Räume (x, y, z) gerade das

Polygon a^a^a^ . . . erhalten.

Diese Beziehung bleibt nun bestehen, wie gross auch die Zahl der

Ecken und Seiten der Polygone sein mag, vorausgesetzt nur, dass man
als Seiten stets Geraden des betreffenden Complexes wählt. Es ist Entsprechen

daher möglich, durch ^einen Grenzübergang zu schliessen, dass die compiex-

Complexcurven in beiden Räumen ebenfalls wechselseitig auf einander

bezogen sind. Beim Grenzübergang nämlich gehen die Polygone in

Curven über und die Polygonseiten in die Tangenten der Curven über.

Um die Berechtigung dieses Grenzüberganges — vielleicht zum

Überfluss — noch von anderer Seite her zu zeigen, machen wir die

folgenden analytischen Überlegungen:

Die Bedinofuns' dafür, dass zwei unendlich benachbarte Punkte

Geoiiietriü der üerülinuigstrausfo
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{x, y, s) und (x + dx, y -\- dy, z -\- dz) im Räume {x, y, z) auf einer

Geraden des linearen Complexes liegen^ ist^ wie wir wissen

xdy — ydx -f- dz = 0.

Dem ersten Punkt (x, y, z) entspricht im Räume (X, Y^ Z) die durch

die beiden Gleichungen

,,., I
^+ iY +xZ+z = 0,

^^^^ \x{X-iY)- Z-y =
in den laufenden Coordinaten X, Y, Z bestimmte Minimalgerade. Dem
Punkte {x-\-dx, y-{-dy, z-{-dz) entspricht die unendlich benachbarte

Minimalgerade, deren Gleichungen aus (35) hervorgehen, wenn darin

für X, y, z die Werte x -\- dx, y -\- dy, z -\- dz gesetzt werden.

Die beiden Minimalgeraden schneiden einander daher dann und nur

dann, wenn es solche Werte von X, Y, Z giebt, die den beiden

Gleichungen (35) und überdies den beiden Gleichungen

Zdx + dz = 0,
*^^^-^ \iX—iY)dx—dy =
genügen. (Vgl. die analoge Betrachtung in § 2, S. 435.) Die Be-

dingung des Schneidens ist das Verschwinden der Determinante dieser

vier in X, Y, Z linearen Gleichungen, und dies giebt, wie wir schon

früher (S. 447) erkannten:

xdy — ydx -f- dz = 0.

Wenn wir andererseits zwei unendlich benachbarte Punkte (X, Y, Z)

und (X+^X, Y-{-dY, Z -\- dZ) im Räume (X, Y, Z) ins Auge

fassen, so wissen wir, dass beide auf einer Minimalgeraden liegen, wenn

dX^-{-dY^^dZ^ =
ist. Ihnen entsprechen im Räume (x, y, z) zwei unendlich benachbarte

Geraden des linearen Complexes, und die erste Gerade wird durch die

Gleichungen (35) in den laufenden Coordinaten x,y,z dargestellt. Die

ganz analoge Überlegung wie vorhin liefert hier als Bedingung ihres

Schneidens (vgl. auch S. 446):

dX-'-\-dY^ + dZ/' = 0.

Aus diesen Überlegungen folgt: Die Punkte einer Curve c des

einen Complexes bilden sich als solche oo^ Geraden des anderen Com-

plexes ab, von denen je zwei unendlich benachbarte einander schneiden,

sodass diese oo^ Geraden eine Curve G des anderen Complexes um-

hüllen. Ferner: Die Tangenten der gewählten Curve c bilden sich, da

sie eine Developpabele des ersten Complexes ausmachen, als oc^ Punkte

ab, die eine Curve C des zweiten Complexes bilden werden. Da sich

I
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nun stets ein Punkt mit hindurchgehender Complexgeraden als Complex-

gerade mit einem Punkte auf ihr abbildet, so folgt, dass die Curve C
auf der Developpabeln von C liegen muss. Die Developpabele von C
enthält ausser C und ihren Geraden keine Complexcurve (nach S. 235,

§ 4 des 6. Kap., für den Fall des linearen Complexes und nach S. 264,

§ 1 des 7. Kap., für den Fall des Complexes der Minimalgeraden),

d. h. C fällt mit C zusammen.

Jede Curve des einen Complexes bildet sich also, oh man sie nun

als Punktort oder als Geradenort auffasst, wieder als nur eine Curve

des zweiten Complexes ah.

Diese Beziehung ist ganz analog der Beziehung zwischen ebenen

Curven, die einander durch die Transformation durch reciproke Polaren

oder noch allgemeiner durch die Dualität zugeordnet sind.

Wie wir schon in Satz 16 sagten, wird ein Punkt mit hindurch-

gehender Complexgeraden immer als eine Complexgerade mit einem

Punkte auf ihr abgebildet, d. h. jedes Linienelement, das die Differential-

gleichung des einen Complexes erfüllt, wird als ein Linienelement ab-

gebildet, das die Differentialgleichung des anderen Complexes erfüllt.

Die vorhergehenden EntWickelungen zeigen nun, dass insbesondere die

oo^ Linienelemente einer Complexcurve stets wieder als die einer

Complexcurve abgebildet werden. Eine Ausnahme spielen dabei nur

die Linienelemente einer Complexgeraden. Sie werden als die Linien-

elemente eines Elementarkegels abgebildet, der übrigens beim linearen

Complex in ein Büschel degeneriert ist.

Um das Entsprechen zwischen den Linienelementen
DatsT^eut

{x, y, z, dx : dy : dz) und {Y,Y,Z, dX-.dY: dZ) £ä:E
der beiden Monge'schen Gleichungen

xdy~ ydx -\-dz = 0, dX^ -\- dY^ -\- dZ'' =
auch analytisch darzustellen, beachten wir, dass zunächst die beiden

Gleichungen

X-\-iY -\-xZ-\-z =0,
(35)
^ ^

\x(X— iY)~- Z-y=0
bestehen. Der Geraden des Elementes (x, y, z, dx : dy : dz) entspricht

der Punkt (X, Y, Z). Mithin stellen die beiden Gleichungen (35)

diese Gerade dar, sobald man in ihnen x, y, z als laufende Coordinaten

betrachtet, sodass also, da der Punkt (x -f- dx, y -\- dy, z -\- dz) auf

der Geraden liegt, die Gleichungen bestehen:

Zdx -f (f^ = 0,

(X — i Y) dx — dy = U.
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Analog ist:

dX+ idY -\-xdZ=0,

x{dX—idY)— dZ=0.

Aus diesen sechs Gleichungen, die wiederholt aufgetreten sind, folgt

nun durch Auflösung nach X, Y, Z, dX : dY : dZ

(38)

X = dy -\- xdz — zdx Y=i. dy xdz -\r zdx
~Yd~x

dz

dx
xdy — ydx

dx

2dx

z=
dX : dY: dZ= {1 — x') : i(l + x^) : 2x

und andererseits durch Auflösung nach x, y, z, dx : dy : dz

dX + idY

(39)

dZ
dX — idY

"~
d^Z '

{
X — i Y) {dX + idY) + ZdZ

dZ -

Z{dX + idY) — {X-^i Y) dZ
dZ '

dx :dy:dz=l:(X — i Y) : — Z.

Dass wir mehrere Auflösungen z. B. für Z und für x erhalten,

ist nicht überraschend: Wir fassen ja nur solche Linienelemente ins

Auge, deren Geraden den Complexen angehören, und für solche sind

die verschiedenen erhaltenen Werte einander gleich. Natürlich lassen

sich die gewonnenen Formeln deshalb noch in mehreren anderen Weisen

schreiben.

Die Gleichungen (38) liefern das Linienelement im Räume {X, Y, Z),

das einem gegebenen Linienelement im Räume {x, y, z) entspricht, in-

dessen die Gleichungen (39) das Umgekehrte leisten. Wie diese Glei-

chungen zeigen, ist diese Zuordnung zwischen den oo* Linienelementen

der beiden Monge'schen Gleichungen in beiden Räumen eine ein-

eindeutige Zuordnung.

Wir können nun das folgende Theorem aufstellen*):

cieäamt- Theorem 18: Die Gleichungen
ergebnis. ^

X + iY +xZ+z = 0,

x{X— iY)— Z-y =
bestimmen eine ein-eindeutige Zuordnung ztvischen den Linien-

elementen der Pfäffsehen Gleichung

*) Ges. d. Wiss. zu Christiania, Febr. 18G9, Oct. 1870 und 71, Comptes
Rendufi Oct. 1870, 71. Bd., S. 579, Math. Annalen 5. Bd. (1872), S. 168.
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xdij — ydx -\- dz =
eines linearen Complexes im Baume (x, y, s) und den Linien-

elementen der Monge'schen Gleiehung

dX'-{-dY'-\-dZ-' =
des Complexes aller Minimalg eraden im liaume {X, Y, Z). Bei

dieser Zuordnung entsprieht jeder krummen Complexeurve des

einen Complexes eine krumme Complexeurve des anderen. Ben
oü^ Linienelementen einer Complexgeraden dagegen entsprechen

im anderen Baume die oo^ Linienelemente durch einen Punkt.

Wir stellen schliesslich einander entsprechende Gebilde in einer

Tabelle zusainmen.

Kaum (x, y, z). Raum (X, Y, Z).

1) Linienelement der PfalF'schen

Gleichung

xdy — y dx -\- dz =
eines linearen Complexes.

2) Punkt als Scheitel eines Büschels

solcher Linienelemente.

3) Gerade des linearen Complexes.

4) Krumme Curve des linearen Com-
plexes.

5) Zwei einander schneidende

krumme Complexcurven.

6) Zwei krumme Complexcurven, die

beide eine Complexgerade berühren.

7) Einander berührende krumme
Complexcurven.

1) Linienelement der Monge'schen

Gleichung

dX^ -{- (Zr^4- dZ^ =
des Complexes aller Minimalgeraden.

2) Minimalgerade.

3) Punkt als Spitze eines Elementar-

kegels (einer Nullkugel).

4) Krumme Minimalcurve.

5) Zwei krumme Minimalcurven, die

beide eine Minimalgerade berühren.

6) Zwei einander schneidende

krumme Minimalcurven.

7) Einander berührende krumme
Minimalcurven.

Da die Beziehung zwischen den Complexcurven in beiden Räumen

durch birationale Gleichungen vermittelt wird, so entspricht jeder

algebraischen Complexeurve wieder eine algebraische Complexeurve.

Hiernach ist z. B. das Problem, alle algebraischen Minimalcurven zu

finden, identisch mit dem Problem, alle algebraischen Curven des

linearen Complexes zu finden. Analoges gilt betreffs der Bestimmung

der algebraischen Complexcurven von gegebenem Geschlecht.

§ 4. Eine Zuordnung zwisclien den Geraden eines Raumes und den
Kugeln eines anderen Raumes.

Es ist von grösster Wichtigkeit, dass die im vorigen Paragraphen

festgestellte Beziehung zwischen den Linienelementen einer Pfaff'schen

Gleichung im Räume {x, y, z) und den Linienelementen einer
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Monge'schen Gleichung im Räume (X, Y, Z) naturgemäss zu einer

Beziehung zwischen den Flächen in beiden Räumen führt, und dass

bei dieser Zuordnung solchen Flächen, die einander berühren, wiederum

Flächen entsprechen, die einander berühren. Es wird unsere Aufgabe

sein, dies im gegenwärtigen Paragraphen nachzuweisen.

Dabei müssen wir einige längst bekannte Sätze aus der Theorie

der linearen Complexe anwenden, und es erscheint uns angebracht,

diese Sätze, um späterhin Störungen zu vermeiden, hier vorauszu-

schicken.

Polaren ^^^ erinnern zu diesem Zwecke an den in § 3 des 6. Kap., S. 214,
beim lin

Compl.
beim lin. eingeführten Begriff: reciproke Polaren hei einem vorgelegten linearen

Cotnplex. Der Satz 7 jenes Paragraphen (S. 213) lehrt unmittelbar,

wenn wir noch an die Begriffe: Nullebene (S. 212) und Nullpunkt

(S. 219) erinnern, die Richtigkeit des Satzes:

Satz 17: Liegt ein linearer Liniencomplex oder ein Nullsystem vor

und sind zwei hinsichtlich desselben reciproke Polaren gegeben, so liegt

der Nullpunkt jeder Ebetie durch die eine der beiden Polaren auf der

anderen Polaren.

Es sei ferner e^ eine gegebene Ebene und p^ ein Punkt in ihr.

Der Nullpunkt der Ebene e^ ist ein Punkt p^ in e^, und die Nullebene

des Punktes p^ ist eine Ebene e.^ durch p^ Die Gerade {p^p^) ist eine

Complexgerade, da sie in der Ebene e^ durch den Nullpunkt p.^ der

Ebene geht. Sie geht auch durch p^. Nun aber liegen alle durch p^

gehenden Complexgeraden in der Nullebene e^ von p^ Also folgt,

dass {P1P2) die Schnittlinie der beiden Ebenen e^ und e.^ ist.

Die Ebene e^ und der Punkt j)^ in ihr stellen ein Flächenelement

dar. Ihm wird also durch den linearen Complex ein zweites Flächen-

element zugeordnet, nämlich das, dessen Punkt p.^ und dessen Ebene e^

ist, und wir sehen:

Satz 18: Liegt ein linearer Complex vor und construiert man zu

dem Punkte und zu der Ebene eines Flächenelementes die Nullebene und

den Nullpunkt, so bestimmen die letzteren beiden ein zweites Flächen-

element, und die Schnittlinie der Ebenen der Elemente ist identisch mit

der Verbindenden der Punkte beider Elemente, die überdies eine Complex-

gerade ist.

Keciproke Zwci solche Flächenelemcute nennen wir zu einander reciprok hin-

h. lin. sichtlich des linearen Complexes.

Es sei nun eine nicht -abwickelbare Fläche C3^ gegeben. Wir con-

struieren in ihren csj^ Punkten p^ die 00^ Tangentenebenen gj. Es sei c^

die Nullebene von p^ und p^ der Nullpunkt von e^. Nach unserem
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Fig. 81.

letzten Satze ist dann jedesmal {Pi2h) ^^^ Schnittlinie der betreffenden

Ebenen e^^ e.^. (Siehe Fig. 81.) Der Ort der oo^ Punkte p.^ wird eine

neue Fläche o^ sein. Jede Tangente t^^ der Fläche a^ in p^ kann als

der Schnitt der Ebene e^ mit einer unendlich benach-

barten Tangentenebene aufgefasst werden. Ihre reci-

proke Polare ist daher die Verbindende des Punktes p^

mit einem unendlich benachbarten Punkt der Fläche tOg
,

also eine Tangente i^ von co^ in p.^. Ferner liegt ^^

in c\ und geht durch p^^, sodass t^ durch p^ geht und

in ^c, liegt. Also ist e^ die Tangentenebene von «^ in

2^2- Insbesondere ist {p)iP^^ eine gemeinsame Tangente

beider Flächen. Ausserdem ist {p^p.^ eine Gerade des Complexes, nach

Satz 18. Solcher Geraden giebt es hier oo\ entsprechend den oo^

Punkten von o^. Es hat sich also ergeben:

Satz 19: Liegt ausser einem linearen Complex eine nicht- abwickel-

bare Fläche Oj vor, so ist der Ort der Nullpunkte ihrer Tangentenebenen

eine ziveite Fläche co.^, deren Tangentenebenen die Nullebenen der Funkte

der Fläche a^^ sind. Die reciproken Polaren der Tangenten der Fläche

03^ sind die Tangenten der Fläche (o^. Es giebt oo^ Geraden des linearen

Complexes, die gemeinsame Tangenten der beiden Flächen sind. Die

Besiehung zwischen beiden Flächen ist vollständig umkehrbar.

Zwei derartige Flächen nennen wir su einander reciprok hinsichtlich^^'^'^l^^^^^-

des linearen Complexes. Compl.

Wir können noch auf einem anderen Wege zu ihnen kommen.

Wählen wir nämlich oo^ Geraden des linearen Complexes aus, so liegt
gt^a^j^ig^.

ein Strahlensystem vor, das dem linearen Complex angehört. *^co^i""'

Früher, in § 4 des 7. Kap., Satz 11, S. 294, haben wir bewiesen,

dass auf jedem Strahl eines Strahlensystems mindestens ein Punkt von

der Beschaffenheit liegt, dass durch ihn noch ein unendlich benachbarter

Strahl des Systems geht. Dieser unendlich benachbarte Strahl wird

wieder von einem ihm unendlich benachbarten Strahl geschnitten u. s. w.

Man sieht hieraus, dass sich in jedem Strahlensysteme die oo^ Strahlen

zu oü^ abwickelbaren Flächen von je oo^ Strahlen zusammenfassen

lassen. Die Rückkehrcurven der abwickelbaren Flächen werden im

allgemeinen eine Fläche ro^ erfüllen, die also von allen Strahlen des

Systems berührt wird. An der angeführten Stelle sahen wir aber,

dass sich zur Bestimmung des Punktes eines Strahles, durch den un-

endlich benachbarte Strahlen gehen, eine quadratische Gleichung er-

giebt. Es sind daher im Allgemeinen auf jedem Strahl zivei solche

Punkte vorhanden. Daher werden sich die oo^ Strahlen noch auf eine
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zweite Weise zu oo^ abwickelbaren Flächen zusammenfassen lassen,

und die Rückkebrcurven dieser abwickelbaren Fläcben werden noch

eine Fläche co^ bestimmen. (Man vergl. hierzu die Ausführungen auf

S. 270, 271 des geschichtlichen Überblicks in § 2 des 7. Kap. sowie

Fig. 59 daselbst.) Es gilt daher der

Satz 20: In einem StraMensystem lassen sich die Strahlen in zwei

Weisen zu je oo^ abiviclielbaren Flächen zusammenfassen, sodass die

Eückkehrcurven der abwickelbaren Flächen zwei Flächen erzeugen und

das Strahlensystem aus Geraden besteht, die gemeinsame Tangenten dieser

beiden Flächen sind.

fläcTen
^^^ beiden Flächen o^ und o., heissen die Brennflächen des

Strahlensystems.

Wenn nun das Strahlensystem in unserem linearen Complex ent-

halten ist, so gehen durch jeden Punkt p^ von w^ zwei unendlich

benachbarte Complexgeraden, deren Ebene also die Nullebene ßg ^^^^

l\ ist. Diese Ebene berührt die Fläche a.^, da die beiden Geraden die

Fläche (0.2 berühren. Die Nullebenen der Punkte von «^ sind also die

Tangentenebenen von co^. Ebenso sind die Nullebenen der Punkte von

oj^ die Tangentenebenen von Oy. Wir finden daher:

Satz 21: Die beiden Brennflächen eines Strahlensystcms , dessen

Strahlen einem linearen Complex angehören, sind zu einander reciproh

hinsichtlich des linearen Complexes.

Es kann vorkommen, dass sich die Rückkehrcurven der einen

Schar (oder beider Scharen) auf Punkte reducieren, sodass die zu-

Breiiii- gehörige Brennfläche eine Curve, eine Brenncurvc, wird. Wenn sich

aber a^ auf eine Curve reduciert, so hat to^ nur noch (x>^ Punkte.

Also besitzt dann Og nur oo^ Tangentenebenen und ist daher eine ab-

wickelbare Fläche. So ergiebt sich, wie wir nicht weiter auszuführen

brauchen

:

Satz 22: Liegt ein linearer Complex vor, so ist hinsichtlich des

Complexes zu jeder Curve, die keine Complexcurve ist, eine abwickelbare

Fläche reciprok, deren Erzeugende dem Complex nicht angehören. Um-

gekehrt ist zu jeder abwickelbaren Fläche, deren Erzeugende keine Complex-

geraden sind, eine Curve reciprok, die keine Complexcurve ist. Zu einer

Complexcurve dagegen ist die abwickelbare Fläche ihrer Tangenten reciprok,

und umgekehrt.

Liegen zwei Flächen vor, die einander berühren, so haben sie

einen Punkt und in diesem Punkte die Tangentenebene gemein. Die

zu ihnen reciproken Flächen haben daher die Nullebene jenes Punktes

zur gemeinsamen Tangentenebene und zwar berühren sie diese Ebene

curv(
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in dem Punkte , dessen Nullebene die gemeinsame Tangentenebene der

gegebenen Fläche ist. Also:

Satz 23: Liegt ein linearer Complex vor, so sind zu ztv&i Flächen,

die einander berühren, hinsichtlich des Complexes zwei solche Flächen

reciprok, die einander ebenfalls berühren.

Dies sind die Sätze aus der Theorie der linearen Complexe, die

wir in den folgenden Entwickelungen anwenden werden und daher

vorausgeschickt haben.

Wegen einer späteren Anwendung wollen wir hier nur noch an-

geben, wie sich analytisch die Polare zu einer Geraden ergiebt. Die

Gerade

(40) X = rs -\- Q, y -= S2 -^ 6

hat hinsichtlich des durch die Pfaff'sche Gleichung

X dy — y dx -\- ds =
definierten linearen Complexes zur Polaren eine gewisse Gerade:

(41) X = r'z + 9', y = s'z + 6'.

Jede Gerade, die einen Punkt der Geraden (40) mit einem Punkt der

Geraden (41) verbindet, muss eine Gerade des Complexes sein. Drückt

man dies analytisch aus, so findet man, dass zwischen r, s, q, 6 und

r', 5', q', ö' einfache Beziehungen bestehen. Benutzt man noch die

fünfte Liniencoordinate, setzt man also:

ri :rJ Si 1]
-^

Q

so lauten diese Beziehungen zwischen den Liniencoordinaten r, s, p, (?, «Anai. Darst.

j , , , , , . .

1 -Dl • P 1 i
'

y^>
y

I reciproker
und r , s

, Q , 6 , rj zweier reciproker Polaren, wie lolgt: Poiaren.

(42) r' =
n' V

Nunmehr nehmen wir die Betrachtungen des vorigen Paragraph

die sich auf die Abbildung

der beiden Räume (x, y, z) und

(X, Y, Z) beziehen, wieder auf,

um sie weiter zu führen.

In dem Räume (x, y, z)

des linearen Complexes sei

eine Fläche co vorgelegt. Nach

§ 2 des 6. Kap., S. 193, wird

sie von 00^ Curven h des

linearen Complexes einfach

überdeckt. (Siehe Fig. 82.)

Nach Theorem 18 (S. 452) hat jede dieser Curven k als Bildcurve
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eine Minimalciirve K im Kaume (X, Y, Z). Diese oo^ Minimalcurven

K werden eine Fläche ii bestimmen. Durchläuft ein Punkt m eine

^r'iächfu'^'
^®^ Curven li auf cj, so umhüllt seine Bildgerade, die eine Minimal-

gerade M ist, die entsprechende Minimalcurve K auf ß. Dies gilt

auch umgekehrt: Durchläuft ein Punkt eine Curve K auf ü, so um-

hüllt seine Bildgerade im Räume {x, y, z) die entsprechende Curve Ic

auf CO.

Die oü^ Minimalgeraden M, welche die Bilder der Punkte m der

Fläche oj sind, stellen ein StraJdensystem dar. Die Strahlen berühren

die Fläche Sl, die daher eine Brennfläclie des Strahlensystems ist.

Andererseits gehen sie — als Minimalgeraden — sämtlich durch den

unendlich fernen Poncelet'schen Kugelkreis im Räume (X, Y, Z). Der

Kugelkreis ist daher eine JBrenncurve des Strahlensystems.

Gehen wir nunmehr von einer beliebigen Fläche Sl im Räume
(X, Y, Z) aus (siehe Fig. 83). Sie wird von zwei Scharen von Minimal-

curven K^^ und Xj überdeckt, sodass durch jeden Punkt der Fläche £1

deren zwei gehen. Jede Curve K^ der einen Schar bildet sich im

Räume (x, y, d) als eine Curve

l\ des linearen Complexes ab.

Alle diese oo^ Curven \ er-

zeugen eine Fläche co^ im

Räume (ic, y, z). Ebenso bilden

sich die Minimalcurven K.^ der

zweiten Schar als oo^ Curven

A'g des linearen Complexes im

Räume {x, y, s) ab. Diese oc^

Curven k^ erzeugen ebenfalls

eine Fläche cj^ im Räume

Pig" 83. (x, y, z). Die beiden Flächen

coj und 03^ sind von einander

verschieden, bilden aber, nebenbei bemerkt, im Allgemeinen zu-

sammen eine irreducibele Fläche. Durch jeden Punkt A von iß geht

eine Curve K^ und eine Curve K^. Der Punkt A bildet sich im

Räume {x, y, z) als eine Gerade a des linearen Complexes ab, und

diese Gerade muss die beiden Flächen «^ und 03.^ berühren. Da die

Fläche 5i insgesamt oo^ Punkte A enthält, so ergeben sich im Räume

{x, y, z) auch 00'-^ Geraden a des linearen Complexes. Sie bilden ein

im linearen Complex enthaltenes Strahlensystem, das die Flächen (o^

und cj^ z^ Brennflächen hat. Nach Satz 21 sind also die Flächen (o^

und (»2 zu einander reciprok hinsiehtlieh des linearen Complexes. In A
wird ß von zwei Minimalgeraden M^ und M^ berührt. Diese Geraden
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bilden sich als die beiden Punkte nij^ und m^ im Räume (x, y, z) ab,

in denen die Gerade a die beiden Flächen co^ und g>^ berührt.

Nun kehren wir noch einmal zu der vorhergehenden Betrachtung

zurück, bei der wir eine Fläche im Räume {x, y, z) als gegeben an-

nahmen, die wir jetzt mit ta^ bezeichnen wollen. Ihr entspricht, wie

wir sahen, im Räume (X, Y, Z) eine Fläche Ü derart, dass sich die

Curven Ti^ des linearen Complexes, die auf C3^ liegen, als Minimalcurven

K^ auf ü abbilden. Aber iß enthält noch eine zweite Schar von

Minimalcurven K^, und ihre Bilder im Räume {x, y, z) sind Curven

h2 des linearen Complexes, die nach dem Vorhergehenden die zur

Fläche (o^ hinsichtlich des linearen Complexes reciproke Fläche w^

erzeugen.

Es hat sich also ergeben:

Satz 24: Durch die im Theorem 18 erwähnte Zuordnung wird auch

eine Zuordnung von Flächen in den Bäumen {x, y, z) und (X, Y, Z)

hergestellt, und zwar ist diese Zuordnung ein- zweideutig. Dabei ent-

spricht nämlich je zwei Flächen «^ und (o.^, die zu einander hinsichtlich

des linearen Complexes im Baume (x, y, z) reciproli sind, eine Fläche

ü im Baume {X, Y, Z) in der Weise, dass sich die beiden Scharen

von Curven des linearen Complexes, die auf co^ und (o^ liegen, als die

beiden auf ß gelegenen Scharen von Minimalcurven abbilden. Den
Punliten von co^ und a^ entsprechen die Tangenten dieser beiden Scharen

von Minimalcurven, während den Punhten von Sl das Strahlensystem im

Baume (x, y, z) entspricht, dessen Brennflächen ca^ und co^ sind und

dessen Strahlen dem linearen Complex angehören.

Wir stellen die einander entsprechenden Gebilde wieder tabellarisch

zusammen:

Raum {x,y, z). Raum (X, Y, Z).

1) Eine Fläche a^ und die hinsicht-

lich des linearen Complexes reciproke

Fläche 0).^.

2) Complexcurven Är^ auf co^.

3) Complexcurven k^ auf a»„.

4) Punkte von coj.

5) Punkte von co^.

i 6) Die Complexgeraden , die 00^ und
W coj berühren, d. h. die Strahlen des

Strahlensystems , dessen Brennflächen

(öj und ©2 sind.

1) Eine Fläche Sl. Zusammen'
Stellung.

2) Die eine Schar von Minimalcurven

Ü4 auf Sl.

3) Die andere Schar von Minimal-

curven iCj auf iß.

4) Tangenten der Curven K^.

5) Tangenten der Curven K^.

6) Die Punkte von ß.
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Wohlbemerkt gestatten diese Ergebnisse in gewissem Sinne noch

^vi^naXimon. Ausnahmen. Es liegt uns hier fern, diese Ausnahmen auf syste-

matischem Wege sämtlich festzustellen, da wir doch im zweiten Bande

wieder hierauf zurückkommen. Wir wollen hier aber mehrere sich

sofort darbietende Ausnahmefälle besprechen, die ein besonderes In-

teresse haben.

Regeln
1

Fig. 81.

Nehmen wir einmal an, im Räume (x, y, z) sei eine nicht -ab-

com 1
wickelbare Regelfläche vorgelegt, deren Erzeugende a dem linearen

Complex angehören (siehe Fig. 84). Die oo^ Geraden bilden sich im

Räume (X, Y, Z) als oo^ Punkte Ä ab, die eine Curve bilden, und

diese Curve ist keine Minimalcurve. Andererseits bilden sich die oo^

Punkte m einer Greraden a als die oo^ Minimalgeraden M ab, die

durch den entsprechenden Punkt

Ä gehen. So ergeben sich also

im Räume (X, Y, Z) im ganzen

oü'^ Minimalgeraden M, die eine

Curve und ausserdem — als

Minimalgeraden — den Kugel-

kreis schneiden. Diese oo^ Mi-

jiimalgeraden bilden also ein

StraJilensystem, das zwei Brenn-

curven hat Die gewählte Regel-

fläche ist zu sich selbst reciprok hinsichtlich des linearen Complexes.

Sucht man umgekehrt zu einem solchen im Räume (X, Y, Z) ge-

gebenen Strahlensystem, dessen eine Brenncurve der Kugelkreis und

dessen andere Brenncurve eine beliebig gegebene Curve ist, das ent-

sprechende Gebilde im Räume (x,y,s), so kommt man augenscheinlich

zu einer (und nur einer) Regel-

fläche, deren Erzeugende dem

linearen Complex angehören.

Sei femer im Räume

(X, Y, Z) eine nicht- abwickel-

bare Begelfläche fl von Mini-

malgeraden gegeben. (Siehe

Fig. 85.) Sie enthält ausser

oo^ Minimalgeraden M^ noch

eine Schar von oo^ Minimal-

curven K. Die oo^ Minimal^rera^^e« 31^ bilden sich im Räume (x, y, £)

als Punkte m^ einer Curve g3^ ab, die keine Curve des linearen Com-

plexes ist, während sich die oo^ Minimalcwr^-ew K als oo^ Curven Ti

Kegelfl

Fig. 8.5.
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des linearen Complexes abbilden, die eine Fläche tOg bestimmen. Den

Punkten Ä der Regelfläche entsprechen daher im Räume (x, y, z)

solche oo^ Complexgeraden a, die eine Curve a^ treffen und eine

Fläche «2 berühren, also die Strahlen eines im linearen Complex ent-

haltenen Strahlensystems, dessen eine Brennfläche in eine Brenncurve

ausgeartet ist. Es ist dies ein Specialfall des oben besprochenen all-

gemeinen Falles, nämlich der, in dem die Fläche 03^ zu einer Curve

degeneriert ist, während die zweite Brennfläche a^ eine Fläche ge-

blieben ist. Nach den vorausgeschickten Bemerkungen (Satz 22) ist die

Fläche (O2 zur Curve co^ hinsichtlich des linearen Complexes reciprok,

also eine abwickelbare Fläche.

Wir haben also folgende besondere Fälle erhalten:

Raum (x,y, z). Raum (X, Y, Z).

7) Nicht -abwickelbare Regelfläche,

deren Erzeugende dem linearen Complex
angehören.

8) Curve, die keine Complexcurve

is.t, und die dazu reciproke abwickel-

bare Fläche.

7) Curve, die keine Minimalcurve

ist.

8) Nicht- abwickelbare Regelfläche,

die den Kugelkreis enthält.

Yon grösstem Interesse ist nun aber der folgende besondere Fall:

Im Räume (X, Y, Z) liege eine Kugel vor, die keine Nullkugel sei,

also eine Fläche zweiten Grades mit zwei getrennten Scharen von

Minimalgeraden M^, ilf^- (Siehe

Fig. 86 *).) Den Minimalgeraden

jeder einzelnen Schar M^ bez. M,^

entsprechen im Räume {x, y, z)

die Punkte zweier Curven r/^, g.^

und den Punkten der Kugel ent-

sprechen die Geraden des linearen

Complexes, die g^ und g^ treffen.

Hier liegt also der besondere Fall

vor, dass sich die Flächen co^ und

(Og alle beide auf Curven g^ und p.
'

^^

g^ reducieren. Wiederum sind

die Curven g^ und g.^ zu einander reciprok hinsichtlich des linearen

Complexes. Man kann dies direct einsehen und noch mehr erschliessen

:

Alle von einem Punkte von ^^ ausgehenden Geraden des Complexes

liegen in einer Ebene. Da sie alle g^ treffen müssen, so muss daher g.^

Kugel
im Baum
(.X, Y, Z).

*) Wir erinnern hierbei an die zwi'ito Fussnoto zu S. 42G.
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in allen oo^ Nullebenen der Punkte von g,^ liegen, d. h. eine Gerade

sein. Dasselbe gilt von g^^, und die beiden Geraden sind reciproke

g^'gt'^i'^o
Polaren. Also haben wir erkannt, dass sielt das Strahlensystem erster

lin ^oom 'i
Ordnung und erster Classe, das aus allen Schnittgeraden zweier reciproke^'

Polaren im Baume {x, y, z) besteht, im Räume (X, Y, Z) als die Ge-

samtheit der Punkte einer Kugel ohhildet.

Wir wollen dies wichtige Ergebnis auch analytisch nachweisen und

vervollständigen.. Wie wir wissen, stellen die Gleichungen

I

X+ iY -j-xZ-j-z =0,
^^'^^

[x{X— iY)— Z-y =
in den laufenden Coordinaten x,y, z die Geraden des linearen Complexes

dar, wenn X, Y, Z die Rolle von Parametern spielen. Durch die im

Räume (x, y, z) beliebig gewählte Gerade g^ oder

(43) x = rz-\-Q, y = sz + 6

gehen c»^ Geraden des linearen Complexes, und sie bilden ein Strahlen-

system erster Ordnung und erster Classe. Zu diesen oo^ Geraden ge-

hören oo- Wertsysteme der Parameter X, Y, Z. Diese oo^ Wert-

systeme sind also durch eine Bedingungsgleichung verknüpft und zwar

durch die, die sich durch Elimination von .r, y, z aus den vier Glei-

chungen (35) und (43) ergiebt, also, wie man durch Determinanten-

bildung erkennt, durch die Gleichung

(44) r{X''-{-Y''-\-Z')—(s-{-Q)X-i(s—Q)Y-{-{l-{-r6—SQ)Z-\-6=0.

Benutzen wir ausser den vier Plücker'schen Liniencoordinaten r, s, q,

noch die überzählige fünfte rj ee sq — rö, so können wir schreiben:

(45) (X - ^±^r + {Y+

i

^-^r

+

(^-'7^ = a^'r-

Nun aber sind X, Y, Z die Coordinaten desjenigen Punktes im Räume

(X, Y, Z), dessen Bild die Gerade (35) im Räume {x, y, z) ist. Wir

sehen also, dass den oo^ Geraden des betrachteten Strahlensystems

erster Ordnung und erster Classe im Räume (x, y, z) diejenigen oo^

Punkte im Räume (X, Y, Z) entsprechen, die der Gleichung (45) ge-

nügen. Diese Gleichung aber ist die einer Kugel. Der Mittelpunkt

der Kugel hat die Coordinaten:

Q + S _ . Q--^ 7J
— 1

2r ' 2r ' 2r ^

während das Quadrat des Kugelrädius gleich

h + iV
(":.
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ist. Man sieht, dass sich die Kugel nicht ändert, wenn man anstelle

von r, s, Q, 6, t] die Liniencoordinaten der Polaren von (43) setzt,

d. h. nach (42), S. 457, die Werte:

/ f / s , Q , <r , 1

Daraus können wir schliessen, dass sich dieselbe Kugel ergeben hätte,

wenn wir statt von der Geraden r/^ oder (43) von ihrer Polaren y.^

hinsichtlich des linearen Complexes ausgegangen wären. Dies deckt

sich mit den vorhergehenden begrifflichen Überlegungen.

Wir sind somit zu dem Ergebnis gelangt:

Theorem 19: Durch die beiden Gleichungen Beziehg.
^ zwischen

V I -^r 1 r7 , A Geraden u.

X-\-lY -\- XZ -\- Z =0, Kugeln.

x{X—iY)— Z—y = ()

wird zwischen den Linienelementen, die der Pfaffsehen Glei-

chung
xdy — ydx -\- dz =

im Baume (x, y, z) genügen, und den Linienelementen, die der

Monge'schen Gleichung

dX' -\-dY'-\- dZ^ =
im Baume (X,Y,Z) genügen, eine ein-eindeutige Zuordnung her-

gestellt. Bei ihr wird jedem Punkt (x, y, z) des ersteren Baumes
im anderen Baume eine Minimalgerade zugeordnet; anderer-

seits wird jedem Punkte (X, Y, Z) des zweiten Baumes im
ersten Baume eine Gerade des durch die Pfaffsehe Gleichung

xdy ^ ydx -\- dz ^=

definierten linearen Complexes zugeordnet. Ben Geraden eines

Strahlensystems erster Ordnung und erster Classe, das dem
linearen Complex angehört, also allen Geraden des Baumes
(x, y, z), die zwei reciproke Polaren:

X = rz-^Q, y = sz-^6', x = —^^Z—^, y=^ — ?-z-^

(ri = SQ — rö)

sehneiden, entsprechen dabei die Punkte {X, Y, Z) einer Kugel:

Den Punkten der beiden reciproken Polaren sind die beiden

ScJnifen von Minimalgeraden auf der Kugel zugeordnet.
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Insbesondere können die beiden reciproken Polaren zusammen-

fallen, was nur dann eintritt, wenn

SQ — rö -{- 1 = oder ?; -[- 1 =
ist, d. h. wenn die Geraden in eine Complexgerade hineinrücken. In

diesem Falle ist das Strablensystem erster Ordnung und erster Classe

ein specielles (vgl. § 1 des 6. Kap., S. 187). Man kann hier sofort

schliessen, dass in diesem Falle die zugeordnete Kugel in eine solche

mit nur einer irreducibelen Schar von Minimalgeraden ausartet, d. h.

NuUkugoi. in eine Nullkugel. In der That ist die Kugel (45) eine Nullkugel, wenn

^ + 1=0 ist.

Wir stellen wieder die Ergebnisse tabellarisch zusammen:

Raum (x, y, s). Raum (X, Y, Z).

9) Die Minimalgeraden einer Kugel.

10) Die Punkte einer Kugel.

Zuaaiiimon- 9) Die Punkte zweier reciproker
^*''""'^^-

Polaren.

10) Die Geraden eines dem linearen

Complex angehörenden Strahlensystems

erster Ordnung und erster Classe.

Also kurz gesagt:

11) Paar von reciproken Polaren. ! 11) Kugel.

Insbesondere:

1-2) Paar von zusammenfallenden re- j 12) Punkt, als Nullkugel aufgefasst.

ciproken Polaren, d. h. zwei unendlich
i

benachbarte Complexgeraden.
|

Bild berühr. Betrachten wir im Räume (X, Y, Z) zwei Kugeln, die einander

herähren. Sie haben einen Punkt Ä und die Tangentenebene in diesem

Punkte gemein, also auch eine Minimalgerade M^, 31.^ aus jeder Schar.

Da den Minimalgeraden die Punkte der zugeordneten reciproken Polaren

im Räume {x, y, z) entsprechen, so folgt, dass die beiden Paare von

reciproken Polaren ^^, g^ und ^/, g.2', deren Bild die beiden Kugeln

sind, so liegen, dass die beiden Geraden g^ und g^^ einander schneiden

und ebenso g^ und g^'.

Betrachten wir überhaupt edle 00^ Kugeln im Baume (X, Y, Z),

die im Punkte A eine gemeinsame Tangentenehene haben, also auch zwei

gemeinsame Minimalgeraden M^ und M,^, und zwar eine aus jeder

Schar, haben.

Dem Punkt A entspricht im Räume {x, y, z) eine Gerade a des

linearen Complexes, während Jfj und M.^ die Bilder zweier Punkte

m^ und m.^ auf a sind. (Siehe Fig. 87, S. 465.) Jeder einzelnen Kugel

entspricht ein Paar reciproker Polaren g^, g^, sodass den Minimal-

geraden der Kugel die Punkte von g^ und g.^ entsprechen. Da m^ und m.^

Schar v.

Kugeln.
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(leren

die Bilder zweier Minimalgeraden sind, so folgt, dass g^ etwa den

Punkt m^ und folglich g^ den Punkt m^ enthält.

g^ und g^ zwei reciproke Polaren sind

enthält, so entspricht ihnen im

Räume (X, Y, Z) eine Kugel,

welche die beiden Minimalgeraden

M^ und M^ enthält, also eine

jener oc^ Kugeln.

Um also die Bilder aller oo'

Kugeln zu erhalten, haben wir

alle die Geraden g^ durch m^ zu

ziehen, deren reciproke Polaren g,^

durch m^ gehen. Um dies zu thun

Wenn umgekehrt

, deren andere nk>^

construieren wir zunächst die

Nullebenen e.^ und e^ *) der Punkte m^ und m^ . Sie enthalten die

Complexgerade a. Ferner muss g-^ in e^ liegen, da alle von m^ aus-

gehenden Complexgeraden einerseits in e^ liegen und andererseits g^

schneiden sollen. Ebenso muss g^ in e^ liegen. Umgekehrt ist klar,

dass eine Gerade ^j, die durch w^ geht und in der Nullebene e^ von

Wg liegt, zur reciproken Polaren eine Gerade g^ hat, die durch m.^

geht und in der Nullebene e^ "^on *^i liegt.

Man sieht also, dass sich die oo^ Kugeln als die oo^ Paare von

reciproken Polaren g-^, g^ abbilden, von denen die oo^ Geraden ^^ das

Büschel in e^ mit dem Scheitel m^ bilden, während die oo^ Geraden

g.^ das Büschel in e^ mit dem Scheitel m.^ bilden. Also:

Satz 25: Bei der im Them-em 19 besprochenen Zuordnung ent-

sprechen den cx)^ Kugeln, die im Baume (X, Y", Z) einot Punkt und

seine Tangentenebene, also zwei Minimalgeraden M^ und M.^ gemein haben,

oü^ Baare von reciproken Bolaren g^, g^ im Baume {x, y, z), von denen

die Geraden g^ sotvie die Geraden g^ je ein Büschel bilden. Sind die

Punkte m^ und m^ die Bilder der Minimalgeraden M^ und M^, so liegt das

Büschel (g^^) in der Nullebene von m^ und hat den Scheitel m^, während

das Büschel (g^) in der Ntdlebene von m^ liegt und m^ mm Scheitel hat.

gemeins.
>'lächen-
elem.

Alle oü^ Kugeln im Räume (X, Y, Z), die einen Punkt A und Kugein m,

in diesem Punkte eine Tangentenebene (Jf^, M^ gemein haben, haben

ein Flüchenelement gemein, nämlich das durch den Punkt A und die

Tangentenebene definierte Element. Überdies gehört jede Kugel, die

dieses Flächenelement enthält, zu den betrachteten oo^ Kugeln.

*) Wir wählen die Bezeichnungen absichtlich so wie auf S. 454.

Lie, Geometrie der JSeraljruiigstraDsforinatioueii I. 'M [22.1. 1896.]
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Wir führen nun die Redeweise ein: Eine Gerade g gehört einem

Fläclienelement an, oder auch umgekehrt: ein Flächenelement gehört

einer Geraden g an, wenn die Gerade g durch den Punkt m des

Flächenelementes geht und in der Ebene e des Flächenelementes liegt.

(Siehe Fig. 88.) Alsdann sehen wir: Jene oo^ Kugeln bilden sich

im Räume {x, y, 0) als oo^ Geradenpaare
g^^, g^ ab und

zwar so, dass die 00^ Geraden g^ einem Flächenelement {in^, e^

und die anderen 00^ Geraden g^ einem Flächenelement {nh^, e^)

angehören (vgl. Fig. 87). Hiermit ist ein ein- zweideutiges

Entsprechen zivischen den Flächenelementen der beiden Bäume
(x, y, ß) und (X, Y, Z) hergestellt.

Fig. 88. Denn einesteils haben wir soeben zu einem Flächen-

element im Räume {X, Y, Z) zwei Flächenelemente im Räume
{x, y, z) construiert und zwar zwei Flächenelemente, die hinsichtlich

des linearen Complexes zu einander reciprok sind. Andernteils können

wir auch von einem beliebigen Flächenelement im Räume (x, y, z) aus-

gehen, dessen Punkt m^ und dessen Ebene e^ sei. Wir betrachten

nämlich die 00^ Geraden g^, die diesem Flächenelement angehören, und

construieren ihre oo^ reciproken Polaren g^ hinsichtlich des linearen

Complexes. Wir wissen, dass sie dem Flächenelement angehören, das

zu dem gegebenen Element hinsichtlich des linearen Complexes reciprok

ist. Sein Punkt sei m^ und seine Ebene e^. Jedem Paar g^, g^ von

reciproken Polaren entspricht nun im Räume (X, Y, Z) eine Kugel.

Der Geraden (ni^m^) oder a, die dem linearen Complex angehört, ent-

spricht ein Punkt Ä der Kugel, und den Punkten m^, ni.^ entsprechen

die durch diesen Kugelpunkt A gehenden Minimalgeraden M^, M^ auf

der Kugel. Die 00^ Kugeln, die den oo^ Geradenpaaren ^^, g.^ ent-

sprechen, haben daher im Punkte A ein Flächenelement gemein. Den

beiden zu einander reciproken Flächenelementen (%, e^), (wg? ^2) ^^^

Raumes (x, y, z) ist hiermit ein Flächenelement des Raumes (X, Y, Z)

in ganz bestimmter Weise zugeordnet.

Die hiermit hergestellte ein-zweideutige Zuordnung zwischen den

Flächenelementen der beiden Räume (x^ y, z) und (X, 1'', Z) ist also

so beschaffen, dass allen oo^ Flächenelementen einer Kugel diejenigen

00^ Paare von reciproken Flächenelementen im Baume (x, y, z) ent-

sprechen, die aus den 00^ Flächenelementen, die einer Geraden g^ an-

gehören, und aus den 00^ Flächenelementen, die der Polaren g.^ von g^

angehören, gebildet werden können.

Anal. Darst. Wir wollen nun diese Zuordnung zwi.schen den Flächenelementen auch ana-

V Mä'Jhelf-^y^^'^^^^
herstellen. Dazu bedarf es einiger Vorbemerkungen: Im Räume (ic, 1/, z)

elem. verstehen wir unter {x, y, z, p, q) dasjenige Fläehenelement, dessen Punkt der
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Punkt (x, y, z) ist und dessen Ebene Richtungscosinus proportional p, q, — 1

hat. (Vgl. § 1 des 7. Kap., S. 258.) Entsprechend verstehen wir unter X, Y, Z,

P, Q die Coordinaten eines Flächenelementes im Räume (X, Y, Z).

Zunächst wollen wir feststellen, welches Flächenelement {x', y\ z\ p\ q')

zu einem Flächenelement {x, y, z, p, q) hinsichtlich des linearen Complexes

reciprok ist. Da die Gleichung

xdy — ydx -{- dz =
den linearen Complex definiert, so hat die Nullebene des Punktes {x, y, z) in

den laufenden Coordinaten x\ y', z' die Gleichung:

(40) xy' — yx' — z -\- z' = 0.

(Vgl. S. 229, 230, § 3 des 6. Kap.) Diese Ebene ist nun die des reciproken

Flächenelementes {x', y', z', p', q'), sodass

P'=y> q= — x
ist. Ebenso ist

p = y\ 2 = — ^'

Setzen wir diese Werte in (4G) ein, so ergiebt sich

z' = z — xp — yq.

Also wird das zum Flüchenelement {x, y, z, p, q) hinsichtlich des linearen Complexes i-iächM^^

reciproJce Element {x', y\ z\p', q) gegeben dwch die Gleichungen: eiem.

(47) x'=-q, y' = p, z' = z — xp — yq, p' = y, g' = - a;.

Nach dieser Vorbemerkung betrachten wir eine Gerade g^ des Raumes
{x, y, z). Es seien in den laufenden Coordinaten x^^y^, Z-yi

(48) a^i = rz^ -\- q, 2/i
=

-'"'^'i + «^

ihre Gleichungen. Diese Gerade gehört dem Flächenelement (a;, y, z,p, q) an,

wenn die Gerade den Punkt {x, y, z) enthält und in der Ebene

Zi — z — p{x^ —x) — qiy^ ~y) =
des Elementes liegt, d. h. wenn:

(49) X = rz -\- Q, y = sz -\- G, 1 — pr — qs =
ist. Die Gerade (48) oder (r, s, g, a) gehört also dem Flächenelement {x,y,z,2),q)

dann und nur dann an, wenn die Gleichungen (49) oder

(49') P'>'-{-qs = l, Q = x — rz, G = y — sz

bestehen. Zu dieser Geraden und ihrer reciproken Polaren gehört nun im Räume
(X, Y, Z) eine Kugel, deren Gleichung wir auf S. 462 unter (44) aufstellten.

Setzen wir in dieser Gleichung für p, o ihre Werte aus (49') ein, so kommt:

(50) r{X'-}- Y^ -\- Z'') - {s + X - rz) X — i{s - X -\- rz) Y +
+ {1 -sx-\- ry) Z-\-y ~ sz = 0.

Wenn wir hierin r, s irgendwie so wählen, dass sie der noch zu erfüllenden

ersten Gleichung (49'), d. h. der Gleichung

(51) pr + gs == 1

genügen, so stellt die Gleichung (50) eine der cx)^ Kugeln dar, die den CX)'

Geraden g^ des Flächenelementes {x, y, z, p, q) im Räume (X, Y, Z) entsprechen.

Da die Parameter r, .s' an die lineare Gleichung (51) gebunden sind, so folgt, dass

die Gleichung (50) eine lineare Kugelschar, ein Kugelbüschel darstellt. Die Be-

dingung (51) wird insbesondere durch die Annahme
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erfüllt. Setzen wir diese Werte in (50) ein, so geht die Ebene hervor:

(52) {xq + 1)X— i{xq— 1) Y -j- {x— q) Z -\- z — tjq = 0.

Diese Ebene berührt nun alle oo^ Kugeln (50) in einem Punkte. Es genügt, dies

für nur eine der Kugeln zu beweisen, etwa für die Kugel, die bei der (51) er-

füllenden Annahme

r ==
, s =

P
hervorgeht:

X*4- Y^+ Z^--\- (z-xp)X-iiz-xp)Y+{y^p)Z+yp = o".

Der Berührpunkt ist, wie man leicht ausrechnen kann, der Punkt:

= _ -^ ,1 x{xp-{-yq)-\-y —p
2 "^ 2 q + X '

/roN )v— *^ 2 x{xp-\-yq) — y -\r p
^^^^ ^^ - 2 ~ 2 g"+^ '

q^x
Die oo^ Kugeln haben folglich das Flächenelement (X, Y, Z, P, Q) gemein,

dessen Punkt der durch (53) gegebene Punkt ist, während die Gleichung (52)

seine Ebene darstellt. P, Q und — 1 sind also den Richtungscosinus dieser

Ebene proportional, sodass kommt:

(54) P = ^J_+1, Q = -i-lsil.
q — X ^

q — X

Die fünf Gleichungen (53) ^md (54) bestimmen das Flächenelement (X, Y,Z,P, Q),

das dem Flächenelement (x, y, z, p, q) entspricht.

Zu dem Flächenelement {x, y, z,p, q) ist nun dasjenige Element (x, y', z,p, q)
reciprok, dessen Coordinaten durch die Gleichungen (47) gegeben werden. Setzt

man diese Werte x\ y\ z', p', q anstelle von a;, ?/, z, p, q in (53) und (54) ein,

so findet man, dass sich X, 1", Z, P, Q genau so darstellen wie vorher. Das
Flächenelement (X, Y, Z, P, Q), das durch (53) und (54) gegeben ist, ist also

nicht nur dem Flächenelement {x, y, z, p, q), sondern auch demjenigen Flächen-

element (x', y', z', p\ q') zugeordnet, das zu dem Element {x, y, z, p, q) hin-

sichtlich des linearen Complexes reciprok ist. Die Gleichungen (53) und (54)

lassen sich auch nach x, y, z, p, q auflösen. Diese Auflösung ist zweideutig.

Sie giebt eben zwei zu einander hinsichtlich des linearen Complexes reciproke

Flächenelemente.

Hiermit ist die ein - zweideutige Beziehung zwischen den Flächenelementen

der beiden Räume {x, y, z) und (X, Y, Z) vollkommen auch analytisch abgeleitet.

Die ein-zweideatige Zuordnung von Flächenelementen, die wir im

Vorhergehenden kennen gelernt haben, ordnet, wie wir schon hervor-

hoben, allen Flächenelementen, die zwei reciproken Polaren des Raumes

{x, y, z) angehören, alle Flächenelemente einer Kugel des Raumes

(X, Y, Z) zu. .

Flächen- Wir vs^ollen nun die Flächenelemente einer beliehigen Flüche Sl im
elem. einer ^

i^eiieb. liaumc (X, Y, Z) betrachten. Die Fläche hat oo^ Flächenelemente.
Fläche.

.

Nun haben wir schon früher gesehen, dass wir der Fläche £1 im

Räume (x, y, z) zwei zu einander reciproke Flächen dj^ und Og zuordnen
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können. Andererseits haben wir den oo^ Flächenelementen von £1 zwei

Scharen von oo^ paarweis reciproken Flächenelementen im Räume
(x, y, z) zugeordnet. Wir werden jetzt zeigen, dass sich diese beiden

Scharen von je (xß Flächenelementen im Räume (x, y, 0) in zwei

Flächen anordnen und zwar gerade in jene beiden Flächen co^ und co^,

die uns die früher untersuchte Zuordnung lieferte, sodass die frühere

Zuordnung mit der jetzigen übereinstimmt.

Zu diesem Zweck seien wieder auf der Fläche Sl ihre beiden

Scharen von je oo^ Minimalcurven K^ und K^ construiert. (Siehe

Fig. 89.) Ihnen entsprechen, wie wir früher sahen, auf den Flächen

Oj und (o^ die Curven \ und Jc^ des linearen Complexes. Im Punkte

Ä von iß legen wir die Tangenten ilij und M^ an die hindurchgehenden

Minimalcurven K^ und K^. M^ und Jf^ sind Minimalgeraden. Die

Linienelemente von Ä^ und K^ in A bilden sich im Räume {x, y, z),

wie wir wissen (vgl. S. 451), als

Linienelemente zweier Curven \

Fig. 89.

Linienelemente, die eine gemein-

same Tangente a von 7q und k^

auf diesen Curven bestimmt. Die

Gerade a des linearen Complexes

ist das Bild des Punktes Ä. Es

seien ni^ und m^ die Berühr-

punkte von a mit Jc^ und Jc^'^

dann sind m^ und m^ die Bilder

der Minimalgeraden M^ und M^

.

Wir wissen von früher her, dass

die Flächen to^ und cj^ zu einander reciprok sind und dass insbesondere

ihre Flächenelemente an den Stellen m^ und in^ zu einander reciprok

sind. Die Nullebene gg von m^ ist also die Tangentenebene in m^

und die Nullebene e^ von m^ die Tangentenebene in m^. In der

Tangentenebene e^ des Punktes m^ liegen cx)^ Tangenten g^ von co^ und

in der Tangentenebene e^ des Punktes tn^ die oo^ Polaren g^ der g^ als

Tangenten von ojg- Nun aber besteht das Bild des Flächenelementes,

das il in Ä hat, nach dem Früheren gerade aus den beiden Flächen-

elementen, die durch die beiden Büschel g^ und g^ bestimmt werden,

also aus den beiden Flächenelementen von o^ und ojg in m^ bez. m^.

Die Flächenelemente von H bilden sich also im Baume (x, y, z) in

der That als die zu einander redprohen Flächenelemente zweier Flächen,

nämlich der beiden Flächen co^ und co^, ab.

Hieraus folgt, dass umgekehrt die 00^ Paare von reciproken Flächen-
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elementen, die in zwei zu einander reciproken Flächen a^ und ojg im

Räume (x, y, d) enthalten sind, im anderen Räume (X, Y, Z) als die

cx)^ Flächenelemente derjenigen Fläche Si abgebildet werden , die dem

Flächenpaar 03^, a^ nach dem Früheren entspricht. Denn wir brauchen

ja nur die soeben angestellte Betrachtung auf diese Fläche Si anzuwenden,

wodurch wir eben von den Flächenelementen von Sl wieder zu denen

von a^ und o^ gelangen.

Hieraus können wir noch mehr schliessen:

Liegen im Räume (X, Y, Z) zwei Flächen ^ und ß' vor, die

einander berühren, also in einem Punkte A ein Flächenelement gemein

haben, und construieren wir im Räume {x,y,z) die Paare zu einander

reciproker Flächen os^, a^ und a^, cog', die den Flächen il und ü' zu-

geordnet sind, so berühren co^ und C3^ einander in dem einen und «2

und «2' einander in dem anderen der beiden Flächenelemente des

Raumes (x, y, z), die dem gemeinsamen Flächenelemente von ß und i^'

zugeordnet sind.

Wählen wir umgekehrt im Räume {x, y, z) zwei Flächen co^ und

ö^', die einander berühren, also ein Flächenelement gemein haben, so

folgt unmittelbar, dass die zu ihnen reciproken Flächen «2 und a^'

das reciproke Flächenelement gemein haben (vgl. Satz 23). Nun sind

co^ und (O2 das Bild einer Fläche Sl sowie o^' und 032' das einer Fläche

ü' des Raumes (X, Y, Z), und man schliesst sofort, dass £1 und Sl'

dasjenige Flächenelement gemein haben, das den beiden erwähnten

Flächenelementen des Raumes (x, y, z) im Räume (X, Y, Z) entspricht.

Kurz gesagt: Bei unserer Zuordnung zwischen den beiden Räumen
Flächen, hildeti sich einander berührende Flächen als ebensolche ah.

Der Fall der Berührung zwischen einer Fläche 5i und einer Kugel

im Räume (X, F, Z) ist hierbei besonders zu erwähnen. Einer Kugel,

welche die Fläche ü in J. berührt, entspricht im Räume {x, y, z) ein

Paar reciproker Polaren g^^ und g.^: ^^^ denen die eine die Fläche a^

in Wj, die andere die Fläche co^ in m.^ berührt (siehe Fig. 81), S. 469).

Betrachten wir andererseits eine Fläche cö^ im Räume (x, y, z)

und eine Tangente g^ der Fläche, so erhalten wir als Bild im Räume

(X, F, Z) eine Fläche fl und eine sie berührende Kugel.

Fassen wir das Gefundene nun in einem Satze zusammen:

Satz 26: Bei der in Theorem 19 ausgesprochenen Zuordnung zwischen

den beiden Räumen (x, y, z) und (X, Y, Z) entspricht jedem Paar von

Flächenelementen j die im Räume (x, y, z) zu einander hinsichtlich des

linearen Complexes reciproJc sind, ein Flächenelement im Räume (X, Y, Z).

Allen Flächenelementen einer Fläche co^ des Raumes (x, y, z) und der

Berührd.
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reciproken Fläche w^ sind dabei die Flächenelemente derjenigen Fläche ü
des Baumes (X, Y, Z) zugeordnet, die dem Fläehenpaar co^, cog nach

Satz 24 entspricht. Wenn im Baume (x, y, z) zivei Flächen co^, o?/

und also auch die zu ihnen reciprohen Flächen co^, co.^ einander be-

rühren, so gilt dasselbe von den zugeordneten Flächen il und 9! im

Baume {X, Y, Z). Wenn im Banme {X, Y, Z) zwei Flächen Sl und

Sl' einander berühren, und wenn der Fläche ß im Baume (x, y, z) das

Flächenpaar ca^, m^ und der Fläche ü' das Flächenpaar to/, cj/ ent-

spricht, so berühren auch cu-^ und o?/ einander sowie co,^ und co^'. Den

paariveis zu einander hinsichtlich des linearen Complexes reciproken

Tangenten zweier reciproker Flächen w^ und a^ im Baume (x, y, z)

entsprechen im Baume {X, Y, Z) die Kugeln, tcciche die zu a^ und a^

zugeordnete Fläche Sl berühren.

Ist im Räume (x, y, z) eine Regelfläclie beliebiger Art gegeben,
^«^°^^f^"«

so enthalten ihre Tangentenebenen längs einer Erzeugenden jedesmal

die Erzeugende selbst. Die RegelÜäche hat daher oo^ Flächenelemente,

die zugleich einer Erzeugenden angehören. Jeder Erzeugenden ent-

spricht im Räume (X, Y, Z) eine Kugel. Der Regelfläche entspricht

demnach im Räume (X, Y, Z) eine Fläche, die zu einer Schar von

oü^ Kugeln in der Beziehung steht, dass sie mit jeder dieser Kugeln

oü^ Flächenelemente gemein hat. Sie ist daher die Umhüllende dieser

oo^ Kugeln.

Eine Begelfläche des Baumes {x, y, z) bildet sieh also im Baume

(X, Y, Z) im allgemeinen als die Umhüllende einer Schar von oo^

Kugeln ah.

Insbesondere sind die Flächen zweiten Grades diejenigen, die in
^*J*°^®

zwei Weisen als Regelflächen aufgefasst werden können. Einer Fläche Grades.

zweiten Grades im Baume {x, y, z) ist mithin im Baume {X, Y, Z)

eine Fläche zugeordnet, die in zwei Weisen als Umhüllende von je oo^

Kugeln erzeugt werden kann. Eine derartige Fläche heisst bekanntlich

eine Cyklide oder auch genauer eine Dupin'sche Cyklide.

Wiederum wollen wir die bis jetzt besprochenen, einander zu-

geordneten Gebilde in einer Tabelle zusammenstellen.

Raum {x, y, z). Raum {X, Y, Z).

Dupin'sche
Cyklide.

13) Zwei zu einander reciproke

Flächenelemente.

14) Die Flächenelemente zweier

reciproker Flächen.

15) Zwei einander berührende Flächen

sowie die reciproken ebenfalls einander

berührenden Flächen.

13) Ein Flächenelement.

14) Die Flächenelemente einer

Fläche.

15) Zwei einander berührende

Flächen.

Zusaramen-
stellg. ent-

spr. Gebilde.
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Raum {Xj y, z). Raum (X, Y, Z).

16) Die Flächenelemente einer Ge- 16) Die Flächenelemente einer Kugel,

raden und ihrer reciproken Polaren. i

17) Eine Fläche mit ihren Tangenten ! 17) Eine Fläche mit allen Kugeln,

sowie die reciproke Fläche mit ihren
|

die sie berühren.

Tangenten.

18) Regelääche und die zu ihr reci-

proke Regelfläche.

19) Fläche zweiten Grades und die

zu ihr reciproke Fläche zweiten Grades.

18) Umhüllende Yon oo^ Kugeln.

19) Dupin'sche Cyklide.

In der Geometrie der Flächenelemente kann man die Begriffe:

Haupttangentencurven und Krümmungslinien von Flächen in folgender

Weise einführen:

^curvl^
Längs einer HaupUangentencurve schneiden die Tangentenebenen

in unmittelbar benachbarten Punkten einander in der Tangente der

Curve, d. h. zwei unmittelbar benachbarte Flächenelemente der Fläche,

deren Punkte auf einer Haupttangentencurve liegen, haben die Eigen-

schaft, dass ihre Ebenen die Grerade gemein haben, die ihre Punkte

verbindet. Diese beiden Flächenelemente gehören also beide einer

gemeinsamen Geraden an. Die oo^ längs einer Haiq^Uangentencurve ge-

legenen Flächenelemente der Fläche hilden somit einen Streifen, in dem

je zwei consemtive Elemente einer Geraden angehören.

Wir wollen zeigen, dass sich diese begriffliche Definition voll-

kommen mit der analytischen deckt:

Sind X, y, z, p, g die Coordinaten der Flächenelemente längs einer

Haupttangentencurve, so werden sie Functionen eines Parameters sein.

Nun giebt

(55) dz — pdx — qdy =
alle Fortschreitungsrichtungen (dx : dy : dz) in der Ebene des Elementes

(x, y, z, p, q). Zu ihnen muss die vom Punkte (x, y, z) zum Punkte

(x -{- dx, y -\- dy, z -f- dz) des benachbarten Elementes gehören. Ferner

soll diese Richtung auch in der Ebene des benachbarten Elementes

liegen, d. h. die vorhergehende Gleichung soll auch dann bestehen,

wenn in ihr für p und q die Werte 2) -\- d}), q -\- dq gesetzt werden.

Dies liefert die durch Differentiation hervorgehende Bedingung:

(56) dpdx-\- dqdy = 0.

Die Gleichung (56) ist also charaMeristisch für die Flächenelemente einer

Haupttangentencurve. In der That folgt aus dieser Gleichung die ge-

wöhnliche Form der Differentialgleichung der Haupttangentencurven,

wenn man



§ 4. Zuordnung zwischen Geraden und Kugeln. 473

dp == rdx -\- sdy, dq = sdx-\-tdy
setzt.

Die oü^ Flächenelemente längs einer KrämnmngsUnie einer Fläche
^''"j°'J"«^'

können wir charakterisieren als solche Elemente der Fläche, von denen

je ztvei henachharte einer Kugel angehören. Dass sich diese begriff-

liche Definition in der That mit der analytischen deckt, erkennen wir

so: Ist die Fläche im Räume {X, Y, Z) vorgelegt, so werden die

Coordinaten X, Y, Z, P, Q ihrer Flächenelemente längs einer Krümmungs-

linie Functionen eines Parameters sein. Sollen zwei consecutive Elemente

(X, Y, Z, P, Q) und {X-\-dX, Y-i-dY, Z+dZ, P -^ dP, Q-\-dQ)

einer Kugel angehören, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass

die in den Punkten der Flächenelemente auf ihre Ebenen errichteten

Lote einander schneiden. Nun sind

l^X+tP, i) = Y-^tQ, i=-Z-t

die laufenden Coordinaten auf der ersten Normalen, ausgedrückt durch

einen Parameter t. Diese Normale wird die unmittelbar benachbarte

schneiden, wenn es Werte von t und dt giebt, für die die Differentiale

der vorstehenden Ausdrücke Null sind, d. h. für die

dX + Pdt + tdP = 0,

f?r-f Qdt -{-tdQ = 0,

dZ ~ dt =0

ist. Elimination von t und dt giebt also die Bedingung:

{dx 4- PdZ)dQ — (fzr+ QdZ)dP =
als charaJcteristisch für die Schar der Flächenelementc längs einer Krüm-

mungslinie. Dies giebt in der That, wenn man

dP = BdX + SdY, dQ = SdX -f TdY
und

dZ= PdX-i- QdY

einsetzt, die Differentialgleichung der Krümmungslinien in der ge-

wöhnlich angewandten Form.

Es können also die Haupttangentencurven und Krümmungslinien

in der hier angegebenen begrifflichen Weise mit Hülfe der Flächen-

elemente längs dieser Curven charakterisiert werden.

Nun sei- eine Fläche m^ im Räume (x, y, z) und auf ihr eine

Haupttangentencurve e^ vorgelegt. Längs der Haupttangentencurve ge-
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hören zwei consecutive Flächenelemente derselben Geraden g^ an. Die

Fläche tOj bildet sich im Räume (X, Y, Z) als eine Fläche Sl ab, die

Flächenelemente längs q bilden sich als Flächenelemente längs einer

Curve C auf £1 ab. Jede Gerade g^ endlich bildet sich als eine Kugel

zw'^Hau'^t-
^^^' ^o^i^ ^olg^j ^^ss zwei consecutive Flächenelemente längs C stets

K/ifram"si
^^^ ®^^®^ Kugel Hegen, d. h. die Curve C ist eine KrümmungsUnie
der Fläche ^.

Liegt umgekehrt eine Fläche ii im Räume (X, Y, Z) und auf ihr

eine Krümmungslinie C vor, so wird sich Si im Räume (x, y, s) als

ein Paar reciproker Flächen ra^, ojg abbilden. Die oo^ Flächenelemente

längs C bilden sich dabei als je <x^ Flächelemente auf m^ bez. co.^ ab,

und diese bestimmen also zwei Curven c^ und c^ auf co^ bez. co.^. Da
G Krümmungslinie auf ü ist, so liegen consecutive Flächenelemente

längs C jedesmal auf einer Sl berührenden Kugel. Diese Kugel bildet

sich als ein Paar reciproker Polaren ^^, g^ im Räume (x, y, ^) ab,

von denen g^ die Fläche gJj^ in einem Punkte von q und g^ die Fläche

Gjg in einem Punkte von c,^ berührt. Die betrachteten beiden conse

cutiven Flächenelemente bilden sich daher als zwei consecutive Paare

von reciproken Flächenelementen von co^ und co^ ab, sodass die beiden

consecutiven Elemente von to^ längs 6\ liegen und der Geraden g^^ an-

gehören, ebenso wie die zu ihnen reciproken längs c^ liegen und der

Geraden g,^ angehören. Hieraus folgt, dass q und c^ Haupttangenten-

curven auf o^ bez. cog sind. Diese beiden Haupttangentencurven sind

zu einander hinsichtlich des linearen Complexes reciprok, in dem Sinne,

dass die Tangenten der einen zu denen der anderen reciprok sind.

Wir sind so zu dem wichtigen Ergebnis gekommen:

Theorem Tlieorem 20: Es lassen sich die Flächenelemente zweier
üb. Abb. d.

'H.^npugc. Bätime (x,y,0), (X, Y, Z) in ein-ziveidentiger Weise so ein-

Krümmgsi. andcr zuordnen, dass jedem Fläehenelement des ersteren Baumes
sowie dem zu ihm hinsichtlich eines gewissen linearen Linlen-

complexes reciproJcen Flächenelement ein Fläehenelement des

Baumes (X, Y, Z) entspricht. Hierhei ivird jeder Fläche «^

des ersteren Baumes zusammen mit der zu ihr hinsichtlich des

Complexes reciproJcen Fläche «^ eine Fläche Si des Baumes
(X, Y, Z) zugeordnet, sodass Berührung in Berührung über-

geht. Jeder Haupttangentencurve der Fläche a^ zusammen mit

der reciproken Haupttangentencurve auf (o^ ist dabei eine

Krümmungslinie der Fläche ^ zugeordnet.

Wir können also zu unseren tabellarischen Zusammenstellungen

noch folgenden Zusatz machen:
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Raum {x,y, s). Raum (X, Y, Z).

20) Hau2)ttangentencurven emerFläche 20) Krümmungslinien einer Fläche,

und ihrer reciproken Fläche.

21) Haupttangente einer Fläche und 21) Kugel, die mit einer Fläche zwei

die reciproke Haupttangente der reci- consecutive Flächenelemente gemein hat

proken Fläche. (Krümmungskugel).

22) Die Geraden einer Regelfläche
|

22) Die Kreise der Umhüllenden einer

als Haupttangentencurven. Kugelschar als Krümmungslinien.

23) Die Geraden einer Fläche zweiten
|

23) Die Kreise einer Dupin'schen

Grades als Haupttangentencurven. | Cyklide als Krümmungslinien.

§ 5. Vereine von Linienelementen im Räume.

Als Anhang zum zweiten Abschnitt mögen hier einige Bemerkungen

zusammengestellt werden, zu deren Erwähnung wir bisher noch nicht

Gelegenheit gefunden haben.

Wir haben schon längst den Betriff: Linienelement im Räume i^mion-

.
".

.
element.

(x, y, z) eingeführt, nämlich den Inbegriff eines Punktes (x, y, z) und

einer durch ihn gehenden Geraden. Wenn x, y, s beim Fortschreiten

des Punktes auf der Geraden die Incremente dx, dy, ds erfahren, so

bezeichnen wir x, y, z sowie die Verhältnisse von dx, dy, dz als die

Coordinaten des Linienelementes. Indem wir, zur Vermeidung infini-

tesimaler Grössen, das Verhältnis -^ mit w', -, mit z' bezeichnen,
' dx -^ ' dx '

verstehen wir also unter (x, y, z, y', z') das Linienelement, dessen Punkt

der Punkt (x, y, z) ist und dessen Gerade Richtungscosinus proportional

1, y', z' hat.

Wie in der Ebene, in § 1 des 2. Kap., können wir auch im Räume
Scharen von unendlich vielen Linienelementen betrachten und den

Begriff: Verein von Linienelementen einführen. Um uns aber möglichst

knapp fassen zu können, wollen wir im Räume direct analog der in

der Ebene, S. 39, gegebenen Definition zunächst Folgendes definieren:

Zwei unendlich benachbarte Linienclemente (x, v, z, v', z') qmd^^'^^'^ssn.d.
\ 7 ./ 7 7 ^ ; y vereinigten

{x -\- dx, y -Jr dy, z -\- dz, y -\- dy', z' -\- dz') liegen vereinigt, wenn i^^ge.

die Gerade des ersten Elementes den Punlct des zweiten enthält. Da die

Gerade des ersten Elementes in den laufenden Coordinaten l, t), ^ die

Gleichungen

^-y- y\i ~x) = o, i-z- z'{i -x)^o
hat, so sind also die analytischen Bedingungen für die vereinigte Lage
diese beiden:

(57) dy — y'dx = 0, dz — z'dx = 0.
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Liegt nun eine Schar von unendlich vielen Linienelementen vor,

so sagen wir, dass sie einen Verein von Linienelementen darstellt, so-

bald jedes Element der Schar mit allen unendlich lenacJiharten Elementen

der Schar vereinigt liegt.

Eine Schar von Linienelementen kann oo^, oo^, oo^, oo* oder

endlich alle oo^ Linienelemente des Raumes umfassen. Ihre Elemente

{x, y, z, y', z') werden dementsprechend analytisch durch 4, 3, 2, 1

oder keine Gleichung zwischen x, y, s, y', z' definiert sein. Sind es

r Gleichungen:

(58) tp^ix, y, 2, y', z') = (), cpr{x, y, s, y', z') = 0,

und ist {x, y, z, y', z') ein Element dieser Schar, so sind die Incremente

dx, dy, dz, dy', dz', welche die Coordinaten des Elementes beim

Übergang zu einem unendlich benachbai-ten Element der Schar er-

fahren, an die Gleichungen

/,-^x ^qp,- dcp; ccp- dw,- cw-
(59) d(pi = ~dx-^ -.- dy + .- dz + -.— dy' + J~', dz' =

(.•=l,2...r)

und an keine sonstige Gleichung gebunden. Mithin ist die durch (58)

dargestellte Schar dann und nur dann ein Verein von Linienelementen,

wenn die Gleichungen (59) bloss eine Folge der Gleichungen (57) und

(58) sind. Da nun die Gleichungen (57) und (59) linear und homogen

in dx, dy, dz, dy', dz' sind, so ergiebt sich: Die Schar (58) ist dann

und nur dann ein Verein von Linienelementen, wenn infolge von (58)

Gleichungen bestehen von der Form:

dy — y'dx = q^ dcp^ + q^ d(p^ ~\ -\- Qr dcpr
,

[dz ~ z dx = 6i dcpi -{- <?2 d(p2 -\- - • • -\- dr dtp,-,

in denen q^ - q^, 6^- - • 6,- Functionen von x, y, z, y', z' bedeuten.

Sollen die Gleichungen (58) einen Verein darstellen, so muss es

insbesondere möglich sein, aus ihnen mindestens eine Gleichung zwischen

X, y, z allein abzuleiten. Sonst nämlich könnte die Zahl r der Gleichungen

(58) höchstens gleich zwei sein; wären es nun zwei, so würden sie

y' und z' als Functionen von x, y, z geben:

y' — K{x,y,z) = 0, z' - fi{x,y, z) = 0.

Aber dann ergäben die Bedingungen (60) sofort, dass die q und 6

Null wären, da rechts dy' und dz' auftreten würden. Es müssten

also die Gleichvmgen (57) infolge von y'= k, z'= ^ bestehen, und

dies ist absurd. Ebenso als unmöglich zeigt sich die Annahme, dass

die Schar nur durch eine Gleichung y' = k{x,y,z, z') definiert wird.



§ 5. Vereine von Linienelementen im Räume. 477

Es hat sich also gezeigt: Wenn die Geichungen (58) einen Verein

von Linienelementen darstellen, so lässt sich aus ihnen mindestens eine

Gleichung in x, y, z allein ableiten.

Gesetzt nun, es bestände nur eine solche Relation:
d.*vo"ehie.

Sl{x, y, z) = 0,

so gäbe es nur eine Bedingung für dx, dy, dz, die frei von den in

(60) links nicht vorkommenden Grössen dy' und dz' ist, nämlich diese:

dSl = Sl^dx + ^ydy -\- ^,dz == 0.

Es müssten also Relationen bestehen von der Form:

dy — y'dx = gdSi,

dz — z'dx = ödfl,

die unvereinbar mit einander sind.

Bestehen dagegen zivei von einander unabhängige Gleichungen

zwischen x, y, z allein, so können wir annehmen, dass das Coordinaten-

system so gewählt sei, dass diese Gleichungen die Form haben:

y — Y{x) = 0, z- Z{x) = 0.

Da alsdann, wie man sofort sieht, Gleichungen von der Form:

dy — y'dx = Q{dy — Y'dx),

dz — z'dx = 6{dz — Z'dx)

bestehen müssen, so folgt ^ = ö = 1 und also

y'=T(x), z' = Z'{x).

Die vier Gleichungen:

y=-Y{x), z=^Z{x);

\

^^^^
\y = r{x), z'=z'{x)

müssen also für alle Linienelemente der betrachteten Schar bestehen.

Mehr als diese vier Gleichungen können aber auch nicht für die Schar

bestehen, da sie nur noch eine unabhängige Veränderliche x enthalten.

Die Gleichungen (61) stellen immer einen Verein von Linienelementen

dar; er besteht aus allen den Linienelementen {x, y, z, y', s'), deren

Punkte (x, y, z) die Curve

•y = Y{x), z = Z{x)

bilden, während ihre Geraden die Tangenten der Curve in den be-

treffenden Punkten sind. Er besteht also, kurz gesagt, aus allen oo^

Linienelementen einer Curve.

Wenn endlich drei Gleichungen in x, y, Z allein vorhanden sind,

so bestimmen sie einen Funkt (a, b, e). Es handelt sich also hier
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um Linienelemente mit einem gemeinsamen Punkt. Durch einen Punkt

gehen insgesamt oo^ Linienelemente. Besteht die Schar aus nur oo^,

so

Trf. d.

Liuien-

bildet sie einen Elementarl-cgel , dessen Spitze der Punkt ist. Er

wird analytisch dargestellt durch vier Gleichungen:

die offenbar die Gleichungen (57) nach sich ziehen^ sodass in der

That ein Verein von Linienehmenten vorliegt.

Ferner werden alle oc^ Linienelemente eines Punktes {a, h, c) durch

die drei Gleichungen

x = a, y = l), z^=c •

definiert, die ebenfalls die Bedingungen (57) für einen Verein von

Linienelementen erfüllen.

Hiermit hat sich ergeben:

Satz 27: Es giebt im Baume drei Arten von Vereinen von Linien-

elementen: Erstens bilden alle oc^ Elemente einer Gurve, zweitens alle

oü^ Elemente eines Elementarhegels, drittens alle oo^ Elemente eines

Punktes einen Verein. Andere Vereine von Linienelementen giebt es im

Baume nicJit

Hiervon machen wir eine Anwendung: Eine Transformation der

oo-"' Linienelemente des Baumes wird allgemein durch fünf Gleichungen

von der Form

m X(x,y,0,y',z'), y^=Y(x,y,z,y',z'), s,^Z{x,y,z,y',z'),

Vi = ^(x, y, -^7 y', ^'), < = ^i.^, y, ^, y', O
dargestellt, die auch nach x, y, z, y', z' auflösbar sind.

Trf,, die Soll nun diese Transformation die Eigenschaft haben, 'jeden Verein

i. e. Verein t)o*« Linienelementen ivieder in einen Verein überzuführen, so muss sie

insbesondere jeden Verein allgemeiner Lage, der aus od^ Linienelementen

besteht, in einen Verein von c»^ Elementen verwandeln. Wir haben

aber gesehen, dass ein Verein von oo^ Elementen stets aus allen Ele-

menten eines Punktes {x, y, z) besteht. Daraus folgt, dass alle oq^

Elemente (x, y, z, y', z') durch einen gegebenen Punkt {x, y, z) von

allgemeiner Lage in die od^ Elemente {x^, y^, z^, y^, z^^) durch einen

anderen Punkt {x^,yi,^^ übergehen müssen. Die drei ersten Gleichungen

(62) müssen also x-^,y.^, z^ als Functionen von x, y, z allein bestimmen,

d. h. frei von y' , z' sein. Alsdann stellen die drei ersten Gleichungen

Punkttrf. (62) eine PunlMransformation im Räume dar:

(Gaj X, = X{x, y, z), y,= Y{x, y, z), z, -— Z{x, y, z).
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Obgleich es fast als überflüssig erscheint, wollen wir doch der Voll-

ständigkeit halber zeigen, dass hiermit eine und nur eine Transfor-

mation der Linienelemente von der verlangten Eigenschaft definiert

ist. Aus (63) folgt nämlich:

Idx^
= X:c dx + Xy dy -f- X, dz,

dy^ = Y,dx + Y,jdy + Y,dz,

dZy = Z.r: dx -\- Zydy -f- Z^ dz.

Da nun nach Voraussetzung Elemente in vereinigter Lage wieder in

solche vermöge der Transformation (62) übergehen sollen, so müssen

ftie Bedingungen (57) der vereinigten Lage infolge von (64) die

Gleichungen:

^^2/i
~ yi^^^i = ö , dz^ — z^dxy =

nach sich ziehen. Da diese Gleichungen frei von dy^, dz^ sind, so

lehrt ihr Vergleich mit (64), dass sich y.^ und z.^ aus den Gleichungen:

y^ dx, x^ + XyXj' + xy^

' — 'Ih = ^'-AliLA^'l
^1 dx, X^ + X^^y' + Xy

bestimmen. Diese beiden Gleichungen müssen demnach zusammen mit

den drei Gleichungen (63) die gesuchte Transformation der Linien-

elemente darstellen. Wir nennen die so gewonnene Transformation,

da ihre beiden letzten Gleichungen direct aus denen der Punkttrans-

formation (63) durch Mitberücksichtigung der Transformation hervor-

gehen, die ii' und z' bei der Punkttransformation erfahren, die Er- Krweiterg.° ' "^ ^
e. Pkttrf.

iveiterung der PunJcUransformation (63). Man vergleiche die einleitenden

Betrachtungen zu § 4 des 8. Kap., S. 335, 336.

Führen wir wieder die homogenen Bestimmungsstücke dx : dy : dz

anstelle von y' und z' ein, so können wir also den Satz aussprechen:

Satz 28: Eine Transformation der Linienelemente {x,y,z, dx:dy:dz)

des Baumes (x, y, z), die jeden Verein von Linienelementen in einen

Verein überführt, geht immer durch Erweiterung einer Punkttransformation

^1 = X(x, y, z), y^ = Y{x, y, z), z^ = Z{x, y, z)

durch Hinzufügung der Gleichungen:

dXy = X^dx -{- Xy dy -\- X, dz,

dy^ = Yxdx -f- Yydy -\- Y.dz,

dz^ = Zj: dx -{- Zy dy -\- Z, dz

Jiervor. Insbesondere führt sie also alle Linienelemente eines Punktes

stets wieder in die Linienelemente eines Punktes über.
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Wir können dies Ergebnis, wenn man will, kürzer so aus-

sprechen: Es giebt ausser den P^w/cftransformationen keine Transfor-

mation der Linienelemente, die jeden Verein von Linienelementen wieder

in einen Verein verwandelt.

Früher betrachteten wir gewisse Transformationen der Linienele-

mente einer Monge'schen Gleichung, bei denen die Elementvereine dieser

Gleichung wieder in solche übergingen. Dass jene Transformationen

keine Punkttransformationen waren, steht mit den jetzigen Ergebnissen

durchaus nicht in Widerspruch, da wir hier Transformationen be-

trachten, die überhaupt jeden beliebigen Verein in einen Verein ver-

Avandelu.



Abschnitt III.

Einführung in die Geometrie der Fläclienelemente. Partielle

Differentialgleichungen erster Ordnung.

Die im ersten Abschnitt entwickelte Theorie der Linienelemente

der Ebene lässt sich, wie schon in der Einleitimg zum zweiten Ab-

schnitt hervorgehoben wurde, in zwei Weisen auf den Raum ausdehnen.

Einerseits kommen wir zur Geometrie der Linienelemente im Räume,

die wir im vorigen Abschnitt, wenn auch nicht vollständig, ent-

wickelten, andererseits zur Geometrie der Flächenelemente im Räume.

Der gegenwärtige Abschnitt soll nun in diese letztere Geometrie des

Raumes einführen. In ihre volle Beleuchtung werden die hier zu ent-

wickelnden Theorien jedoch erst im zweiten Bande dieses Werkes

gerückt werden können.

Bei der Betrachtungsweise, die in diesem Abschnitte die herrschende

sein soll, ist die Schar aller oü° Flächenelemente des Raumes als eine

fünfdimensionale Mannigfaltigheit aufzufassen, und die Grössen x, y, z,

p, q sind dabei die Coordinaten zur Bestimmung eines Elementes dieser

Mannigfaltigkeit.

Eine oder mehrere Relationen zwischen x, y, z, p, g bestimmen

Scharen von Flächenelementen, die in der Mathematik sonst unter

anderen Gesichtspunkten betrachtet werden. Besteht z. B. nur eine

Relation zwischen x, y, z, p, q, so liegt entweder eine partielle

Differentialgleichung erster Ordnung zwischen z und den beiden unab-

hängigen Veränderlichen x, y (vgl. § 1 des 7. Kap., S. 260) vor:

F{x, y, z, p,q) =
oder aber — wenn die Relation frei von p und q ist — die Gleichung

aller der 00"^ Flächenelemente, deren Punkte die einer gegebenen Fläche

F{x, y,z) =
sind, während ihre Ebenen beliebig liegen.

Wenn zwei Relationen zwischen x, y, z, p, q gegeben sind, so

handelt es sich um eine Schar von gerade 00^ Flächenelementen.

Lie, Geometrie der Berührungstraiisfonnationeii I. 31 [28.1. ISOÜ.J
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Sind die Gleichungen nach |) und q auflösbar, so haben sie die

Form:
Zp-^X=0, Zq-{-Y=0.

Sie ordnen jedem Punkt (x, y, z) ein Flächenelement durch ihn zu.

Die in diesem Flächenelement {x, y, s, p, g) gelegenen Linienelemente

(x,y,z, dx'.dy.dz) genügen dabei der PfafF'schen Differentialgleichung:

Xdx-{- Ydy-^ Zd0 = O,

die entweder integrabel ist oder nicht. Im ersteren Fall besteht die

Gesamtheit der oo^ betrachteten Flächenelemente aus allen Flächen-

elementen, die den oo^ Integralflächen angehören. Sind die beiden

Relationen, die wir zwischen x, y, z, p, q annehmen, etwa von q frei,

aber von p nicht, sodass sie die Form haben:

p = P{x,y,z), (p(x,y,2) = 0,

so stellen sie solche oc^ Flächenelemente dar, deren Punkte auf der

Fläche ^ = liegen. Wenn endlich die Relationen weder j) noch q

enthalten, so stellen sie alle oo^ Flächenelemente dar, deren Punkte

eine gewisse Raumcurve bilden.

Auch in den Fällen, in denen weniger als oo^ Flächenelemente

vorliegen, ergiebt sich eine grosse Anzahl von Möglichkeiten, die wir

hier aber nicht ausführlich bezeichnen wollen. Wir deuten hier nur

an, dass zu den Scharen von oo^ Flächenelementen alle Elemente einer

Fläche gehören, ferner alle Flächenelemente einer Curve, d. h. alle

Elemente, deren Punkte eine Curve bilden, während ihre Ebenen die

Curve berühren, endlich alle Flächenelemente mit einem gemeinsamen

Punkt. Die drei Gebilde Fläche, Curve und Punkt, die in der ge-

wöhnlichen Auffassung verschieden sind, erscheinen also vom Stand-

punkte der Geometrie der Flächenelemente aus einfach als verschiedene

Abarten von zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten in dem fünfdimen-

sionalen Gebiet aller Flächenelemente.

Die Geometrie der Flächenelemente kann man als ein Analogon

zur Flücker'sehen Liniengeometrie bezeichnen. Für Plücker war die

Schar aller od^ Geraden

X = rz -\- Q, y = sz -{- 6

des Raumes eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit, in der r, s, q, 6

die einzelne Gerade bestimmen. Je nachdem man zwischen diesen vier

Liniencoordinaten eine, zwei oder drei Relationen aufstellt, gelangt

man zu den Liniencomplexen, Strahlensystemen und Regelflächen. Wie

in der Liniengeometrie die projectiven Transformationen des Raumes
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eine wesentliche Rolle spielen^ so werden in der Geometrie der Fläehen-

elemente, wie wir allerdings erst im zweiten Bande vollständig aus-

führen können^ die Berührungstransformationen des Baumes in den

Vordergrund treten.

Die Geometrie der Flächenelemente des Raumes wurde von Lie

in seinen ersten geometrischen Arbeiten im Jahre 1870 begründet.

Wir betrachten diese Theorie als neu, wenn sie auch viele alte Theorien

in sich aufnimmt, denn auch diese schon bekannten Theorien erscheinen

dabei immer in neuer Beleuchtung.

Wie gesagt, soll der gegenwärtige letzte Abschnitt dieses Bandes

nur erst in die Geometrie der Flächenelemente einfuhren. Äussere

Rücksichten zwingen uns zur Beschränkung auf einen kleinen Teil

dieser Disciplin, nämlich auf die Theorie der partiellen Diiferential-

gleichungen erster Ordnung

F\x, y, z, .-.
, -r—] = 0,

oder, wie wir auch sagen können, auf die Theorie der Scharen von

oü'* Flächenelementen. Erst im zweiten Bande werden wir die Geometrie

der Flächenelemente in weiterem Umfange entwickeln.

Im ersten Kapitel dieses Abschnittes geben wir die Lagrange 'sehe

Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung wieder.

Im darauffolgenden Kapitel bringen wir die Theorie vom Standpunkt

der Geometrie der Flächenelemente aus, während uns in den beiden

letzten Kapiteln besondere Kategorien von partiellen Differential,

gleichungen erster Ordnung beschäftigen werden.

Kapitel 11.

Lagrange's Theorie der partiellen Dilferentialgleichungen erster

Ordnung und ihre geometrische Deutung nach Monge.

Nach schönen Vorarbeiten von Euler, die aber immerhin einen

speciellen Charakter hatten, entwickelte Lagrange vom Jahre 1772

an allgemeine Integrationstheorien für die partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung

die von Monge durch Auffassung von rc, ?/, s als Punktcoordinaten

im Räume anschaulich gedeutet wurden.

31*
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In diesem Kapitel geben wir die Theorien Lagrange's in ihren

Hauptzügen wieder und benutzen dabei die Monge 'sehe geometrische

Einkleidung. Wir gehen dabei aber einen Schritt weiter, der aller-

dings hier nur formell zur Erleichterung des sprachlichen Ausdruckes

dienen soll, indem wir den Begriff: Flächenelement {x, y, z, p, q)

consequent benutzen. Wir können dann, wie wiederholt gesagt wurde,

die partielle Differentialgleichung als Definitionsgleichung einer Schar

von oü*^ Flächenelementen (x, y, z, p, q) auffassen:

F(x, y, z, p, q) = 0,

sodass das Integrationsproblem darauf hinauskommt, alle Flächen zu

bestimmen, deren Flächenelemente dieser Schar von oo'^ Elementen

angehören. Obgleich diese Form der Fragestellung nur eine andere

Fassung des Integrationsproblemes ist, so hat sie doch ebenso wie

Monge 's Deutung, die zunächst auch nur zur Erleichterung des Aus-

druckes dienen sollte, ihren besonderen Wert.

Aber erst im nächsten Kapitel werden wir diese Theorien • in

einer Weise verallgemeinern, die principielle Fortschritte mit sich

bringt.

Es sei noch daran erinnert, dass wir in § 1 des 7. Kap. aus einer

vorgelegten Monge'schen Grleichung im Räume (x, y, z) eine gewisse

partielle Differentialgleichung erster Ordnung ableiteten. Dieser Be-

ziehung zwischen beiden Gleichungen werden wir im gegenwärtigen

Kapitel wieder begegnen und sie dabei umkehren. Überhaupt werden

wir an den bezeichneten Paragraphen wiederholt anknüpfen.

§ 1. Lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung und
Systeme von simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen.

Der Vollständigkeit halber schicken wir hier einen Abriss der

Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen voraus *).

.i^i°- p Ist die lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

(1) X (X, y, z)%^ Y{x, y, z) ^ = Z{x, y, z)

vorgelegt, so handelt es sich darum, z so als Function von x und y

zu bestimmen, dass die Gleichung (1) durch diese Function identisch

für alle Werte von x und y erfüllt wird. Deuten wir x, y, z als ge-

wöhnliche Funktcoordinaten im Räume, so wird jede Lösung z= z(x,y)

*) In Bezug auf die geschichtlichen Notizen verweisen wir auf den letzten

Paragraphen dieses Kapitels.
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der Differentialgleichung (1) durch eine Fläche dargestellt. Sie heisst

eine IntegralfläcJie. Aäd^e.'

Die durch den Punkt (x, y, s) der Fläche gehenden Fortschreitungs-

richtungen (dx : dy : dd) auf der Integralfläche sind an eine einzige

Bedingung gebunden, nämlich an diese:

Der Vergleich mit (1) lehrt daher, wenn wir annehmen, dass die drei

Coefficienten X, Y, Z nicht für alle Punkte der Fläche verschwinden,

dass unter diesen Fortschreitungsrichtungen {dx : dy : dz) auf der Fläche

insbesondere eine solche enthalten ist, für die

/QN dx^ ^^ <^y ^^ dzW X{x,y,z) Y{x,y,z) Z{x,y;z)

ist. Es sind dies zwei Gleichungen, und sie ordnen j^dem allgemein

gewählten Punkte (x, y, z) des Raumes eine Fortschreitungsrichtung

(dx:dy\dz) zu. Sie bestimmen daher oo^ Linienelemente (x,y,z,dx:dy\dz),

die den ganzen Baum erfüllen. Jede Integralfiäche der linearen partiellen

Differentialgleichung (1) ist so beschaffen, dass sie oo''^ dieser Linien-

elemente enthält.

Wenn nun umgekehrt irgend eine Fläche

z — (p{x,rj) =
von der Beschaffenheit vorliegt, dass sie in jedem ihrer Punkte {x, y, z)

das Linienelement (x, y, z, dx : dy : dz) enthält, das dem Punkte durch

die Gleichungen (3) zugeordnet wird, so ist, da alle Fortschreitungs-

richtungen (dx : dy : dz) auf der Fläche die Gleichung (2) erfüllen,

also auch die des Linienelementes diese Gleichung befriedigt, in jedem

Punkte der Fläche:

dx ' cy '

mit anderen Worten: die Fläche ist eine Integralfläche von (1).

Hiernach können wir die Integralflächen der linearen partiellen

Differentialgleichung (1) auch definieren als diejenigen Flächen, die in

allen ihren Punkten die Linienelemente enthalten, die den Punkten durch

die beiden Gleichungen (3) zugeordnet werden.

Die Gleichungen (3) sind aber zwei simultane geivöhnliche Diffe- simuit,

rentialgleichungen erster Ordnung in x, y, z. Aus der Theorie der

gewöhnlichen Differentialgleichungen entnehmen wir, dass sie in all-

gemeinster Weise durch zwei von einander unabhängige Gleichungen

in x, y, z mit zwei wesentlichen willkürlichen Constanten a, h integriert

. Diffgh
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werden. Die Integralgleichungen des Systems (3) haben, nach a und 6

aufgelöst, die allgemeine Form:

(4) u{x,y,z) = a, v(x,y,z) = 'b.

Dabei sind ^t und v von einander unabhängig. Für jedes Wertsystem

der Constanten a, h stellen die Gleichungen (4) eine Curve im Raame

^cufvT^ dar, eine sogenannte Integralcurve des Systems (3). Da längs der

Curve
Uj; dx -\- u,jdy -{- u, dz = Ö,

Vx dx -{- Vy dy -\- Vi ds =
ist und diese beiden Gleichungen infolge von (3) bestehen sollen, so

folgt, dass die Curve in jedem ihrer Punkte (x, y, s) das dem Punkte

vermöge des Systems (3) zugeordnete Linienelement {x,y,s,dx:dy:dz)

hat. Die oo^ durch (3) bestimmten Linienelemente ordnen sich daher

in oo^ Curven j[4) an, und zwar geht durch jeden allgemein gewählten

Punkt eine dieser Curven hindurch.

Äquivalenz Es ist Icicht cinzusehcn, dass das Problem, das System (3) von

Probleme, simultancu gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zu

integrieren, mit dem Integrationsproblem der linearen partiellen Diffe-

rentialgleichung (1) völlig äquivalent ist. Liegt nämlich eine Integral-

fläche z = (p{x, y) von (1) vor, in deren Punkten die Coefficienten

X, Yj Z nicht sämtlich verschwinden, so wird für jeden Punkt der

Fläche das zugeordnete Linienelement der Fläche angehören. Diese

oo^ Linienelemente (x, y, z, dx : dy : dz) werden durch die drei

Gleichungen

= (p(^x,y), dz = (fxdx -j- (fydy,

dx dy
X ~~ Y

bestimmt. Für diese Linienelemente ist also auch

dx dy

X{x, y,(f)~~' Y{x, y, qo)

Dies ist aber eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung

in X, y. Es sei ^(x,y).=^ Const. ihre Integralgleichung. Dann folgt,

dass jene oo^ Linienelemente durch die Gleichungen

z = cp{x,y), ip{x, y) = Const.

definiert sind, indem sie auch den durch Differentiation hieraus her-

vorgehenden Gleichungen genügen, d. h. dass sie die Linienelemente

von oo^ Curven auf der Fläche sind.
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Jede Integralfläche der linearen partiellen Differentialgleichung (1)

wird mithin von oo^ Integralcurven des Systems (3) erzeugt.

Umgekehrt leuchtet ein, dass jede Fläche, die oo^ Integralcurven

(4) des Systems (3) enthält, eine Integralfläche der linearen partiellen

Difi'erentialgleichung (1) ist.

Man construiert also die allgemeinste Integralfläche von (1) da-

durch, dass man eine beliebige Curve wählt, die nicht zu den Integral-

curven (4) gehört, und die durch ihre Punkte gehenden Curven (4) be-

stimmt. Sie erzeugen eine Integralfläche. Zwei Integralflächen schneiden

sich längs einer Integralcurve (4). Kennt man alle Integralflächen von

(1), so kennt man daher auch alle Integralcurven von (3).

Die allgemeine Integralfläche der Gleichung (1) hängt nach dem

Vorhergehenden nicht nur von einer endlichen Anzahl von Parametern

ab. Greifen wir nun oo^ unter diesen Integralflächen heraus, so werden

sie sich durch eine Gleichung

f{x, y, z) = Const.

definieren lassen. Nun ist für diese Flächen:

f.dx + t\jdy-^f\cU = 0,

d. h.

dz ^_fx dz ^__fy_
^oc /; ' dy f^

'

Da sie Integralflächen von (1) sein sollen, so muss also in Folge von

f= Const. auch

sein. Da aber letztere Gleichung die willkürliche Constante gar nicht

enthält, die in /" = Const. auftritt, so muss sie an sich bestehen,

d. h. f{Xy y, s) = Const. stellt dann und nur dann oo^ Integralflächen

der linearen partiellen Differentialgleichung (1) dar, wenn f eine Lösung

der homogenen linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung ^^itilm.
i. o.

(5)
* x!^'+ r!^' + zl^ = o

^ ^ ex ' cy ^ cz

ist, in der x, y, z unabhängige Veränderliche vorstellen.

Da jede Integralfläche oo^ Integralcurven (4) enthält, so wird also

eine Gleichung in u und v

f (u, v) = Q

eine allgemeine Integralfläche darstellen, da sie diejenigen oo^ Curven

u{x,y,z) = a, v{x,y,z) = h
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enthält, deren Parameter a, h an die Grleicliung f(a, h) = gebunden

sind. Mithin wird eine beliebige Gleichung von der Form

f(u,v) = Const.

oo^ Integralflächen von (1) darstellen. Daraus folgt, dass die all-

gemeine Lösung der homogenen Differentialgleichung (5) eine will-

kürliche Function der beiden Integrale u, v von (3) ist.

Das Ergebnis unserer Betrachtungen besteht also darin, dass sich

das Integrationsproblem der linearen partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung (1) für z ebensoivohl mit dem Integrationsprohlem des Systems

von zwei simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung

(3) decht, als auch mit dem Integrationsprohlem der homogenen linearen

partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (5) für f.

Besonderer Sind insbesondere die Integralcurven (4) des Systems (3) Geraden, so werden
sie — da es insgesamt oo^ sind — ein Strahlensystem bilden, während die all-

gemeinen Integralflächen der linearen partiellen Differentialgleichung (1) die

Regelflächen sind, deren Geraden dem Strahlensystem angehören. Ein Strahlen-

system hat aber im allgemeinen zwei Brennflächen, und die Strahlen des Systems

lassen sich in je zwei Weisen zu je oo^ abwickelbaren Flächen zusammenfassen.
Die Rückkehrcurven dieser Flächen bilden dann die beiden Brennflächen. (Vgl.

§ -2 des 7. Kap., S. 270, 271.) Die beiden ßrennflächen sind hier singulare Integral-

flächen der linearen partiellen Diff'erentialgleichung (1), und jene zwei Scharen

von oo^ Rückkehrcurven sind singulare Integralcurven des Systems (3).

Im allgemeinen Falle, in dem die Integralcurven von (4) keine Geraden sind,

können ebenfalls solche singulare Integralgebilde auftreten, die sich den im Texte

gegebenen Betrachtungen entziehen. Die oo^ Integralcurven des Systems (3)

bilden, wie wir sagen wollen, ein Curvensystem. Die allgemeinen Integralflächen

von (1) sind dann Flächen, erzeugt von oo^ Curven des Curvensystems. Die oo*
Curven können nun sämtlich eine Anzahl von Flächen berühren, die wir wieder

Brennflächen nennen. Ist die Zahl dieser Brennflächen gleich m, so lassen sich

die Integralcurven, wie man leicht sieht ^ in 7n Weisen zu je oü^ Scharen von

je oo^ Curven zusammenfassen, sodass die oo^ Curven jeder Schar eine Um-
hüllungscurve haben. Diese Umhüllungscurven sind auf den Brennflächen ge-

Singuiäre jgge^ ^nd stellen singulare Integralcurven von (3) dar, während die Brennflächen

gebiide. singulare Integralflüchen von (1) sind.

Verauge- Wir verallgemeinern einen Teil der vorhergehenden Überlegungen

in knappen Worten auf den Fall von beliebig vielen Yeränderlichen.

Syst. V. Es liege ein System von n— 1 simidtanen gewöhnlichen Differential-

Tjm'gia.ho. gleicMmgen erster Ordnung in den n Veränderlichen x^,x^...Xn vor:

daji dx^ äx„

(^) X,{x^ : . . xj X, {X,... xj X,(a;, . . . x„)

Integral. Die Functiou f{x^... Xn) heisst ein Integral von (6), wenn die aus

folgende Gleichung
f(Xi . . . Xn) = Const.
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(7) 1^ dx, + 1^ dx^-\ h -U- dx,, =

infolge von /"= Const. und von (6) besteht, d. h. also, da die will-

kürliche Constante in ihr gar nicht auftritt, sobald die Gleichung

(8) x>|{. + ^a| + -- + ^--|4 = *'

identisch besteht, sobald also f eine Lösung dieser homogenen linearen Hom. iin.

partiellen Differentialgleichung erster Ordnung mit n unabhängigen Ver- i- o.

änderlichen x.^,x^... x„, ist. Hieraus folgt sofort, dass, wenn n Functionen

M^ . . . Un Integrale von (6) sind, ihre Functionaldeterminante hinsichtlich

x^ . . . Xn verschwindet, dass also nur n — \ von einander unabhängige

Integrale von (6) vorhanden sind und jedes andere eine beliebige Function

von diesen n — 1 Integralen ist. Denn dass das System (6) mindestens

n ~ \ von einander unabhängige Integrale hat, können wir als be-

kannt voraussetzen. Die Integrationsprobleme von (6) und (8) decken

sich hiernach völlig miteinander.

Wenn wir von dem Begriif eines Baumes von n Dimensionen n^Bi^Ina.

Gebrauch machen und also x^^ . . . Xn als gewöhnliche Punktcoordinaten

in diesem Räume deuten, so können wir diesen beiden Problemen

einen begrifflichen Sinn beilegen. Alsdann nämlich ordnet das System

(6) jedem Punkt {x^ ... Xn) des Raumes eine Fortschreitungsrichtung

(dx-^ : dx^ : • • • : dxn) zu. Den Inbegriff des Punktes und der Geraden

dieser Richtung können wir auch jetzt als ein Linienelement bezeichnen.

Ist nun f(x^... Xn) ein Integral von (6), d. h. erfüllt f die Gleichung

(8) identisch, so ist zunächst

f(x^... Xn) == Const.

begrifflich als eine Schar von oc^ Mannigfiiltigkeiten von n — 1 Dimen-

sionen aufzufassen. Die Fortschreitungsrichtungen (dx^ : dx^ : • • • : dXn),

die ein Punkt (x^ . . . Xn) auf der durch ihn gehenden Mannigfaltigkeit

/'= Const. einschlagen kann, sind an die Gleichung (7) gebunden.

Ihr Vergleich mit (8) zeigt, dass unter diesen Richtungen insbesondere

diejenige enthalten ist, die dem Punkte (a;^ ... Xn) vermöge (6) zu-

geordnet wird. Jedes Integral /" liefert daher solche oo^ Mannigfaltig-

keiten /'= Const., deren jede die ihren Punkten vermöge des Systems

(6) zugeordneten Linienelemente enthält. Wenn umgekehrt

f(x^... Xn) = Const.

solche c»^ Mannigfaltigkeiten definiert, die in jedem ihrer Punkte

auch das dem Punkte vermöge (6) zugeordnete Linienelement ent-
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halten, so folgt rückwärts, dass f die Gleichung (8) identisch erfüllt,

also ein Integral des Systems (6) ist.

Sind n — 1 von einander unabhängige Integrale u^^ u^ . . . Un—i

von (6) vorgelegt, so definieren die n — 1 Gleichungen

u^ = Const., ^2 = Const., • • • Un—i = Const.

^"ciifve.''
cx>"-i einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten, die wir Integralcurven

von (6) nennen können. Da nun längs einer solchen Curve die Linien-

elemente (xj^, x^ . . . x>i, dx^ : dx^ : • • • : dx,,) an die n — 1 Relationen

du^ du- du-
ö— dx. -{- y.~ dx^ -4- 4- .^ dxn = (i = 1,2 • • n~l)

gebunden sind und u^ . . . m„_i andererseits die Difierentialgleichung

(8) für / erfüllen, so folgt, dass diese Linienelemente gerade die sind,

die den Punkten vermöge (6) zugeordnet sind. Hieraus folgt, dass

das Integrationsproblem des Systems (6) darauf zurückkommt, solche

oo"~^ Curven zu bestimmen, deren 00** Linienelemente diejenigen Ele-

mente sind, die den Punkten vermöge (6) zugeordnet werden. Kennt

man diese Curven und wählt man eine beliebige Schar von 00**""^ aus,

so bilden diese eine (n — l)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, die

zu jedem ihrer Punkte das zugeordnete Linienelement ebenfalls enthält.

Die betrachtete Mannigfaltigkeit gehört daher zu den Mannigfaltigkeiten

f(x^,x^... Xr^ = Const.,

die durch die homogene lineare partielle Differentialgleichung (8) be-

mlnni*-
stimmt Werden, und ist, wie wir sagen können, eine Integralmannigfaltig-

faitgkt.
]^qIi yQjj (^ß^^ yy^^ gQ ergcbeu sich alle.

§ 2. Lagrange's Ableitung der allgemeinen Lösung einer partiellen

Differentialgleichung aus einer vollständigen Lösung.

Wir wenden uns zur allgemeinen Integrationstheorie der partiellen

Bifferentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei unabhängigen Ver-

änderlichen X, y und einer abhängigen Veränderlichen 0. Eine solche

Differentialgleichung hat die Form:

(9) F(*,y,., f^4;) = o.

Wir setzen voraus, dass sie sich niclü auf eine in ^ und -;^ lineare
' ex oy

Form bringen lasse. Den Fall der linearen Differentialgleichungen

haben wir ja schon im ersten Paragraphen besprochen.

Im gegenwärtigen Paragrfiphen geben wir Lagrange's Formu-

lierung des Integrationsproblems sowie seine Ableitung der allgemeinen
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Lösung aus einer vollständigen Lösung, wie er es nennt, wieder.

Lagrange*) drückte sich rein analytisch aus, während Monge dadurch,

dass er rr, ij, z als gewöhnliche Punktcoordinaten im Räume deutete,

eine grössere Anschaulichkeit einführte. Wir folgen daher Monge in

der Darstellung von Lagrange's Theorie, gehen aber dabei — wie

schon in der Einleitung bemerkt wurde — insofern einen Schritt

weiter, als wir den Begriff: Flächenelement consequent anwenden.

Hierdurch gewinnt die Darstellung an Einfachheit und Übersichtlichkeit.

Das durch die Differentialgleichung (9) gestellte Problem ist dies: lagrange's

Es sollen alle Functionen '^ProlÄ'

(10) ^^ = ^{x,y)

bestimmt werden, die, für z in die Gleichung (9) eingesetzt, diese

Gleichung zu einer Identität für alle Werte von x und y machen. Jede

solche Function z=^^){Xj y) heisst eine Lösung der partiellen Differential- Lösung.

gleichung (9).

Deuten wir mit Monge die Veränderlichen x, y, z als rechtwinklige

Punktcoordinaten im Räume, so stellt die Gleichung (10) eine Fläche

dar. Sie heisst eine Integralfläche der partiellen Differentialgleichung (9).

Wie wir es im zweiten Abschnitt wiederholt gethan haben (vgl.

z. B. § 1 des 7. Kap., S. 257, 258), verstehen wir unter dem Flächen-

dement (x, y, z, x^, q) den Inbegriff des Punktes (x, y, z) und derjenigen

durch ihn gehenden Ebene, deren Richtungscosinus proportional p, q,

— 1 sind. Die Fläche (10) ist dann und nur dann eine Integralfläche

der Differentialgleichung (9), wenn ihre Flächenelemente, für die ja

dz dz

ist, die Gleichung

(9') F{x,y,z,p,cl) = ^

erfüllen. Die Gleichung (9') definiert oo* der oo^ Flächenelemente des

Raumes. Das Problem ihrer Integration deckt sich damit, alle Flächen

zu bestimmen, deren Elemente {x, y, z, p, q) sämtlich die Gleichung

F{x, y, 2, p,q) == erfüllen.

Dies Problem lässt sich — wie wir übrigens schon an der an-

geführten Stelle sahen — noch etwas anders formulieren. Nach Voraus-

setzung ist die Gleichung (9) nicht frei von ^ und ^"^ oder also die

Gleichung (9') nicht frei von beiden Grössen p und q. Daher giebt

Integral-
fläche.

Flächen-
element.

*) Was die hierzugehörigen litterarischen Notizen anbetrifft, so verweisen
wir auf den letzten Paragraphen dieses Kapitels.
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es unter den oo* erwähnten Flächenelementen gerade oo^, die einen

bestimmt gewählten Punkt [x, y, z) gemein haben. Sie umhüllen
'

"il^gei!"^ einen Elementarliegel , dessen Spitze der Punkt (x, y, z) ist und der

analytisch ebenfalls durch die Gleichung (9') gegeben ist. Nach Voraus-

setzung artet er nicht in ein Büschel aus. Nun können wir sagen:

Unser Problem verlangt, alle Flächen zu bestimmen , die in jedem ihrer

Punkte denjenigen Elementarhegel berühren, der dem Punkte durch die

Gleichung (9') zugeordnet ist.

Wird eine Schar von oo^ verschiedenen Integralflächen bestimmt

durch eine Gleichung von der Form:

(11) z = ^{x,y,a,b),

in der a und b zwei willkürliche Constanten sind, d. h. erfüllt die

Function 0, für z in (9) eingesetzt, diese Gleichung identisch für alle

Werte der Veränderlichen x, y und der wesentlichen Constanten a, b,

^Lösung*^" so heisst die Function O nach Lagrange eine vollständige Lösung der

partiellen Differentialgleichung (9). Die Flächenelemente der oo^ Integral-

flächen z = O sind gegeben durch die drei Relationen

• (12) z=^{x,y,a,b), j. = %, g = |*

zwischen ihren Coordinaten x, y, z, p, q. Da a und b willkürlich und

wesentlich sind, so geben diese Relationen insgesamt oo* Flächen-

elemente. Sie müssen nach dem Vorhergehenden, wenn Q eine voll-

ständige Lösung darstellen soll, identisch sein mit allen den oo* Flächen-

elementen, die durch die Gleichung (9') deflniert werden. Und hierin

wollen wir das wesentliche Merkmal einer vollständigen Lösung er-

blicken.

Das Problem, eine vollständige Lösung der partiellen Difi'erential-

gleichung (9) zu finden, können wir hiernach so aussprechen:

Durch die Gleichung (9') sind oo^ Flächenelemente gegeben. Sie

sollen in oo^ Scharen von je oc^ Elementen in der Weise zerlegt werden,

dass jede dieser oo^ Scharen aus allen Elementen einer Fläche besteht.

Es erhellt sofort, dass eine vorgelegte vollständige Lösung, da

sie ja alle die (X)^ Elemente liefert, die der Gleichung (9') genügen,

rückwärts die partielle Differentialgleichung (9) vollständig bestimmt

In der That findet man bei gegebener vollständiger Lösung (11) die

Gleichung (9') und damit auch (9), indem man aus den drei Gleichungen

(12) die beiden willkürlichen Constanten a und b eliminiert. Gehört

somit zu einer beliebig gegebenen vollständigen Lösung, d. h. zu einer

gewissen gegebenen Schar von oc"^ Integralflächen (11), stets eine ganz
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bestimmte partielle Differentialgleichung (9)^ so liegt die Frage nahe,
^^iitr^'

ob es möglich ist, aus einer bekannten vollständigen Lösung alle
^'^'^^^^If'

Integralflächen abzuleiten. Diese Frage wurde von Lagrange bejahend ^°"**-^°^»-

beantwortet, und wir geben im Folgenden die Methode von Lagrange
ihrem Wesen nach, aber allerdings im Gegensatz zu Lagrange in

geometrischer Einkleidung, wieder.

Ist

(11) z^O{x,y,a,h)

eine vollständige Lösung und

(13) z = (p{x,y)

irgend eine Lösung von (9), so gehört jedes Element der Integral-

fläche (13) zu den oo* durch (9') bestimmten Elementen, d. h. zu den

<X)^ Elementen der oo^ Integralflächen (11). Da die Fläche ^ = fp{x, y)

gerade oo^ Elemente hat, so sind drei Fälle denkbar:

Erster Fall : Die Fläche z = (p{x, y) hat alle ihre oo'^ Elemente Erster vm.

mit einer unter den Flächen ^ = ^ gemein. Dann ist sie eine dieser

Flächen. In diesem Falle ist die Lösung (p in der vollständigen Lösung

^ als Particularlösung enthalten.

Zweiter Fall: Die Fläche z = cp{x,y) hat je oo^ Elemente mit ^'^®;|^'"

jeder einzelnen Fläche von gewissen c»^ Flächen der Schar (11) gemein.

Denn berührt sie jede dieser oo^ Flächen längs einer Curve, nämlich

längs des Punktortes derjenigen oo^ Elemente, die sie mit der be-

treffenden Fläche gemein hat. Sie ist daher die Umhüllende der oo^

Flächen. — Wählen wir umgekehrt irgend eine Schar von oo^ Flächen

aus der Schar z = ^ von oo^ Flächen aus und bestimmen wir ihre

umhüllende Fläche, so wird diese jede der ausgewählten oo^ Flächen

längs einer Curve berühren, d.h. mit jeder je oo^ Flächenelemente

gemein haben. Alle ihre od^ Elemente gehören daher zu denen, die

auf den Flächen (11) liegen, d. h. zu denen, die durch die Gleichung

(9') definiert werden. Die Umhüllende ist daher stets eine Integral-

fläche. Um diese Umhüllenden analytisch zu bestimmen, verfahren

wir so: Aus der Schar der oo^ Flächen (11) wählen wir dadurch be-

liebige oo^ aus, dass wir eine willkürlich annehmbare Gleichung

zwischen den Constanten a, h festsetzen:

ö(a, h) = 0.

Damit wird etwa die Constante h als Function von a bestimmt. Die

Umhüllende der zugehörigen oo^ Flächen (11) ergiebt sich dann nach

bekannter Regel durch Elimination von a, h und - aus den vier

Gleichungen:
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z = Oix, y, a, b), ^- - -4- -KV - = 0,\ ' ^' ' ^7 ca ^ db da '

^ ' ^ ' da ^ ob da '

d. h. durch Elimination von a und b aus den drei Gleichungen:

i,z=^{x,y,a,'b), ci(a,b) = (),

(14) g^ g« _ a* gffl ^
I. ca cb db da

Wie man sieht, ergeben sich die hier betrachteten Lösungen durch

Differentiation und Elimination aus der vollständigen Lösung (11).

Dritter Fall. Drittel Fall: Die Fläche z = (p{x, y) hat mit einer Fläche z=^
je nur ein Flächenelement (oder eine discrete Anzahl von Elementen)

gemein. Dann muss sie, da sie ja insgesamt oo^ Flächenelemente hat,

alle od^ Flächen z = ^ und zwar jede in einem Punkte berühren.

Sie ist die Umhüllungsfläche aller oo^ Flächen (11) und ergiebt sich

durch Elimination von a und h aus den drei Gleichungen:

(15) = ^{x, y, a, h), '^ = 0, ^ == 0.
Ca

Singulare

Wenn alle oo^ Flächen der vollständigen Lösung wirklich eine Um-
hüllungsfläche haben, so gehören alle Elemente der Umhüllungsfläche

zu den oo* Elementen, die von der vollständigen Lösung (11) bestimmt

werden, d. h. zu allen Elementen, die durch (9') gegeben werden.

Die Umhüllungsfläche ist also stets eine Integralfläche von (9). Wir

nennen eine solche Lösung ^ = (p(x, y) nach Lagrange eine singidäre

Lösung. Jjösung der partiellen Diö'erentialgleichung (9). Sie ergiebt sich, wie

wir sahen, durch Differentiation und' Elimination aus der bekannten

vollständigen Lösung (11).

Diese Überlegungen zeigen, dass die im zweiten Falle durch-

geführte Methode der Diff'erentiation und Elimination zu allen Lösungen

der partiellen Diö'erentialgleichung (9) führt mit Ausnahme der singu-

lären Lösung und der schon als bekannt vorausgesetzten vollständigen

Lösung (11). Die Formeln (14) zeigen, da in ihnen eine willkürliche

Function o auftritt, dass der allgemeine Ausdruck einer Lösung, der

durch Elimination von a und h aus (14) hervorgeht, von einer will-

kürlichen Function (o abhängt. Wir nennen sie mit Lagrange eine all-

AUgemeinegemeine Lösung der partiellen Diö'erentialgleichung (9). Es ist zu

beachten, dass man die allgemeinste Integralfläche in sehr verschiedenen

Formen analytisch darstellen kann, je nach der ausgewählten voll-
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ständigen Lösung^ d. h. je nach der Auswahl der oo^ Integralflächen

(11), aus deren Gleichung ihre Gleichung durch Diff'erentiation und

Elimination hervorgeht.

Wir erläutern die Theorie durch einige Beispiele.

1. Beispiel: Die partielle Diff'erentialgleichung erster Ordnung: i. Beispiel.

in der % eine Constante ist, sei vorgelegt. Hier sind die Elementar-

kegel congruente und gleichgestellte Rotationskegel, deren Mantellinien

den Winkel y mit der (rr?/)-Ebene bilden, wenn tg 7 = — ist. Die

Gleichung wird, wie wir früher sahen (§ 1 des 7. Kap., S. 263), durch

die 00^ Ebenen befriedigt, die mit der (a:?/)- Ebene den Winkel y

bilden. Die Gleichung dieser Schar von 00^ Ebenen lautet:

X cos a -{- y sm a — xz — & = 0.

Hierin sind a, & willkürliche Constanten. Diese Gleichung stellt also

eine vollständige Lösung der vorgelegten partiellen Diiferentialgleichung

dar. Schon an der angegebenen früheren Stelle sahen wir, dass sich

die allgemeinste Integralfläche als Umhüllende von 00^ dieser Ebenen

ergiebt. Analytisch erhalten wir diese Umhüllenden nach (14) durch

Elimination von a und h aus den drei Gleichungen:

;r cos a + ^ sin a — jc^ — & = 0, 03(0, h) = 0,

/ . ^ CO) Cco ^
ix sm a ~ y aoB a) r., — >.- = 0.

Nehmen wir C3(w, &) = in aufgelöster Form h — (p{a) = an, so

sehen wir, dass die allgemeine Lösung der vorgelegten partiellen Diffe-

rentialgleichung durch Elimination von a aus den beiden Gleichungen

X cos a -\- y Bin a — %z — rp (a) = 0,

X sin a — y cos a -f~ ^'i^^)
=" ^^

erhalten wird, in denen q){a) eine willkürliche Function von a be-

deutet. Diese Gleichungen stellen alle abwickelbaren Flächen dar, deren

Tangentenebenen den Winkel y mit der (xy) -Ebene bilden. Wir können

sie auch so schreiben:

X = (kz -\- cp{a)) cos a — fp'{a) sin a,

y = {yiz -\- (p{a)) sin a -{- cp\a) cos a.

Eine eventuelle singulare Lösung muss Umhüllende aller jener 00^

Ebenen sein. Diese Ebenen haben aber als gemeinsames Umhüllungs-

i
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gebilde keine Flache, sondern nur eine unendlich ferne Curve. Dass

keine singulare Integralfläche vorhanden ist, erkennt man analytisch

nach (15) daraus, dass die Gleichung:

X cos a -\- y sin a — xz — h =
bei der Differentiation nach h eine absurde Relation liefert.

2. Beispiel. 2. Beispiel: Es sei überhaupt eine partielle Difl^erentialgleichung

vorgelegt, die frei von x, y, z ist:

Vcx' oyl

Hier sind die Elementarkegel ebenfalls einander congruent und gleich-

gestellt, da ihre Gleichung von ihren Spitzen {x, y, z) unabhängig ist.

Diese Elementarkegel treffen, bis ins Unendliche ausgedehnt, die un-

endlich ferne Ebene in einer Curve c, und die oo^ Tangentenebenen

der Curve c sind Integralflächen. (Vgl. § 1 des 7. Kap., S. 265.) Diese

oo^ Ebenen stellen also eine vollständige Lösung dar. Die von oo^

solchen Ebenen umhüllten Flächen, d. h. die De^eloppabeln, welche

die Curve c enthalten, stellen die allgemeine Lösung dar. Eine singu-

lare Integralfläche ist nicht vorhanden.

S.Beispiel. 3. Beispiel: Es liege eine partielle Differentialgleichung von der

Form:
t:,(cZ dz dz CZ\ ^
\cx' oy ^ ex ^ cyl

vor. Wie wir früher (§ 1 des 7. Kap., S. 266) sahen, wird ihr durch

oc^ Ebenen genügt, die eine gewisse Fläche ü berühren. Diese oo^

Ebenen bilden also eine vollständige Lösung. Die allgemeine Lösung

wird von den Flächen gebildet, die von je oo^ dieser Ebenen umhüllt

werden, und besteht daher aus den Developpabeln, die der Fläche ü
umschrieben sind. Die Fläche Sl ist hier eine singulare Integralfläche

und zwar die einzige.

4. Beispiel. 4. Bolsplel: Gehen wir einmal von einer vorgelegten vollständigen

Lösung aus, d. h. von oo^ Flächen. Es mögen dies alle Kugeln vom

Radius Eins sein, deren Mittelpunkte in der (:r^)-Ebene liegen:

{X - ay + {y--byj^z'-l = Q.

Um die zugehörige partielle Differentialgleichung zu finden, haben

wir hieraus durch partielle Dift'erentiation nach x und y die beiden

Gleichungen abzuleiten:

' dx y J
' dy
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und nun aus allen drei Gleichungen die willkürlichen Constanten a, h

zu eliminieren. Dies giebt die partielle Differentialgleichung:

4i+(;;; + ^, - 1 = (J.

Jene oo^ Kugeln stellen eine vollständige Lösung dar. Die allgemeine

Lösung besteht aus den Flächen, die von je oo^ derartigen Kugeln

umhüllt werden, d. h. aus allen Böhrenflächen , deren Leitlinien be-

liebige Curven in der (xy) -Ebene sind, während ihr Radius gleich

Eins ist. Die allgemeine Lösung ergiebt sich analytisch nach (14)

durch Elimination von a, h aus

(^ _ af -{-(y~hy-\-0'-l=O, co(a, h) = 0,

(^ - ^) li - (y - ^) Ta = ^^

oder, wenn wir tö = in der aufgelösten Form b — ^(rt) =
schreiben, durch Elimination von a aus den beiden Gleichungen:

(x - af -j-(y- cp{a)y + ^2-1=0,
X — a -{- (y — b) f'ip) = 0-

Eine singulare Litegralfläche muss von allen jenen oo^ Kugeln berührt

werden. Dies trifft, wie man geometrisch sofort einsieht, nur für die

beiden Ebenen
^ — 1=0, ^-fl =

zu. In der That ist für lede solche Ebene >,— =^ o— ^^ 0, sodass die
"* ex cy ^

partielle Diff'erentialgleichung befriedigt wird. Im gegenwärtigen Beispiel

erhält man den Elementarkegel eines Punktes als den Kegel, der alle

oo^ durch den Punkt gehende Kugeln vom Radius Eins und mit den

Mittelpunkten in der (ä;?/)-Ebene berührt. Wie man sieht, sind die

Elementarkegel Rotationskegel, deren Axen auf der (a:?/)- Ebene senk-

recht stehen und deren Öffnung nur von der 0-Coordinate der Spitzen

abhängt.

Es liegt in der Natur der Sache, dass man stets zu derselben

allgemeinen Lösung kommt, von welcher vollständigen Lösung der

partiellen Differentialgleichung man auch ausgehen mag. Es folgt dies

daraus, dass wir aus einer vorgelegten vollständigen Lösung jede Integral-

fläche — abgesehen von den eventuell vorhandenen singulären Integral-

flächen und von den Integralflächen, die in der vorgelegten vollständigen

Lösung selbst schon vorhanden sind — durch den LTmhüllungsprocess

ableiten können, den die Formeln (14) geben.

liie, Geometrie der BerüUrmigstransformatiouPn I. 32 tl-- I^- 1^'J''.J
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Auf die Frage, ob eine vorgelegte 'partielle Differentialgleichung

Fix, y, B, -.r , .1 =
\ ' ^' ' ex' ex/

überhaupt immer eine vollständige Lösung besitzt, sind wir hier nielit

eingegangen. Im nächsten Paragraphen beschränken wir unsere Be-

trachtungen formell auf solche Gleichungen, die eine und infolge dessen

unbegrenzt viele vollständige Lösungen haben. Da wir aber im folgenden

Kapitel nach Cauchy zeigen werden, dass jede analytische Gleichung

jP = wirklich vollständige Lösungen besitzt, so ergiebt sich nach-

träglich, dass die unter der Voraussetzung der Existenz von vollstän-

digen Lösungen entwickelten Theorien in der That allgemein gültig sind.

§ 3. Erzeugung der Integralflächen durch die Charakteristiken.

Es war schon im zweiten Abschnitt von gewissen Curven, den

CharaJcteristiJcen, die Rede, die mit den partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung in engem Zusammenhang stehen. (Vgl. § 1, des 7. Kap.,

S. 26L) Wir wollen in diesem und dem nächsten Paragraphen die

Theorie der Charakteristiken, für deren Entwickelung neben Lagrange

ganz besonders Monge in Betracht kommt, ausführlich darstellen.

Es sei also wiederum eine partielle Differentialgleichung erster

Ordnung in x, y, z vorgelegt:

Angenommen, es sei

(11) z = 0{x,y,a,b)

eine vollständige Lösung der Differentialgleichung. Wie wir sahen,

wird die allgemeine Lösung als die Gesamtheit der Flächen gewonnen,

die von je oo^ Flächen (11) umhüllt werden. Analytisch geht sie also

durch Elimination von a aus den beiden Gleichungen:

j

z=0{x,y,a,(piß)),

^^^^
\

g<^(^. j/. a^ <P) 1

g^(a;, y, a, q>) ,/ \ ^ q
I da ' dtp ^\)

hervor, in denen qp(a) eine willkürlich zu wählende Function von a

bedeutet. Die bestimmte Integralfläche, die bei einer bestimmten Wahl

der Function (pip) durch (16) dargestellt wird, berührt als Umhüllende

jede der oo^ Flächen

(17) z=^{x,y,a,<p{a)),

die in der vollständigen Lösung enthalten sind, nach einer Curve.
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Um diese Curve auch analytisch abzuleiten, haben wir nach der Um-
hüllungstheorie ausser (17) die durch Differentiation nach a aus (17)

hervorgehende Gleichung anzusetzen. So kommen wir gerade zu den

beiden Gleichungen (16). Diese Gleichungen (10) haben demnach

zweierlei Bedeutung:

Wenn man a aus (16) eliminiert, so ergiebt sich eine allgemeine

Integral/ZäcÄe. Wenn man dagegen a einen constanten Wert a^ er-

teilt, so stellen die beiden Gleichungen (16) die Curve dar, nach der

diese allgemeine Integralfläche von der Integralfläche

die zur vollständigen Lösung (11) gehört, berührt wird. Diese Curve

heisst nach Monge eine Charakteristik der partiellen Differential- ^'\]lt^^'

gleichung (9).

Wollen wir alle Charakteristiken finden, so haben wir alle all-

gemeinen Integralflächen (16) zu betrachten, d. h. in (16) die Function

(p{a) völlig willkürlich zu lassen. Alsdann stellen die Gleichungen

(16) alle Charakteristiken dar, wenn wir in ihnen a, 9p(«) und also

auch (p'{a) beliebige constante Werte a, h, c erteilen. Demnach geben

die beiden Gleichungen:

j

z=^{x,y,a,l)),

I d^ I Wb ^ — '^

die Gesamtheit aller Charakteristiken, wenn man in ihnen a, h, c als

Parameter auffasst. Da in ihnen nur drei Parameter a, h, e auftreten,

so folgt, dass die partielle Differentialgleichung (9) höchstens oc"' Charak-

teristiken hat.

Wir zeigen nun, dass die partielle Differentialgleichung auch gerade

cx)^ Charakteristiken hat, sobald sie, wie wir voraussetzen, nicht auf

lineare Form gebracht werden kann, sobald also der einem Punkte |)

von allgemeiner Lage zugeordnete Elementarkegel (vgl. § 2, S. 492)

nicht in ein Büschel ausartet. Wird nämlich irgend eine Integral-

fläche ins Auge gefasst, die der vollständigen Lösung 0=0 angehört

und den Punkt p enthält, so weiss man, dass sie den Elementarkegel

des Punktes p berührt. Die Fläche hat also mit dem Kegel eine

Tangentenebene gemein, die den Kegel nach einer Mantellinie g be-

rührt. Eine benachbarte Integralfläche aus der Schar ^ = <&, die

ebenfalls den Punkt p enthält, berührt den Kegel des Punktes p nach

einer benachbarten Mantellinie g'. Nähert sich die zweite Fläche

continuierlich der ersteren, so wird schliesslich g' mit g zusaiumen-

32*
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fallen. Andererseits geht dann die Schnittcurve beider Flächen in

eine Charakteristik durch p über, und diese Charakteristik hat g zur

Tangente in p. Nun ist zu beachten, dass es unter den od^ Integral-

flächen der vollständigen Lösung 0=0 stets oo^ gieht, die durch den

allgemein gewählten Punkt p gehen, und dort berühren sie den Ele-

mentarkegel von p nach seinen oo^ Mantellinien. Die Anzahl der

Charakteristiken ist also so gross, dass durch jeden allgemein ge-

wählten Punkt mindestens oo^ Charakteristiken gehen. Gäbe es über-

haupt nur oü^ oder noch weniger Charakteristiken, so wäre dies nicht

der Fall. Es giebt deshalb mindestens oc^ Charakteristiken. Halten

wir dies mit dem vorigen Ergebnis zusammen, so ergiebt sich der

Anzahl der
gg^^^ 1; J^me partielle Differentialgleichung erster OrdnungCharakte-

ristiken.

T-,/ dz dz\ ^
Fix, y, 0, o , - -) = 0,

die sich nicht auf eine lineare Form bringen lässt, hat gerade oo^ ver-

schiedefne CharaJcteristiJcen *).

Da jede allgemeine Integralfläche je oo^ der durch (11) gegebenen

Integralflächen längs Curven berührt, so enthält sie oo^ Charakteristiken.

Diese Berührcurven können deshalb nicht zusammenfallen, weil die

allgemeine Integralfläche als Ort dieser Berührcurven definiert werden

kann.

Umhüllende ^^s der allgemeinen Umhüllungstheorie folgt ferner, dass die auf

auf einer einer allgemeinen Integralfläche gelegenen oo^ Charakteristiken eine

Curve, eine Rückkehrcurve der Fläche, umhüllen. Wir erinnern hier

an die Beweisführung dafür: Eine allgemeine Integralfläche, die durch

(16) bei bestimmter Wahl der Function (p(a) dargestellt wird, enthält

die oü^ Charakteristiken:

g= 0{x,y,a,(p{a)),

d^ix,y,a, qp) ,
'c^{x, y, a, cp)

Integr.-Fl.

da et
cp\a) = 0,

in deren Gleichungen a eine willkürliche Constante ist. Die hierdurch

dargestellten oo^ Curven umhüllen dann und nur dann eine Curve, wenn

die beiden Gleichungen zusammen mit den durch Diff'erentiation nach

a aus ihnen hervorgehenden Gleichungen eine Curve definieren. Aber

durch DiifFerentiation der ersten Gleichung nach a geht die zweite uhd

*) Die beschränkende Voraussetzung, dass die vorgelegte Differentialgleichung

eine vollständige Lösung besitze, lassen wir hier wie später fort, da sich, wie

schon zum Schluss des § 2, S. 498, bemerkt wurde, später herausstellen wird,

dass diese Beschränkung nur formell ist.
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durch Differentiation der zweiten eine neue Gleichung in x, y, a her-

vor. Insgesamt liegen also drei Gleichungen vor. Eine bestimmt a

als Function von x, y, 0, sodass die Substitution dieser Function in

die beiden anderen Gleichungen bei passender Wahl der Function (p(a)

wirklich eine Ciirve liefert. Es ist also im Allgemeinen eine Um-
hüUungscurve, eine Rückkehrcurve der von den 00^ Charakteristiken

erzeugten Integralfläche, vorhanden.

Wir zeigten vorhin, dass durch einen Punkt p von allgemeiner

Lage mindestens 00^ Charakteristiken gehen, deren Linienelemente da-

selbst den Elementarkegel des Punktes p bilden. Daraus schlössen

wir, dass es mindestens (x>'^ Charakteristiken giebt. Da wir aber

andererseits wissen, dass es nicht mehr giebt, so folgt, dass durch p
gerade 00^ Charakteristiken gehen.

Nun enthalten die oo^ Charakteristiken insgesamt oo^ Linien-

elemente, Sie definieren daher nach § 1 des 7. Kap., S. 249, 250.

eine Monge'sche Gleichung

(19) Si(x, ij, 2- clx, dy, d£) = 0,

von der sie Integralcurven sind. Diese Monge'sche Gleichung ordnet

jedem Punkte allgemeiner Lage ebenfalls einen Elementarkegel zu.

Er wird von allen durch den Punkt p gehenden Linienelementen der

Gleichung gebildet, also durch die cx)^ Linienelemente der oo^ durch

p gehenden Charakteristiken an der Stelle p und ist daher identisch

mit dem Elementarkegel, der dem Punkte durch die partielle Differential-

gleichung zugeordnet tvird.

Früher, in § 1 des 7. Kap., fanden wir umgekehrt, ausgehend von

einer Monge'schen Gleichung (19), eine partielle Dijfferentialgleichung

mit denselben Elementarkegeln. (Vgl. Satz 3, S. 260.) Wir werden die

hier gewonnene Beziehung im nächsten Paragraphen auch analytisch

ableiten.

Wir wollen uns nun die Frage vorlegen, oh durch eine beliebig integram.

gewählte Curve c stets eine Integralfläche der partiellen Differential- "curvf^^'

gleichung hindurchgeht.

Ist dies der Fall, so ist die betreffende Integralfläche — sobald sie

nicht der vollständigen Lösung angehört, in welchem Falle die Frage

erledigt wäre, und sobald sie auch nicht singulär ist — die Um-
hüllende von 00^ Integralflächen der vollständigen Lösung js = 0.

Dann ist die Curve c entweder auf allen diesen 00^ Integralflächen
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gelegen oder berührt jede der oo^ Flächen in je einem Punkte. Im
ersten Falle wäre c eine Charakteristik. Durch eine Charakteristik gehen

uher unendlich viele Integralflächen , denn um eine solche zu construieren,

braucht man nur eine beliebige Schar von oo^ Flachen ^ = auszu-

wählen^ in der zwei benachbarte Flächen enthalten sind, die sich in

der betrachteten Charakteristik schneiden, und dann die Umhüllende

der ausgewählten oo'^ Flächen zu construieren.

Sobald also die Curve c keine Charakteristik ist, müsste sie in

jedem ihrer Punkte von je einer Integralfläche s = O berührt werden.

Nehmen wir aber andererseits eine beliebige Curve c an, so gehen

durch jeden Punkt (Xq, iJq, Sq) der Curve gerade oo^ der oo^ Integral-

flächen der vollständigen Lösung

z = 0{x,y,a,h),

nämlich die, deren Parameter a, & an die Bedingung

z^=0(x^,y^,a,b)

geknüpft sind. Verlangt man ausserdem, dass die Curve c an der

Stelle (Xq, Pq, ^o) von einer dieser cx-^ Flächen berührt werde, so liefert

dies eine zweite Bedingung für die Parameter a, h. Die Curve c wird

also an der Stelle {x^, y^, z^) nur von einer Fläche s = (oder doch

nur von einer discreten Anzahl) berührt werden. Längs der Curve c

ergeben sich so oc^ Flächen, die eventuell in eine Fläche zusammen-

fallen. Ihre Umhüllende enthält die Curve c und ist ausserdem eine

Integralfläche.

Allerdings wären hierbei Ausnahmefälle denkbar: Es wäre möglich,

dass die Curve c in ihrem allgemein gewählten Punkte (Xq, y^, Zq) von

oc^ Integralflächen 2=0 berührt würde, die aber nicht die Curve ent-

hielten; aber dieser FaU kann doch nur für eine discrete Anzahl von Curven

im Räume eintreten. Denn die oo^ Integralflächen durch den Punkt

(Xq, y^, *o) haben dort oo^ Flächenelemente, die einen Kegel bilden.

Die Tangente der Curve c kann allen diesen Flächenelementen nur

dann angehören, wenn der Kegel in ein Büschel von Flächenelementen

oder gar in ein einziges Flächenelement ausartet. Da wir von den

linearen partiellen Diflerentialgleichungen absehen, so kann eine solche

Ausartung, wenn überhaupt, nur für einzelne Punkte oder für isolierte

Curven oder für isolierte Flächen auftreten, wobei im letzteren Falle

die Axen der Büschel die Fläche berührten und die Curve off'enbar eine

Charakteristik wäre.

Also hat sich ergeben:

Satz 2: Durch eine Curve des Bamnes (x, y, z) geht nur eine

discrete Anzahl von Integralflächen einer vorgelegten partiellen Differential-
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gleichiing erster Ordnimg, es sei denn, dass die Oiirve eine Giarakteristih

ist. Durch jede Charakteristik geht eine stetige Schar von unendlich vielen

Integralflächen.

Man kann daher die Charakteristiken als Unbestimmtheitsmrven unbe-

^-. , • •^ •! i'ii stimmtheits-

bezeichnen, da durch Angabe einer Charakteristik nicht zugleich be- curven.

stimmte Integralüächen, die sie enthalten, angegeben werden.

Aus dieser Eigenschaft der Charakteristiken folgt, dass ihre Defi-

nition von der gerade gewählten vollständigen Lösung unabhängig ist.

Wenn also aus einer vollständigen Lösung durch die Lagrange 'sehe

Methode eine allgemeine Lösung abgeleitet und alsdann eine Schar

von cx)^ allgemeinen Integralflächen als neue vollständige Lösung be-

nutzt wird, so ergeben sich aus ihr dieselben oo^ Charakteristiken Vie

aus der ursprünglich benutzten vollständigen Lösung. Hieraus folgt:

Satz 3: Zwei unendlich benachbarte allgemeine Integralflächen der

partiellen Differentialgleichung erster Ordnimg

schneiden einander stets in einer CharakteristiJc der partiellen Differential-

gleichimg. Berühren zwei allgemeine Integralflächen einander längs einer

Curve, so ist die Curve eine Charakteristik.

Dass die Definition der Charakteristiken von der gerade gewählten

vollständigen Lösung unabhängig ist, wird auch auf analytischem Wege

im nächsten Paragraphen nachgewiesen werden.

Die im gegenwärtigen Paragraphen entwickelten Theorien sollen

nun durch einige Beispiele erläutert werden.

1. Beispiel: Liegt die partielle Differentialgleichung Beispiele.

i+(sr+e:r=^-
vor (vgl. § 2, S. 495), so bilden alle oc^ Ebenen, die eine gewisse

Neigung y zur (ic^)-Ebene haben, eine vollständige Lösung. Die oo^

Schnittgeraden je zweier unendlich benachbarter unter diesen Ebenen,

d. h. die Geraden, die den Winkel y mit der (x'y) -Ebene bilden, sind

also hier die Charakteristiken. (Vgl. § 1 des 7. Kap., S. 265.) Es

sind dies alle Geraden, die einen gewissen unendlich fernen Kegel-

schnitt k treffen. Jene oo^ Ebenen sind die Tangentialebenen von k.

Durch eine Curve c gehen zwei allgemeine Integralflächen, nämlich die

abwickelbaren Flächen, die von allen gemeinsamen Tangentialebenen von

k und c umhüllt werden. Nur wenn c eine der Treffgeraden von /. ist,
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gehen durch sie unendlich viele Integralflächen, nämlich alle abwickel-

baren Flächen, die aus Treffgeraden von h bestehen und diese eine

Gerade enthalten. Im gegenwärtigen Beispiele spielt die Curve Ti selbst

eine Ausnahmerolle: Durch jeden Punkt von k gehen nicht nur oo\

sondern oo^ Charakteristiken. Jede Integralfläche mit Ausnahme der

oo^ Ebenen enthält h

2. Beispiel: Liegt die partielle Differentialgleichung

'\}+m+m\-'-'
vor, so hat sie, wie wir sahen (§2, S. 497), als eine vollständige

Lösung die Gesamtheit der oo'^ Kugeln vom Radius Eins, deren

Mittelpunkte in der (ic^)-Ebene liegen. Je zwei unendlich benachbarte

unter diesen Kugeln schneiden sich in einem Kreis vom Radius Eins,

dessen Mittelpunkt in der (Ä;^)-Ebene liegt und dessen Ebene auf der

(icy)- Ebene senkrecht steht. Diese <xfi Kreise sind also hier die

Charakteristiken. Wählen wir eine beliebige Curve c, so erhalten wir

die durch sie gehenden Integralflächen, indem wir diejenigen oo^ Kugeln

bestimmen, die sie berühren, vom Radius Eins sind und ihre Mittel-

punkte in der (ic^) -Ebene haben. Augenscheinlich giebt es zwei ge-

trennte Scharen von solchen Kugeln. Sie haben zwei Umhüllende,

nämlich Röhrenflächen. Es gehen also durch eine allgemein gewählte

Curve c gerade zwei Integralflächen. Ist aber c einer jener Kreise, so

gehen durch die Curve offenbar unendlich viele Röhrenflächen vom
Radius Eins, nämlich alle die, deren Leitlinien in der (,r?/)- Ebene den

Mittelpunkt jenes Kreises enthalten und dort zur Ebene des Kreises

senkrecht sind.

§ 4. Die Differentialgleichungen der Charakteristiken.

Es liege wiederum eine partielle Diflerentialgleichung erster Ord-

nung in Xj y, z vor:

(20) F{o=,y,z,^,l^ = 0,

von der wir voraussetzen, dass sie nicht auf eine lineare Form ge

bracht werden könne. Zur Bequemlichkeit wollen wir von jetzt ab

mit p, q die ersten, mit r, s, t die zweiten partiellen Ableitungen von

z nach x, y bezeichnen. Die vorgelegte Differentialgleichung

(20') F{x,y,z,p,q) =
hat nun, wie wir im vorigen Paragraphen sahen, die Eigenschaft,

dass durch eine allgemein gewählte Curve c im Räume nur eine discrete
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Anzahl von Integralllächen hindurchgehen. Wir wollen jetzt auf

analytischem Wege diejenigen Curven c, durch die eine continuierliche

Schar von Integralflächen hindurchgeht, also die Charakteristiken, be-

stimmen. Von den nur vereinzelt eventuell vorkommenden Curven c,

die bei der Betrachtung des vorigen Paragraphen eine Ausnahmerolle

spielten, sehen wir ganz ab. Ferner setzen wir bekannt voraus, dass

die vorgelegte Differentialgleichung eine vollständige Lösung und daher

nach § 2 auch eine allgemeine Lösung besitze.

Es liege nun eine Curve c analytisch in der Form

(21) x- = X(t), y = Y{t), z = Z{t)

mit dem Parameter x vor. Wir betrachten die Litegralflächen von lutegraia.
'-' durch geg.

(20'), die diese Curve enthalten. Für jede Litegralfläche z = (p{x, y) <^«»"^e.

durch die Curve c haben mit x, y, s auch p, g; r, s, t längs der Curve c

gewisse Werte, ausgedrückt als Functionen des Parameters x. Um
diese Werte zu berechnen, bedenken wir, dass |), ^ ausser der Gleichung

(20') noch die Bedingung

dz — i^dx — qdy =
erfüllen müssen. Die Werte von j) und q ergeben sich somit in einem

Punkte (t) der Curve c nach (21) aus den beiden Gleichungen:

F(X,Y,Z,p,q) = 0,

Z'—pX'~qT = 0,

wenn der Accent die Differentiation nach x andeutet. Da die erste

Gleichung nicht auf eine in p, q lineare Form gebracht werden kann

so lassen sich p, q aus diesen beiden Gleichungen längs der allgemein

gewählten Curve c als Functionen von r berechnen:

(22) P = P{r), q=Q{x).

Zur Bestimmung von /•, s, t im Punkte (r) der Curve c haben wir

nun zunächst die beiden Gleichungen, die aus der partiellen Differential-

gleichung (20') durch partielle Differentiation nach x bez. y hervor-

gehen, nämlich:

(23) F.^ + F^p + F,r -f F,s = 0, F, + F,q-^ F,s -^F,t = 0,

und ausserdem die beiden Gleichungen:

dp — rdx — sdy = 0, dq — sdx — tdy = 0,

die in Folge von (21) und (22) die Form haben:

(24) P' — rX' — sY' = 0, Q' — sX' ~ iY' = 0.

Auch in (23) hat man sich die Werte von x, y, ,e, p, q als Functionen

von X aus (21) und (22) eingesetzt zu denken. Wenn die Determinante
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J'p L'q

\x' r
nach den Substitutionen (21) und (22^ nicht für alle Werte von r

gleich Null ist, so lassen sich aus den beiden linksstehenden Gleichungen

(23) und (24) die Grössen r und s, aus den beiden rechtsstehenden die

Grössen s und t als Functionen von t berechnen. Die beiden Werte,

die sich so für s ergeben, stimmen, nebenbei bemerkt, überein. Dies

folgt ja von vornherein daraus, dass es wenigstens eine Integralfläche

giebt, die durch die Curve c hindurchgeht.

Wenn nun aber nach den Substitutionen (21) und (22) die obige

Determinante oder also die Determinante

i';
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Curve c stets eine Integraltiäche geht, so ist es selbstverständlich, dass

die Gleichungen einander nicht widersprechen. Man sieht, dass sich

die dritten Ableitungen aus Gleichungen bestimmen, die in ihnen linear

sind und die zu je zweien die Determinante (25) haben.

Das Entsprechende gilt, wie man übersieht, für die Berechnung

der höheren Ableitungen von s längs der Curve (21).

Es hat sich also ergeben, dass sich nur dann nicht vollständig ^^"vlete''^

bestimmte Werte für die Ableitungen von s längs der Curve (21) er- ^^„rch^geg!

geben, wenn die Determinante (25) längs der Curve identisch ver- ^"''"'"

schwindet, und dass alsdann überhaupt alle zweireihigen Determinanten

der Matrix (26) längs der Curve (21) identisch gleich Null sind.

Diejenigen Curven also, durch die unendlich viele Integralflächen

der partiellen Differentialgleichung (20') hindurchgehen, werden daher

notwendig zu den Curven (21) gehören, längs deren alle zweireihigen

Determinanten der Matrix (26) identisch verschwinden, längs deren

also:

dx dy dp dq ,

ist. Da nun
dz = pdx -\- qdy

ist, so sehen wir, dass die Functionen X, Y, Z, P, Q von r längs

einer solchen Curve die folgenden Bedingungen für x, y, z, p, q er-

füllen müssen:

/97\ ^^-^ (fy dz dp dq
F, F^ F^p^F^q -F^-F^p -F^-F^q

Es hat sich also Folgendes ergeben:

Liegt eine Curve vor:

(28) X = X(r), y = Y{t), z = Z{x)

und bestimmt man die beiden übrigen Coordinaten ^, q derjenigen

Flächenelemente {x, y, z, p, q), die einerseits der partiellen Differential-

gleichung:

(29) F(x,y,z,p,q) =
genügen und andererseits die Linienelemente (x,y, z, dx : dy: dz) der

Curve enthalten, indem man also p, q aus (29) und

(30) dz — pdx — qdy =
mit Rücksicht auf (28) berechnet, so könnten alle höheren Ableitungen

von z für die Lösungen
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der partiellen Differentialgleichung (29), die Integralflächen durch die

Curve (28) vorstellen, längs der Curve nur dann nicht vollständig be-

stimmte Functionen von t sein, wenn die für x,y, s, p, q berechneten

Functionen von r die Gleichungen (27) erfüllen.

tr/'iJiff^i'n
Betrachten wir nun dies Gleichungensystem (27). Es ist ein

System von vier simultanen totalen Differentialgleichungen in x, y, z, p, q

und als solches nach § 1, S. 489, der linearen homogenen partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung für /":

(^r) F, % + F, |/ + {¥,p + V,<i) % ~ (F. + F,p) g -

-(F, + F,)ll^O

äquivalent. Die allgemeinste Lösung der letzteren ist eine willkürliche

Function von vier unabhängigen Lösungen oder, was dasselbe sagt,

das System (27) hat vier von einander unabhängige Integrale. Eines

davon ist F{x, y, 2, p, q). Denn setzt man diese Function für /' in

(27') ein, so wird diese Gleichung identisch erfüllt. Es seien 5*"^, W.,, W.^

drei von F und von einander unabhängige Lösungen von (27').

Da die Flächenelemente {äc,y, ^, p, q) einer Integralfläche der par-

tiellen Differentialgleichung (29), also auch ihre Flächenelemente längs

der Curve (28) die Gleichung jP= erfüllen , so kommt für uns als

Lösung des Systems (27) von totalen Differentialgleichungen nur das

folgende Gleichungensystem in Betracht:

I

F(x,y,z,p,q) = 0,

(31) W,(x, y, z, p, q) = c^, W.,{x, y, z, p, q) = c^,

\ W.{x,y,z,p,q) = c.„

in dem c^, Cg, Cg willkürliche Constanten sind.

Aus diesen vier Gleichungen lassen sich mindestens zivei von p, q

freie Gleichungen ableiten:

\i}.{x,y,s,c„c.„c^) = 0.

Sie stellen Ciirven dar, unter denen diejenigen Curven enthalten sein

müssen, durch die eine continuieiiiche Schar von Integralflächen geht.

Da es solche Curven giebt, nämlich die im vorigen Paragraphen be-

trachteten Charakteristiken, so folgt zugleich, dass sich aus (31)

höchstens zwei von p, q freie Gleichungen ableiten lassen, denn wenn

zu (32) eine dritte Gleichung hinzuträte, so würden alle drei nicht

mehr Curven im Räume, sondern nur Punkte darstellen.
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Nach Satz 1 des vorigen Paragraphen (S. 500) hat nun die partielle

Differentialgleichung erster Ordnung F= gerade oo^ verschiedene

Charakteristiken. Daraus folgt, da die Schar der Curven (32) nur

von drei Parametern q, c^, c^ abhängt, dass die Gleichungen (32)

gerade und nur die oo^ Charakteristiken darstellen. Zu jedem Wert-

system (q, c^, c.^) der drei Parameter gehört dabei eine der oo'' Charak-

teristiken. Gehen wir zu den Gleichungen (31) zurück, die noch p
und q enthalten, so sehen wir, dass sie bei gegebenen constanten

Werten von c^, c^, c^ gerade oo^ Flächenelemente definieren und zwar

diejenigen oo^ Flächenelemente (x, y, z, p, q) der partiellen Differential-

gleichung F = 0, die längs der bestimmt gewählten Charakteristik

(q, c^, C3) gelegen sind, d. h. die je eines der Linienelemente dieser

Charakteristik enthalten. Erteilen wir q, c^, c.^ alle möglichen con-

stanten Werte, so geben uns also die Gleichungen (31) insgesamt 00 •'

Scharen von je oo^ Flächenelementen, die längs der cx)^ Charakteristiken

gelegen sind. Im ganzen sind dies alle oo^ Flächenelemente, die durch

die Gleichung F= definiert sind.

Da die Gleichungen (31) durch Integration aus dem Systeme (27)

von vier simultanen totalen Differentialgleichungen hervorgegangen sind,

so folgt, dass die 00^ Charakteristiken oder — wenn man will — die

oü^ Scharen von je 00^ Flächenelementen der Gleichung F= längs

der 00^ Charakteristiken analytisch durch das totale System (27) unter

Hinzunahme der Gleichung F=0 selbst definiert werden. Wir sprechen

dies so aus:

Satz 4: Liegt die nicht lineare partielle Differentialgleichung in mfigin. der
Oharakte-

X, y, Z vor: ristlken.

F{x, y, B, p, q) = 0,

.so werden ihre 00"' Charakteristiken durch das System von vier simtdtanen

geivöhnlichen Differentialgleichungen

:

dx dy d2 dp dq

F^ - F^ - F~pVF,q ~ =:rF7-T;p - zi^yrir-^

definiert, von dem F selbst ein Integral ist. Sind ^^, ^F^, W'^ drei von

F und von einander unabhängige Integrale dieses Systems, so ergeben

sich die endlichen Gleichungen der Charakteristiken durch Elimination

von p und q aus den vier Gleichungen

F=0, y[f, = Const., W^ = Const., W^ = Const.

Wir wollen insbesondere die Charakteristiken betrachten, die durch

einen Punkt allgemeiner Lage {x, y, z) hindurchgehen. Es sind dies

gerade 00^ Charakteristiken. Sie bestimmen im Punkte (x, y, z) den
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^^^^^'^l^''' Elementarkegel der Charakteristiken, von dem im vorigen Paragraphen

(S. 500) die Rede war. Will man den Kegel analytisch darstellen,

so hat man zu beachten, dass nach (27) die Fortsehreitungsrichtung

[dx : dy : dz) längs einer Charakteristik durch die Gleichungen

/nQ\ dx dy dz
^ ^ F' ^ F ~ F^HTJ^

bestimmt wird, in denen x, y, s, p, q an die Bedingung

(29) F(x,y,0,p,q) = O

gebunden sind. Die Gleichung des Kegels:

(34) £1 (x, y, z\ dx, dy, dz) =
geht daher durch Elimination von p und q aus den drei Gleichungen

(33) und (29) hervor.

Zugehörige Zugleich ist die so hervorgehende Gleichung (34) die Monqe'scJie
Monge'sche ^ O & V y ^

Gl Gleichung, zu deren Integralcurven die Charakteristiken gehören, d. h.

nach den Entwickelungen des vorigen Paragraphen (S. 501) die zur

partiellen Differentialgleichung F = gehörige Monge'sche Gleichung.

Denn wir haben ja im vorigen Paragraphen erkannt, dass der Elementar-

kegel, der von den Charakteristiken durch einen gegebenen Punkt

(x, y, z) in diesem Punkte gebildet wird, mit dem Elementarkegel

identisch ist, der im Punkte (x, y, z) von denjenigen cx)^ Flächen-

elementen umhüllt wird, die dem Punkte vermöge der partiellen Diffe-

rentialgleichung J^= zugeordnet werden. Dies können wir hier von

Neuem nachweisen: Will man die Richtung (dx : dy : dz) einer Mantel-

linie des letzteren Kegels bestimmen, so hat man im Punkte (x, y, z)

die Schnittlinie der Ebenen zweier solcher unmittelbar benachbarter

Flächenelemente {x, y, z, p, q) und (x, y, ^, p-\- dp, q -f- dq) zu suchen,

die der Gleichung (29) genügen, für die also ausser (29) noch

(35) Fpdp-\-F,dq =
ist. Die Ebene des ersteren Elementes hat in den laufenden Coordi-

naten j, ^, j die Gleichung

h
— ^-p(i — x) -~q(\)—y) = 0,

sodass für die Schnittlinie ausser dieser noch die Gleichung

dpi;^ — x) + dq{i) ~y) =
oder also nach (35) noch die Gleichung

F,(£ - X) - F,it) ~y) =
besteht. Die Richtung (dx : dy : dz) der Schnittlinie wird somit aus

den beiden Gleichungen:

dz — p dx — qdy = 0, F,j dx — Fp dy ==-
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gewonnen. Es kommt:

dx dy dz

Alle Mantellinien des Kegels erhält man also durch Elimination von

2) und q aus diesen beiden Gleichungen und aus F= 0. So kommt

man aber genau wieder zur Gleichung

(34) Sl(x, y, ^; dx, dy, dz) = 0.

Hiermit ist das frühere Ergebnis von Neuem bewiesen. Wir fassen

dies zusammen in dem

Satz 5: Liegt eine nicht lineare partielle Differentialgleichung

F{x, y, z, p, q) ==

im Räume (x, y, z) vor, so bestimmt sie oo* Flächenelemente. Der

Elementarkegel, der von den oo^ Elementen umhüllt ivird, die durch einen

allgemein gewählten Punkt (x,y,z) gehen, ist identisch mit dem Elementar-

kegel, der von den oo^ Charakteristiken durch diesen Punkt bestimmt wird.

Die Gleichung dieses Kegels geht durch Elimination von p und q aus

den drei Gleichungen

jp ^ dx dy dz

hervor. Sie ist zugleich die Monge'sche Gleichung

^{x, y, 0; dx, dy, dz) = 0,

deren Elementarkegel mit den Elementarkegeln der partiellen Differential-

gleichung identisch sind und zu deren Integralcurven die Charakteristiken

gehören.

In § 1 des 7. Kap. haben wir — in Satz 3, S. 260 — erkannt,

wie man aus einer vorgelegten Monge'schen Gleichung ß= diejenige

partielle Differentialgleichung F = ableitet, deren Integralflächen

die Elementarkegel berühren, die ihren Punkten durch ü = zu-

geordnet werden. Hier haben wir den umgekehrten Weg eingeschlagen.

(Vgl. hiermit die Note auf S. 2Q>2)

Kennt man die oo^ Charakteristiken (32) der partiellen Differential- Constr. der

, . ,
\ / r

lutegralfl.

gleichung, so kann man ohne weiteres die durch eine beliebig gegebene '^"'«'^ geg-

Curve c gehende Integralßäche construieren. Zu diesem Zweck betrachtet

man in jedem Punkte der Curve c diejenigen Flächenelemente, die

durch die Diftereutialgleicimug F = daselbst bestimmt werden.
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Sie umhüllen in jedem Punkte p von c einen Elementarkegel. (Siehe

Fig. 90.) Alsdann legt man durch die Tangente in p eine Tangential-

ebene e an den Kegel. Das Flächenelement {p, e), dessen Punkt der

Punkt p und dessen Ebene die Tangentialebene e ist, gehört dann zu

den oo* Flächenelementen, die durch F = bestimmt werden. So

verfahren wir in jedem Punkte p von r.

Eine Integralfläche von F = ent-

hält nun nur solche Flächenelemente,

die zu den oo* durch F=0 gegebenen

Elementen gehören. Soll die Fläche

durch c gehen, so muss sie daher längs

c gerade die soeben construierten c»^

Plächenelemente (p, e) enthalten. Ferner

wissen wir, dass die Integralfläche oo^

Charakteristiken enthält, nach § 3, S. 500.

Die durch p gehende Charakteristik y

der Fläche muss dort das in p con-

struierte Flächenelement (p, e) berühren.

Sie ist demnach diejenige unter den ck>^ durch p gehenden Charakte-

ristiken, die den Elementarkegel längs der Mantellinie berührt, die die

Ebene e mit dem Kegel gemein hat. So können wir in jedem Punkt

jy von c die betreifende Charakteristik y construieren. Die von diesen

oo^ Charakteristiken gebildete Fläche muss alsdann die Integralfläche

sein, auf der die Curve c liegt.

Im allgemeinen wird man im Punkte p mehr als eine Tangential-

ebene e an die Curve c und den Elementarkegel des Punktes p legen

können, sodass die Construction , die wir soeben ausführten, eine discrete

Anzahl von Integralflächen durch c liefert.

Fig. 90.

Es wird nicht überflüssig sein, nochmals darauf hinzuweisen, dass

diese Betrachtungen wesentlich auf der vorausgesetzten Existenz einer

vollständigen Lösung der partiellen Differentialgleichungen beruhen. Den

Existenzbeweis für die vollständige Lösung bringen wir, wie wieder-

holt bemerkt wurde, im nächsten Kapitel.

Wir erläutern die vorgetragenen Theorien schliesslich wieder durch

einige Beispiele.

Beispiele. !• Beispiel: Es liege die schon häufig besprochene partielle Diffe-

rentialgleichung

oder
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vor. Hier lautet das System (27):

dx dy dg dj) dq

P i JP* + 9' ^

Offenbar sind

vier von einaudei* unabhängige Integrale. Wegen F =^ können wir
1 1 1

laher setzen:

1 1 .

p = cos c, , Q = ~ sin c.

(i)2
J^q^)x-~ ps = a,, (p'-+ q^) y — qz = c^.

Elimination von p, q aus diesen vier Gleichungen liefert die beiden

Gleichungen für die Charakteristiken:

X ~ a cos c^' z = x^Cjj
, y — x sin q • ^ = k^c^

,

die oo'' Geraden darstellen, nämlich die Geraden, die mit der (xy)-

Ebene den Winkel y bilden, dessen Tangente gleich - ist. (Vgl. § 1

des 7. Kap., S. 265.) Will man die zugehörige Monge'sche Gleichung

bestimmen, so hat man aus F=0 und aus

dx dy dz .

p und q zu eliminieren. Es kommt:

dx" + dy^ - y,Hz^ = 0,

also die Monge'sche Gleichung, von der wir auf S. 262 ausgingen.

2. Beispiel: Liegt die partielle Differentialgleichung

F=z\l-\-p^-\-q^)— 1 =0
vor, so lautet das System von simultanen totalen Differentialgleichungen

dx dy dz dp dq
zp — zq ~ ^M^s'O ~" -Pa + P'+I') ^ -9(l + P='+9'j

Es sind jP, x -\- zp, y -{- zq, - vier von einander unabhängige

Integrale. Ausser F=0 setzen wir daher noch:

x-^zp = c^, «/ + ^g = c2, 1 = ^3

und erhalten durch Elimination von p und q:

(x-c,y-{-{y-c,y + z'=l,

x — c,~c., (y — C2) = 0.

Lie, üeometrie der Berüliruugstrausforniatiouen I. 33 [13.11. 1896.]
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Diese beiden Gleichungen stellen die oo^ Kreise vom Radius Eins dar,

deren Mittelpunkte in der (a;?/)- Ebene liegen und deren Ebenen auf

der (xy) -Ebene senkrecht stehen. Dass diese Kreise die Charakteristiken

sind, steht in Einklang mit § 3, S. 504. Aus den Gleichungen F =
und

dx dy dz

p ~~ q ~p^ + q^

ergiebt sich in diesem Beispiel als die zugehörige Monge'sche Gleichung

durch Elimination von p und q die folgende:

(z- - 1) (dx- + (kf) + :z''d2' = 0.

§ 5. Ältere Untersuchungen über partielle Differentialgleichungen

erster Ordnung.

Wir wollen versuchen, unsere Auffassung der geschichtlichen Entwickelung,

welche die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in drei

Veränderlichen bietet, in Kürze darzulegen.

Naturgemäss traten von den Differentialgleichungen zuerst die gewöhnlichen

Kuier. in der mathematischen Litteratur auf. Alsdann führte Euler totale Diff'erential-

gleichungen, welche die Integrabilitätsbedingungen erfüllen, auf gewöhnliche

Differentialgleichungen zurück. Von ihm rühren ferner die ersten Untersuchungen

über Systeme von simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen sowie der all-

gemeine Begriff: Integrabilitätsfactor her.

Die ersten Untersuchungen über partielle Differentialgleichungen erster und
höherer Ordnung mit zwei unabhängigen Veränderlichen wurden von Euler und

d'Alembert. d'Alembert angestellt. Uns interessieren hier aber nur die partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung. Euler integrierte eine grosse Anzahl derartiger

Gleichungen, unter denen wir hier als Beispiele die folgenden erwähnen*):

q = <p(a;, y) p + ^(a;, y),
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und der linearen homogenen partiellen Differentialgleichung mit drei unabhängigen

Veränderlichen

i X . ( V c z

wurde, wenn wir nicht irren, schon von Euler erkannt. Dagegen rührt die all-

gemeine Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen und die Theorie

der Systeme von simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung
von Lagrange her.

Lagrange betrachtete 1779*) die allgemeine lineare, aber nicht homogene liagrauge.

partielle Differentialgleichung erster Ordnung in n unabhängigen Veränderlichen

iCj x^^

:

(36) X,ix, .r,,, ^)^ +••• + X„ (.:,.. . ,r„, 0) ^^ = Z{z,x,... x,)

und führte ihre Integration zurück auf die Integration des Systems von simultanen

gewöhnlichen Differentialgleichungen

:

dx. dx„ ci2

1 n

Er führte aber 1785 auch **) die Integration dieses Systems auf die Integration

der linearen homogenen Gleichung:

(38, x.|X + ... + X,^i- + z|i = o

zurück. Setzen wir insbesondere voraus, dass hierin Z=; und X^, X^. . .X^ frei

von z seien, so werden die Gleichungen (38) und (36), abgesehen von der Be-

zeichnung der unbekannten Function, mit einander identisch.

Die völlige Äquivalenz des Integrationsproblems eines Systems (37) von simul-

tanen gewöhnlichen Differentialgleichungen mit dem Integrationsproblem der linearen

homogenen Gleichung (38) ist somit als Specialfall in Lagrange's allgemeiner

Theorie enthalten. Es erscheint uns daher unerfindlich, was Jacobi wesentlich

Neues in dieser Hinsicht sollte geleistet haben, wenn sich auch Jacobi nach

anderer Richtung hin die grössten Verdienste um die Theorie der partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung in beliebig vielen Veränderlichen erworben

hat; wir erinnern insbesondere an die Multiplicatoi'theorie , die Theorie der

Functionaldeterminanten und die Jacobi'sche Identität.

Bei unserer Darstellung von Lagrange's Theorie der linearen partiellen

Differentialgleichungen in § 1 dieses Kap. haben wir die unabhängigen Veränder-

lichen x^, x^ . . . x^ als Punktcoordinaten in einem Räume von n Dimensionen peutg. im

gedeutet, sodass alsdann das System von n — 1 simultanen gewöhnlichen Raum tou

Ditterentialgleichungen

dx, dx^ ^^n
(39)

jeder

(iCj, . . . ic^, dx^: : dxj zuordnet. Die somit bestimmten oo'* Linienelemente

jedem Punkte (x^ . . . xj eine Fortschreitungsrichtung, also ein Linienelement

*) Lagrange, Sur differentes questions d'analyse relatives ä Ja theorie des

integrales partietdieres. Nouv. Mem. de l'Acad. de Berlin, 1779. Siehe auch Oeuvres,
4. Bd., S. 585. (Insbes. S. 624.)

**) Lagrange, Methode generale pour integrer les equations aux difference^

partielles du premier ordre, lorsque ces differences ne sont que lineaires. Nouv.
Mem. de l'Acad. de Berlin, 1785. Siehe auch Oeuvres, 5. Bd., S. 543.

33*

l
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im ji - dimensionalen Räume lassen sich in oc^~^ Curven von je oo^ Elementen
zusammenfassen, und diese Curven sind die Integralcurven. Es braucht kaum
bemerkt zu werden, dass bei Lagrange diese geometrische Deutung nicht vor-

kommt. Wie nützlich sie aber ist, möge an folgendem Beispiel erläutert werden:
Auweudg. Jacobi behandelte 1827*) unter anderem die Frage, bei vorgelegtem System

Deutg™ (^^) ^^^ solches System von r (<^ n) Gleichungen in x^ . . . x^ aufzustellen, das

die Gleichungen (39) erfüllt. Diese Frage lässt sich nun in der Sprache der

Mannigfaltigkeitslehre im Räume {x. . . . x) so formulieren: Es sollen alle

diejenigen (w — ?-)-dimensionalen Punkt -Mannigfaltigkeiten bestimmt werden, die

in jedem Punkte das Linienelement enthalten, das dem Punkte durch das System

(39) zugeordnet wird. Fassen wir eine solche {n — i')-fach ausgedehnte Mannig-

faltigkeit als einen Raum auf, so erkennen wir, dass sich die den oo"'^'^ Punkten

dieses Raumes vermöge (39) zugeordneten Linienelemente zu oü"~''~^ Curven

zusammenfassen lassen, und diese Curven gehören im Räume {x^ . . . xj mit zu

den oo"~~^ Integralcurven des Systems (39). Die gesuchten Mannigfaltigkeiten

werden daher von oo""'^"^ Integralcurven des Systems (39) erzeugt. Sind

«j = Const., - • • w„_^ = Const.

die Gleichungen der oo"~^ Integralcurven von (39), so wird also die fragliche

Mannigfaltigkeit dargestellt durch r Gleichungen von der Form:

(40) fiK • w„_i) = 0, • . . /;(«! .
•

. u^_^) = 0.

Umgekehrt leuchtet ein, dass r von einander unabhängige Gleichungen von dieser

Form stets eine der Mannigfaltigkeiten darstellen, die oo''"'''""^ Integralcurven

des Systems (39) enthalten. Die Frage von Jacobi führt daher auf die Glei-

chungen (40). Zu demselben Ergebnis kommt Jacobi durch ein analytisches

Verfahren, das, so elegant es auch sein mag, doch weniger durchsichtig ist als

die soeben angestellte begriffliche Überlegung.

Wir kommen auf die Benutzung begrifflicher Betrachtungen in höheren

Räumen für die Theorie der Differentialgleichungen nachher ausführlicher zurück.

Das soeben entwickelte, von Jacobi herrührende Ergebnis steht, wie wir

hier nebenbei bemerken, in genauem Zusammenhang mit einem Satze der Lie-

schen Gruppentheorie, ohne sich aber damit völlig zu decken. Dieser Satz sagt

aus, dass alle Mannigfaltigkeiten, die bei allen Transformationen einer ein-

gliedrigen Gruppe mit der infinitesimalen Transformation

invariant bleiben, von Bahncurven erzeugt werden, wenn nicht alle ihre Punkte

in Ruhe bleiben. (Vgl. § 3 des 4. Kap., S. 108, 109.)

Ailg. part. Wir wenden uns jetzt zur Skizzierung der geschichtlichen Entwickelung,
^^1^0 ° soweit sie sich auf nicht lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung be-

zieht. Die allgemeine Theorie dieser Differentialgleichungen rührt von Lagrange
Lagrauge. her, ZU dessen schönsten Leistungen sie gehört. In seiner ersten Arbeit hierüber

*) Jacobi, Über die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster

Ordntmg. Grelles Journal 2. Bd. (1827), S. 317, insbes. S. 321. Siehe auch:

Dilucidationes de aequationum differentialium vulgarium systematis earumque con-

nexione cum aequationibus differentialibus jyartialibuü limaribus primi ordinis.

Grelles Journal 23. Bd. (1842), S. 1. Gesammelte Werke, 4. Bd. S. 1 und 148.
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gleichtmgen erster Ordnung in ic, y, z auf Systeme von simultanen gewöhnlichen

Differentialgleichungen zurücJczuführen. Wenn sich auch bei Lagrange diese

letztere Schlussfolgerung in seinen Arbeiten nicht ausdrücklich findet, so geht

sie doch aus seinen Theorien aus den Jahren 1772 bis 1785 unmittelbar

hervor *).

Dem steht nun gegenüber, dass Lagrange selbst in seiner früher erwähnten

Abhandlung aus dem Jahre 1785 an einer Stelle**), an der er sich mit Trajectorien

einer Flächenschar beschäftigte, wobei er auf eine partielle Differentialgleichung

erster Ordnung geführt wurde, die Bemerkung machte, dass es unmöglich wäre,

diese Differentialgleichung durch eine der bis dahin bekannten Methoden zu

Charpit. integrieren. Femer behauptete Lacroix 1798***), dass Charpit im Jahre 1784

in einer bei der Pariser Academie eingereichten Abhandlung, die aber nicht ge-

druckt wurde, die Reduction der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

auf gewöhnliche Differentialgleichungen geleistet habe, und gab 1814 ein Referat

über diese Abhandlung. Schon Jacobif) fand diese Behauptung von Lacroix
auffallend und sprach den Wunsch aus, dass die Arbeit Charpit' s veröffentlicht"

werden möchte. Dieser Aufforderung ist aber nie Folge geleistet worden. Es ist

also unmöglich, die Richtigkeit der Behauptung Lacroix' zu bestätigen. Selbst

wenn sie in Ordnung ist, erscheint uns das Verdienst Charpit's gegenüber den

oben auseinandergesetzten Ergebnissen Lagrange 's verschwindend. Wir glauben,

dass die vorhin erwähnte allerdings auffallende Bemerkung von Lagrange selbst

darin ihre Erklärung findet, dass Lagrange bei der Besprechung jenes Beispiels

momentan an seine eigene allgemeine Theorie nicht gedacht hat.

Wir müssen noch erwähnen, dass Lagrange seine Theorie der vollständigen

Lösungen sofort auch auf den Fall beliebig vieler Veränderlicher ausgedehnt hat.

Monge. Lagrange benutzte die Sprache der Analysis, während Monge ff) die von

Lagrange gegebene Ableitung der allgemeinen Lösung aus einer vollständigen

Lösung in der Sprache der Geometrie als eine Umhüllungstheorie darstellte. Auch

^'ristik^
führte Monge den Begriff: Charakteristik ein.

Elementar- Der Begriff: Elementarkegel kommt bei Lagrange und Monge wohl vor,
^^^^^ aber nur ganz gelegentlich. Insbesondere wird er nicht als Ausgangsbegriff benutzt

und als solcher systematisch verwendet. Dies geschah vielmehr erst 1857 durch

Bonnet. Bonnetttf), dessen Arbeiten nicht hinlängliche Beachtung gefunden zu haben

scheinen. In bezug auf den Elementarkegel hatte Lie 1872 *t) die Bemerkung

*) Wir benutzen diese Gelegenheit, um eine frühere Fussnote, die auf

S. 265, zu berichtigen. In der That hat Lagrange die allgemeine Differential-

gleichung von der Form
Fip, 2, z — xp— yq) =

schon 1774 integriert. (Vgl. Oeuvres 4. Bd., S. 634.) Später, in seinen Legons

sur le calcul des fonctions analytiques (Oeuvres 10. Bd., S. 348) citiert er selbst

Monge in bezug auf die Erzeugung und analytische Darstellung der Integral-

flächen.
**) Lagrange, a. a. 0. S. 560.
***) Lacroix, Traite du calcul differentiel et du calcul integral. 2. Bd.

Paris 1798, S. 496. Zweite Aufl. Paris 1814, S. 548.

t) Jacobi, Dilucidationes etc. in d. Gesamm. Werken 4. Bd., S. 151.

tt) Statt der einzelnen Abhandlungen von Monge, die fast gleichzeitig mit

den Arbeiten von Lagrange erschienen, nennen wir das Werk: Monge, Appli-

cation de Vanalyse ä la geometrie. Fünfte Auflage Paris 1850, hier insbes. S. 421.

ttt) Bonnet, Sur un theoreme de Jacobi relatif ä l'integration des equations

aux differences partielles du premier ordre, Comptes Rendus 45. Bd., 1857, S. 581.

*t) Lie, Über Complexe, insbesondere Linien- und Kugelcomplexe , mit An-
tvendung auf die Theorie partieller Differentialgleichungen. Math. Ann. 5. Bd.

(1872), S. 152.
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gemacht: „Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung in x, y, z ist

nach Monge mit dem Problem äquivalent, die allgemeine Fläche zu finden, die

in allen ihren Punkten einen dem betreffenden Punkte nach einem beliebigen

Gesetze zugeordneten Kegel berührt." Diese starke Hervorhebung von Monge
veranlasste 1877 eine Reclamation durch P. du Bois-Reymond, der in den Jahren

1864 und 1865 Untersuchungen über partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

veröffentlicht hatte *).

Indem wir von dieser Reclamation einen Teil, dessen Hinfälligkeit nach

unserer Ansicht auf der Hand liegt, übergehen, geben wir die folgenden Be-

merkungen du Bois-Reymond's wieder: „Mir ist allerdings ebenfalls bei

Monge und auch bei Lagrange eine Stelle aufgestossen, wo diese Autoren

bemerken, dass der Gleichung F{x, ij, z, p, q) = ein gewisser Kegel entspricht,

was übrigens auch nahe liegt. Es folgt aber bei den genannten Autoren auf

diese Bemerkung ein Weiteres nicht, und insbesondere Monge macht von ihr

keinen Gebrauch in seiner Theorie der Charakteristiken" **). Aber, wie oben

gesagt wurde, hat Bonnet sieben Jahre früher als du Bois-Reymond den

Begriff": Elementarkegel als Grundlage der Theorie der partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung eingeführt.

Selbstverständlich berücksichtigten wir in dieser kurzen geschichtlichen Über-

sicht nur die wichtigeren Arbeiten über die Theorie der partiellen Diff"erential-

gleichungen erster Ordnung. Absichtlich haben wir hierbei die Arbeiten von

Cauchy, die von hervorragender Bedeutung sind, bei Seite gelassen. Wir Cauchy.

werden diese Arbeiten im nächsten Kapitel zu besprechen passende Gelegenheit

haben.

Bei unserer Darstellung der Theorie der linearen partiellen Differential-

gleichungen (vgl. § 1 sowie S. 516) benutzten wir schon den Begriff": Baum von Raum von

n Dimensionen sowie die damit in Zusammenhang stehenden Mannigfaltigkeits- « Dimens.

begriffe. Es erscheint uns hier angebracht, zu unseren geschichtlichen Be-

merkungen über den Raum von n Dimensionen in § 2 des 7. Kap., S. 274, 275,

noch einige Zusätze zu machen.

Wie wir schon damals sagten, sind wir der Ansicht, dass zuerst Grass- Grassmann.

mann (1844) den Begriff": w-dimensionaler Raum explicite eingeführt und ent-

wickelt hat. Wir betonen dies hier nochmals, weil wir sehen, dass Forsyth in

seiner kürzlich erschienenen inhaltreichen Biographie***) von Cayley diesen so Cayiey.

hervorragenden Mathematiker als den Begründer der Theorie des M-dimensionalen

Raumes bezeichnet. Forsyth stützt diese Ansicht in erster Linie auf eine Ab-

handlung von Cayley, die im Jahre 1845 erschien und den Titel hat: „Chapters

in the analytical geometry of (w) dimens ions'^ i). In dieser Arbeit, die wir früher

nicht berücksichtigt hatten, weil sie uns damals unbekannt war, giebt Cayley
einige analytische Entwickelungen für n Veränderliche, die für n = S bekannte

Sätze über Flächen zweiten Grades liefern. Wenn wir auch nur im Titel und

in der Schlussbemerkung dieser Arbeit den Begriff": «-dimensionaler Raum aus-

driicklich finden, so erkennen wir doch gern an, dass Cayley unabhängig von

*) P. du Bois-Reymond, Beiträge zur Interpretation der partiellen Diffe-

rentialgleichungen mit drei Variabein. Erstes (einziges) Heft, Leipzig 1864. Femer:
Hauptlehrsätze der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
mit drei Veränderlichen, Crelle's Journal 64. Bd. (1865), S. 271.

**) P. du Bois-Reymond, Note über die Integration totaler Differential-

gleichungen, Math. Ann. 12. Bd. (1877), S. 130.
***) In Bd. 7 der Collected mathematical papers of Cayley, Cambridge 1895,

s. xxxin.
t) Cambridge Math. Journ. 4. Bd. (1845), S. 119. Siehe auch Collected

Papers, 1. Bd. S. 55.
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ftrassmann die Idee eines n-dimensionalen Raumes angeregt hat. Da diese

Arbeit jedoch später als Grassmann 's Ausdehmmgslehre datiert, so müssen wir
die Priorität Grassmann's aufrecht erhalten.

Cauchy. Im Jahre 1847 betonte Cauchy in einer kurzen Note*), dass der Begriff:

w-dimensionaler Raum bei vielen analytischen Untersuchungen, namentlich in

der Zahlentheorie, förderlich sei.

Kiemann. In Riemann's berühmter Rede „wöer die Hifpothesen, ivelche der Geometrie

zu Grunde liegen^'' **) ist der ii - dimensionale Raum das Fundament der Betrachtungen

.

Wir führen aus dieser leider unklar abgefassten Rede eine bemerkenswerte Stelle

aus dem ersten Paragraphen an, dessen Überschrift ist: „Begriff einer w-fach

ausgedehnten Grösse". Diese Stelle lautet so: „Die Untersuchungen... bilden

einen allgemeinen von Massbestimmungen unabhängigen Teil der Grössenlehre,

wo die Grössen nicht als unabhängig von der Lage existierend und nicht als

durch eine Einheit ausdrückbar, sondern als Gebiete in einer Mannigfaltigkeit

betrachtet werden. Solche Untersuchungen sind für mehrere Teile der Mathe-
matik , namentlich für die Behandlung der mehrwertigen analytischen Functionen

ein Bedürfnis geworden, und der Mangel derselben ist wohl eine Hauptursache,

dass der berühmte Abel 'sehe Satz und die Leistungen von Lagrange, Pfaff
und Jacobi für die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen so lange un-

fruchtbar geblieben sind."

Wir glauben diese Stelle, insofern sie sich auf Differentialgleichungen be-

zieht, dahin deuten zu sollen, dass Riemann geahnt hat, dass die Einführung

des Begriffes: «-dimensionaler Raum in die Theorie der Differentialgleichungen

diese Lehre fördeni würde. Doch giebt Riemann keine Anwendungen hiervon.

Die allerdings leicht zu übersehenden Andeutungen Cauchy 's und Rie-
mann's blieben, wie es scheint, unbeachtet. Lipschitz und Christoffel,
die Riemann's nur skizzierte Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie

teilweise reconstruierten , haben in ihren Arbeiten aus den Jahren 1869— 72

Mannigfaltigkeitsbetrachtungen für die Theorie der partiellen Differentialglei-

chungen als Forschungsmittel nicht angewandt.

Grassmann beschäftigte sich in seiner zweiten Ausdehnungslehre***) aus

dem Jahre 1862 zum Schlüsse auch mit der Theorie der Differentialgleichungen.

Diese Untersuchungen, die zum ersten Mal die richtigen Kriterien für die Redu-
cibilität eines gegebenen Pfaff'schen Ausdruckes auf eine gegebene Normalform
lieferten, haben aber, obgleich Grassmann sonst den w-dimensionalen Raum
einführte und auch weitgehend verwertete, einen rein analytischen Charakter.

Ebensowenig hat Plücker, dessen wichtige Beiträge zur Theorie des «-dimen-
sionalen Raumes wir schon so oft hervorgehoben haben, Mannigfaltigkeits-

betrachtungen auf die Theorie der Differentialgleichungen angewandt.

Verwertg. Wir glauben daher im Rechte zu sein, wenn wir behaupten, dass Lie zuerst

'^i^re'für ^^'^ Begriffe der Mannigfaltigkeitslehre für die Theorie der partiellen Differential-

Diffgln. gleichungen verwertet hat. Schon in seinen ersten Arbeiten aus den Jahren

1870 und 1871 wurde die Plücker'sche Liniengeometrie systematisch für die Lehre

von den Differentialgleichungen nutzbar gemacht, ebenso die von ihm geschaffene

Kugelgeometrie. Dabei ergab es sich, dass es zweckmässig ist, bei Untersuchungen

über partielle Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y, z nicht den Punkt

*) Cauchy, Memoire s^ir les lieux analytiques. Comptes Rendus 24. Bd.

(1847), S. 885.

**) Gehalten 1854, zuerst gedruckt im 13. Bd. der Abh. d. Ges. d. Wiss. zu

Göttingen. Siehe auch Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 272, insbes. S. 274.
***) Grassmann, Die Ausdehnungslehre, vollständig und in strenger Form

bearbeitet. Berlin, 1862.
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(x, y, z), sondern das Flächenelement (x, y, z, p, q) bez. das Linienelement

(x, y, z, dx : dy : dz) als das grundlegende Element zu benutzen. In dieser

Weise entstand die Geometrie der Flächenelementc und die Geometrie der Linien-

elemente. Besonders zweckmässig zeigte sich dieser Standpunkt in der Theorie

der Berührungstransformationen. In den Lie' sehen Arbeiten aus dem Jahre 1871 *)

werden merkwürdige, wenn auch bis jetzt wenig beachtete metrische Unter-

suchungen im w-dimensionalen Raum angestellt, und dabei,werden die Mannig-

faltigkeitsbegriife gelegentlich für die Theorie der Differentialgleichungen ver-

wertet. Im Jahre 1872 erschienen seine ersten Untersuchungen über die allgemeine

Theorie der partiellen Differentialgleichungen sowie Andeutungen hinsichtlich der

partiellen Differentialgleichungen höherer Ordnung. In allen diesen Untersuchungen

aber bildet die MannigfaltigTceitslehre die Grundlage, ebenso in Lie's ausgedehnten

Untersuchungen über Transformationsgruppen und Differentialinvarianten.

Kapitel 12.

Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen als Teil der Oeometrie

der Flächenelemente.

Im vorigen Kapitel gaben wir die Lagrange 'sehe Theorie der

partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in ihren Hauptzügen

vrieder. Dabei legten wir Monge 's geometrische und zugleich begriffliche

Deutung zu Grunde. Ausserdem benutzten wir consequent den Begriff:

Flächenelement, aber, wie wir hervorhoben, nur zu rein formellen

Zwecken, nämlich zur Erleichterung des sprachlichen Ausdruckes.

Jetzt wollen wir einen weiteren Schritt von principieller Bedeutung

thun: Wir wollen die Integrationstheorie der partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung von einem neuen und allgemeineren Stand-

punkt aus auffassen, sie nämlich als einen Teil der Geometrie der Flächen-

elemente darstellen. Hierdurch gelangen wir zu einem Integrationsproblem,

in dem das alte Problem als ein specieUer, allerdings besonders wichtiger

Teil enthalten ist.

Dabei führen wir — wie früher analog in der Ebene — den Begriff

:

Elementverein für besondere Scharen von Flächenelementen ein. Dieser

Begriff umfasst die Begriffe: Fläche, Curve und Punkt, aber auch

noch die Begriffe: Elementstreifen und Elementarkegel als Special-

fälle. In der Geometrie der Flächenelemente ist, wie wir schon öfters

hervorhoben, eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F{x, y, z,p,q) =
als Definitionsgleichung einer Schar von oo* Flächenelementen zu be-

trachten, und das Integrationsproblem kommt dann auf das Problem

*) Götting. Nachr., Mai u. Nov. 1871.
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hinaus, alle Elementvereine zu bestimmen, die in dieser Schar ent

halten sind.

In dieser Weise und indem wir überhaupt alle Sätze als Sätze

über Elemente und Elementvereine auffassen, gelingt es uns, allen

hierhergehörigen Theorien eine Allgemeingültigkeit und Einfachheit zu

geben, die vor dem Jahre 1871 unbekannt war.

Ganz besonders gilt dies von Cauchy's Existenzheweis für die

Integralflächen analytischer Gleichungen i^=0, den wir hier erbringen

werden.

Ferner werden wir durch Einführung des allgemeinen Involutions-

hegriffes und seine Deutung ältere Theorien übersichtlicher und all-

gemeiner darstellen können.

Schliesslich wird uns die Transformationstheoric der partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung, soweit sie sich auf Pimkt-

transformationen bezieht, kurz beschäftigen *).

§ 1. Vereine von Flächenelementen. Neue Formulierung des Inte-

grationsproblems einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung.

Es giebt im Räume oc^ Flächenelemente, denn ein Flächenelement

ist durch die Angabe der drei Coordinaten x, y, z seines Punktes und

der beiden Bestimmungsstücke p, q der Stellung seiner Ebene voll-

ständig bestimmt. Die Geometrie der Flächenelemente ist somit die

Geometrie einer Mannigfaltigkeit (x, ij, z, p, q) von fünf Dimensionen.

Zwei Flächenelemente heissen unendlich benachbart, wenn die

Coordinaten des einen imendlich wenig von den entsprechenden Coordi-

naten des anderen verschieden sind. So sind allgemein {x, y, z, p, q)

und (x + dx, y -\- dy, z -f dz, p + dp, q + dq) zwei unendlich be-

nachbarte Flächenelemente. Die Punkte der beiden Elemente sind

ebenso wie ihre Ebenen unendlich wenig von einander verschieden.

Eine besondere Beziehung zwischen zwei unendlich benachbarten

Flächenelementen ist die der vereinigten Lage. Wir definieren sie zu-

nächst analytisch:

verainigte Ein Flüchenelement ix, u, z, p, q) liegt mit einem unendlich henach-
Flächen- \ ) Jf } -f} ^J if

eiemente. harten Element {x -\- dx, y -f- dy, z -}- dz, p -f- dp, q -\- dq) vereinigt,

wenn die Ffäff'sehe Gleichung:

(1) dz — pdx — qdy==0

*) Lie, Allgemeine Theorie partieller Differentiahßeichungen erster Ordniimf,
Ges. d. Wiss. zu Öhristiania, Nov. 1874, S. 198. Vgl. auch dieselben Verhandlungen
1871 u. 72, sowie Götting. Nachr., Oct. 1872 und Math. Ann., 9. Bd. (1875).
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Diese analytische Defiaition deckt sich mit einer geometrischen

Definition der vereinigten Lage: Wenn nämlich die Bedingung (1)

erfüllt ist, so liegt der Punkt {x -{- dx, y -f- äy, z + d£) des zweiten

Elementes in der Ebene des ersten, denn die Ebene des ersten Ele-

mentes hat in den laufenden Pimktcoordinaten J, t), § die Gleichung

{l
- "*) — lAl ~3c)— g(tj — ^) = 0,

und diese Gleichung wird durch ^= x-\- dx, t^ = y -{- dy, i
= z -\- dz

erfüllt, sobald die Bedingung (1) besteht. Wir können also sagen:

Ein Flächenelement liegt mit einem unendlich henachharten Element ver-

einigt, wenn der Funkt des letzteren Elementes in der Ebene des ersteren

Elementes liegt. Dabei sehen wir von unendlich kleinen Grössen höherer

Ordnung ab.

Diese Definition der vereinigten Lage ist analog der in § 1 des

2. Kap., S. 39, gegebenen Definition für den Fall von Linienelementen

in der Ebene. Wie dort könnten wir auch hier in mehr eingehender

Weise diese Definition formulieren, indem wir zuerst von einer Schar

von Flächenelementen ausgingen. Wir ziehen es aber der Kürze halber

vor, hier direct die Definition der vereinigten Lage von zivei Flächen-

elementen an die Spitze zu stellen.

Unter den Scharen von unendlich vielen Flächenelementen richten

wir nunmehr unser Augenmerk auf die Scharen von besonderer

Beschaffenheit, die wir wie folgt als Elementvereine definieren:

Unter einem Verein von Flächenelementen verstehen wir eine solche verein von

Schar von Flächenelementen, in der jedes einzelne Element mit allen eiementen.

unendlich henachharten Elementen der Schar vereinigt liegt.

Wir können die Definition der Elementvereine natürlich auch rein

analytisch formulieren, indem wir den Begrifi*: vereinigte Lage nicht

explicite benutzen und also sagen:

Eine Schar von Flächenelementen {x, y, z, p, q), die durch r Glei-

chungen:

(2) ^,(x, y, z,p,q) = 0, ^r(x, y, z,p, q) = (r < 5)

bestimmt wird, heisst ein Elementverein, wenn alle Wertsysteme x, y, z,p, q

und dx, dy, dz, dp, dq, die neben den Gleichungen (2) die durch totale

Differentiation hervorgehenden Gleichungen

(3) d0, = O, •• d0r = O

erfüllen, zugleich die Bedingung

(1) dz — pdx — q dy =
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Bei»pieie. Es leuchtet fast unmittelbar geometrisch ein, dass die Elemente

einer Fläche einen Elementverein bilden. Construiert man nämlich in

irgend einem regulären Punkte (x, y, z) der Fläche die zugehörige

Tangentenebene, so weiss man, dass sie alle unendlich benachbarten

Punkte der Fläche enthält, sobald man von unendlich kleinen Grössen

von höherer als erster Ordnung absieht. Es ergiebt sich aber auch

sofort analytisch: Ist 2 = (p{x,y) die Gleichung der Fläche, und sind

die Richtungscosinus ihrer Tangentenebene im regulären Punkte ix,y,z)

proportional p, q, — 1, so erfüllen x, y,z,](),q die drei Gleichungen:

z = (p{x,y), p = cpx, q = (Py,

die aber die Gleichung (1) nach sich ziehen. Die durch diese drei

Gleichungen dargestellten 00'^ Flächenelemente (x, y, z, p, q) bilden

demnach einen Elementverein.

Betrachten wir eine Curve im Räume. Sie hat in jedem Punkt

oc^ Tangentialebenen und bestimmt also in jedem Punkte oo^ Flächen-

elemente. Insgesamt definiert sie somit cx;^ Flächenelemente. Offenbar

bilden sie wieder einen Elementvereiai, wie man durch ganz ähnliche

Betrachtungen wie bei der Fläche erkennt.

Ein Punkt endlich definiert auch 00^ Flächenelemente, nämlich

alle die, deren Punkte mit dem gewählten Punkte zusammenfallen.

Es ist klar, dass diese c»^ Elemente ebenfalls einen Verein bilden.

Flächen, Curven und Punkte erscheinen also in der Geometrie

der Flächenelemente als Abarten eines gemeinsamen Begriffes, nämlich

eines Vereines von oc'^ Flächenelementen. Es ist aber zu bemerken,

dass mit diesen noch nicht alle Vereine von Flächenelementen erschöpft

sind. Denn wenn man z. B. auf einer Fläche alle diejenigen 00^ Flächen-

elemente herausgreift, deren Punkte eine beliebige Curve auf der Fläche

bilden, so erhellt, dass sie ebenfalls einen Elementverein bilden.

Wir stellen uns daher jetzt die Aiifgabe, überhaupt alle Vereine

von Flächenelementen zu bestimmen.

Zur Bestimmen die r von einander unabhängigen Gleichungen
Bestimmg.

Eiemo'nt- (2) ^1 {x, y, z,p,q) = 0, 0r{x, y, z, p, g) = (r < 5)
vereine.

einen Elementverein, so muss es möglich sein, aus ihnen mindestens

eine Gleichung zwischen x, y, z allein abzuleiten. Diese Behauptung

ist für r>2 selbstverständlich, denn dann müssen sich p und q^ so-

weit sie überhaupt in (2) auftreten, eliminieren lassen. Es bleibt also

übrig, die Richtigkeit dieser Behauptung für r = 2 und r = 1 zu

beweisen.
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Ist r = 2, liegen also nur zwei von einander unabhängige

Gleichungen

(4) ^,(x, y, z,p, q) = 0, 0,,{x, y, z, p, q) =
vor, sodass es sich um eine Schar von oo^ Flächenelementen handelt,

so müssen, damit die Schar einen Verein darstelle, die beiden Glei-

chungen (4) zusammen mit den Gleichungen:

ex ' dy ' ' cz ' ep ^ ' cq ^ '

^*S 7 I
^*2 7 I

^*8 7 I
f'^-i 1 I

C^i ] A
ji ^'^ + w ^y + x/ '^^ + Tp '^^' + w ^^^ ^ ^

die Gleichung

(1) dz — pdx — qdy =
nach sich ziehen. Da nun die drei letzten Gleichungen linear und

homogen in den Differentialen sind, so ist dies nur so möglich, dass

für aüe Wertsysteme {x, y, z,p, q), die den Gleichungen (4) genügen,

eine Gleichung von der Form besteht:

dz — pdx — qdy = Q d^^ -f- 6 dO^

,

in der q und <? Functionen von x, y, z, p, q bedeuten, vrährend

dx, dy, dz, dp, dq ganz willkürlich sind, q und 6 sind also offenbar

nicht beide gleich Null infolge von (4). Vergleichen wir die Coeffi-

cienten von dp und dq auf beiden Seiten, so kommt

dp ^ ' dp '

cq ^ ' cq

Diese beiden Gleichungen müssen infolge von (4) bestehen. Da aber

Q und 6 infolge von (4) nicht verschwinden, so muss die Functional-

determinante

sein infolge von (4). Dann aber sind die Gleichungen (4) hinsichtlich

p und q abhängig von einander. Die Elimination dieser Grössen aus

(4) giebt also in der That eine Gleichung zwischen x, y, z allein.

Ist endlich r = 1 , liegt also nur eine Gleichung

0(x, y, z, p, q) =
vor, also eine Schar von oo"^ Flächenelementen, so muss wieder eine

Gleichung von der Form

a$,
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dz — pdx — qdy = QÜ^
für alle Wertsysteme (x, y, z, p, q) bestehen, die ^ = erfüllen,

während dx, dy, dz, dp, dq ganz willkürlich sind. Wiederum ist die

Annahme p = infolge von = von vornherein als absurd ab-

/Aiweisen. Da nun links in der letzten Gleichung d}) und dq gar nicht

auftreten, so folgt, dass O frei von ]> und q sein muss.

Wir werden übrigens nachher erkennen, dass die Fälle r = 2

und r = 1 überhaupt keine Elementvereine liefern.

Hiermit ist also bewiesen, dass sich aus den Gleichungen eines

Elementvereins stets mindestens eine Gleichung in x, y, z allein ab-

leiten lässt.

Erster Nchmcu wir nunmehr an, es bestehe für den gesuchten Element-
Hauptfall. ' ^

verein nur eine Gleichung in x, y, z allein:

(x)(x, y, z) = 0.

Bei passender Wahl des Coordinatensystems können wir immer an-

' nehmen, dass diese Gleichung, die ja alle Punkte einer Fläche dar-

stellt, nach z auflösbar sei, also die Form habe:

z — (p(x,y) = 0.

Alsdann sind dx, dy, dz an die Gleichung

(5) dz -— cpxdx — (p,j dy =
gebunden, während die übrigen Gleichungen, welche die Schar der

Flächenelemente definieren, durch totale Differentiation nur solche

Gleichungen in dx, dy, dz, dp, dq geben, aus denen sich dp und dq

nicht eliminieren lassen, dx, dy, dz sind hier also nur an die eine

Gleichung (5) gebunden. Die Bedingung

dz — pdx — qdy =
für die vereinigte Lage, die ja auch von dp und dq frei ist, muss

also für alle Elemente der gesuchten Schar mit (5) übereinstimmen,

d. h. es muss

i^ = 9'x, q = (p.j

sein. Mithin enthält das Gleichungensystem, das den gesuchten Element-

verein darstellt, sicher die drei Gleichungen

(6) z = (p{x,y), p = cp,, q = (py.

Enthielte es nun noch weitere Gleichungen, so würde die Substitution

P == <Px, q = fpy weitere Gleichungen in x, y, z allein liefern, was

nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. Die Gleichungen (6) definieren

Fläche, immer einen Elementverein. Er besteht aus allen oo^ Elementen der

Fläche z = (p{x, y).



§ 1. Vereine von Flächenelementen. 527

Nehmen wir jetzt zweitens an, dass sich aus den Gleichungen des
jf^uptfa'!

gesuchten Elementvereins gerade zwei von einander unabhängige Glei-

chungen in X, y, z allein ableiten lassen. Diese beiden Gleichungen:

cjj {x, y, s) = 0, Gi.^{x, y,z) =
stellen eine Curve dar, und bei passender Wahl des Coordinatensystems

dürfen wir immer annehmen, dass sie nach x und y auflösbar seien:

x = X{z), y=Y{z).

Im gegenwärtigen Falle bestehen zwischen dx, dy, dz nur die beiden

Gleichungen

:

(7) dx == X'dz, dy = Y'dz,

während sich aus den übrigen Gleichungen des Vereins durch totale

Differentiation keine Gleichung ableiten lassen darf, die frei von dp

und dq ist. Die von dp und dq freie Bedingung der vereinigten Lage

dz — pdx — qdy =
kann daher nur dann erfüllt sein, wenn sie für alle Elemente der

Schar aus (7) folgt, d. h. wenn für alle Elemente der Schar

i — x\z)p— r(^)g = o

ist. Die Gleichungen des gesuchten Vereines umfassen daher die drei

Gleichungen:

(8) x = X(z), y=Y(z), 1-X'(z)p-Y\z)q = 0.

Treten keine weiteren Gleichungen hinzu, so ist hiermit ein Verein

von Flächenelementen bestimmt. Er Gesteht aus allen oo^ Flächenelementen curve.

der Curve

x = X{z), y=Y{z).

Treten aber weitere Gleichungen hinzu, so kann es nur noch eine

sein, da durch (8) nur od^ Elemente definiert werden und die Schar

doch aus mindestens oo^ bestehen muss. Diese hinzutretende Gleichung

kann durch die Substitutionen x == X'(z), y = Y'{z) frei von x und y
gemacht werden und hat dann die Form:

(9) co{z,p,q) = 0.

Andererseits dürfen sich aus ihr und der letzten Gleichung (8) die

Grössen p und q nicht eliminieren lassen, da sich sonst entgegen der

Voraussetzung noch eine Gleichung in x, y, z allein ergäbe. Im übrigen

darf (9) beliebig gewählt werden, da die Bedingung der vereinigten

Lage schon infolge von (8) erfüllt ist.

Aus der letzten Gleichung (8) und aus (9) lassen sich ^j und q

als Functionen von z berechnen. Wir werden daher den gefundenen

Verein auch so darstellen können:

(10) x = X(z), y=Y{z), p = P{z), q = Q{z).
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Hier besteht noch die aus der letzten Gleichung (8) folgende Be-

dingung:

(10') 1 - X'{,) P{z) - Y'(z) Q{z) = 0.

Bei beliebiger Wahl von X{z) und Y{z) lässt sie sich immer durch

passende Wahl der Functionen P{z) und Q{b) erfüllen. Wir sehen

hieraus, dass die durch (10) und (10') definierten Flächenelemente einen

Verein bilden, dessen oo^ Elemente längs einer Curve c

x = X{z), y=Y(z)

liegen, sodass jedes einzelne Element zum PunM einen Punld p der Curve

und zur Ebene eine Tangentialebene e der Curve an der betreffenden Stelle

^tr^fen* hat. Einen solchen Verein nennen wir einen Elementstreifen. (Siehe

Fig. 91 a.)

H^u'^tfaii
Schliesslich nehmen wir an, dass sich aus den Gleichungen des

gesuchten Elementvereins drei Gleichungen in x, y, z allein ableiten

lassen. Weitere Fälle sind dann nicht mehr übrig, da diese drei

Gleichungen x, y, z als die Coordinaten eines Punktes

(11) X = a, y = b, z = c

bestimmen werden. Dieser Punkt gehört nun oo^

Elementen an. Offenbar bilden alle oo^ Elemente des

Punktes einen Verein. Er wird durch die drei Glei-

chungen (11) definiert.

Es kann aber auch zu den drei Gleichungen (11)

noch eine Gleichung hinzutreten, die dann offenbar

auf die Form:
cj(p,q) =

gebracht werden kann. Die vier Gleichungen:

(12) X = a, y = b, z = c, G)(p,q) =
^'kegel""" definieren oo^ Elemente durch den Punkt, also einen Elementarlegel,

der ebenfalls eineti Verein darstellt. (Angedeutet durch Fig. 91 b.)

Hiermit sind alle Möglichkeiten erschöpft.

Die Ergebnisse fassen wir zusammen in dem

ErgebDis. Theorem 21: Ein Verein von Flächenelementen im Baume
enthält entweder oo^ oder oo^ Elemente.

Enthält er oo^ Elemente, so besteht er entweder aus allen

Elementen einer Fläche oder aus allen Elementen einer Curve

oder endlich aus allen Elementen eines Punktes.

Fig. 91.
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Enthält er dagegen nur oo^ Elemente, so besteht er aus

allen Elementen eines Streifens längs einer Curve oder aus

allen Elementen eines Elementarkegels.

In der Geometrie der Flächenelemente ordnen sich also die drei

Begriffe: Fläche^ Curve und Punkt dem Begriff: Verein von oo^

Flächenelementen unter und erschöpfen ihn vollständig. Ebenso ordnen

sich die beiden Begriffe: Elementstreifen und Elementarkegel dem

Begriff: Verein von oo^ Flächenelementen unter und erschöpfen ihn

völlig. Hierin liegt ^ dass sich viele Betrachtungen in der Geometrie

der Flächenelemente, die sich z. B. auf Flächen beziehen, unmittelbar

auf den Fall ausdehnen lassen, dass die Flächen sich auf Curven oder

Punkte reducieren. Ebenso werden Betrachtungen über Elementstreifen

häufig auch dann noch gültig bleiben, wenn sich die Streifen auf

Elementarkegel reducieren. Es entspricht dies durchaus der analogen

Erscheinung in der Geometrie der Linienelemente in der Ebene, bei

der die Begriffe: Curve und Punkt in dem höheren Begriff: Verein von

Linienelementen zusammengefasst werden konnten.

Nachdem wir hiermit den Begriff: Elementverein eingeführt und

seinem vollen Umfang nach kennen gelernt haben, können wir nun

das alte Litegrationsproblem einer partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung durch ein allgemeineres Problem ersetzen, das dem Wesen
der Sache besser angepasst ist. Indem wir uns hiermit auf einen

höheren Standpunkt stellen, wird es uns gelingen, Zusammenhänge zu

finden, die früher nicht ans Licht traten, und ausserdem der ganzen

Integrationstheorie eine solche Form zu geben, dass Ausnahmefälle,

die in der Lagränge 'sehen Theorie auftraten und seinen Nachfolgern

Schwierigkeiten bereitet haben, einfach eliminiert werden.

Wir stellen uns das

Problem: Es liege eine beliebige analytische Gleichung inte-

(13) F(x,y,,,p,q) =
in den Coordinaten x, y, z, p, q der Flächenelemente vor, oder, was

auf dasselbe hinauskommt, eine Schar von oo* Flächenelementen sei

durch eine analytische Gleichung bestimmt. Gesucht tverden alle

Elementvereine, deren Elemente der vorgelegten Schar angehören. Jeden

Verein von Elementen, der die Gleichung (13) erfüllt, nennen wir ein

Inteqralqehilde. integrai-

Das Problem giebt zwei einzelne Probleme, nämlich je nachdem

man Elementvereine von nur oo^ oder solche von oo^ Elementen

sucht.

Lie, Geometrie der Berührungstransformationen I 34 [13.11. 1896.]



530 Kap. 12. Die Theorie der part. Diffgln. als Teil der Geometrie der Flächenel.

(fint^^fi-
^^^ Bestimmung aller Elementvereine von oo^ Elementen , die der

«''^',''j'Jj^'"^
gegebenen Schar angehören, lässt sich ohne Mühe allgemein durch-

führen. Wählen wir nämlich irgend einen Verein von oo^ Elementen

aus, dessen Elemente nicht sämtlich der durch (13) definierten Schar

angehören, so wird er durch drei Gleichungen in x, y, z^ p, q definiert

sein. Zusammen mit (13) liegen dann vier Gleichungen vor, d. h. der

ausgewählte Elementverein enthält eine Schar von oo^ Elementen, die

zur Schar der durch (13) definierten oo'^ Elemente gehören. Da alle

oü^ Elemente des gewählten Vereins so beschaffen sind, dass jedes mit

allen benachbarten vereint liegt, so werden umsomehr die gefundenen

cx)^ Elemente einen Verein bilden und zwar einen Verein, der der

Gleichung (13) genügt. In dieser Weise findet man alle Vereine von

oo^ •Elementen, die der Gleichung (13) genügen, denn jeder Verein

von oo^ Elementen ist in solchen von oo^ Elementen enthalten. So

ist z. B. ein Elementstreifen in dem Verein der oc^ Elemente seiner

Punktcurve enthalten. Ein Elementarkegel ferner gehört zu dem

Elementverein, der durch die oo^ Elemente seiner Spitze dargestellt wird.

integrai«eb. jg^ somit dic Bestimmunff der Vereine von oc^ Elementen, die
V, (X* El. O '

der Gleichung F= genügen, sehr einfach, indem sie nur sogenannte

ausführbare analytische Operationen, nämlich Differentiationen und

Eliminationen, verlangt, so bietet dagegen die Bestimmung der Vereine

von oo'^ Elementen, welche die gegebene Gleichung F=0 erfüllen,

ganz andere Schwierigkeiten dar, insofern sie nämlich nur in speciellen

Fällen geleistet werden kann. Sie ist eben ein Integrationsproblem,

das nicht nur ausführbare Operationen verlangt. Wir werden aber

zeigen, dass das jetzige Problem immer dann nur noch Operationen

des Differenzierens und Eliminierens erfordert, sobald oo^ verschiedene

Vereine von je oo^ Flächenelementen hekannt sind, die also alle diejenigen

oü* Elemente enthalten, die der Gleichung F=0 genügen.

Wir nennen eine solche Schar von oo^ verschiedenen Vereinen

von je oo^ Elementen eine vollständige Lösung der Gleichung F= 0.

Wie dieser Begriff eine Verallgemeinerung des Lagrange 'sehen Be-

griffes ist, so ist auch der Nachweis der soeben ausgesprochenen Be-

hauptung eine Verallgemeinerung der Lagrange 'sehen Theorie, die

wir im vorigen Kapitel auseinandersetzten. Es sei ausdrücklich darauf

aufmerksam gemacht, dass eine vollständige Lösung der Gleichung (13)

ihrer Definition nach alle oo* Elemente der Gleichung (13) umfasst.

Jedes Integralgebilde der Gleichung (13) ist daher ein solcher Verein,

dessen sämtliche Elemente der vollständigen Lösung angehören.
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Um nun unsere obige Behauptung zu beweisen, betrachten wir

zunächst den Fall, dass die vorgelegte Gleichung F= von p und q

frei ist und also die Form hat:

Gleichg.

(14) F(X, y, ^) -- 0. frei von
^ • V 7 ^ ' ;

j, und ^

Diese Gleichung stellt im Punktraum (x, y, z) eine Fläche dar. Fasst

man aber den Raum als den Ort seiner oo^ Flächenelemente {x,y,z,p,q)

auf, so stellt die Gleichung i^= alle die oo* Elemente dar, deren

Punkte auf der Fläche liegen. Im gegenwärtigen Falle ist es sehr

leicht, sofort alle Integralgebilde der Gleichung F= zu bestimmen.

Wir brauchen dies nur für die Integralgebilde von oo^ Elementen zu

thun: Besteht ein solches aus allen Elementen einer Fläche, so muss

es offenbar die Fläche F= sein. Es giebt also nur ein Integral-

gebilde, das aus allen Elementen einer Fläche besteht. Wird das

Integralgebilde dagegen von den oo'^ Elementen einer Curve gebildet,

so muss die Curve auf jener Fläche verlaufen. Besteht es schliesslich

aus allen Elementen eines Punktes, so muss der Punkt auf der Fläche

liegen. Die Fläche F= 0, jede Curve und jeder Punkt auf ihr stellen

also die Integralgebilde der vorgelegten partiellen Differentialgleichung

dar. Eine vollständige Lösung besteht hiernach entweder aus solchen

oü^ Vereinen, die von oo^ Curven auf der Fläche definiert werden,

oder aber aus den oo^ Vereinen, die durch die oo- Punkte der Fläche

dargestellt werden. Jedes Integralgebilde von oo''^ Elementen ist nun

sowohl aus einer vollständigen Lösung der ersteren Art als auch aus

einer solchen der letzteren Art durch Umhüllung, also analytisch aus-

gesprochen, durch die Operationen des Differenzierens und Eliminierens

ableitbar. In der That folgt dies im ersteren Falle sofort daraus, dass,

nachdem oo^ Curven auf der Fläche ausgewählt sind, jede andere Curve

der Fläche gewisse oo^ dieser ausgewählten Curven umhüllt und durch

jeden Punkt der Fläche ebenfalls oo^ Curven dieser ausgewählten Schar

hindurchgehen. Die Fläche selbst, die ein singuläres Integralgebilde

vorstellt, hat solche od^ Elemente, die sämtlich den Elementen der

ausgewählten oo^ Curven angehören. Wenn zweitens die oo^ Vereine,

die von den oo^ Punkten der Fläche definiert werden, als vollständige

Lösung benutzt werden sollen, so ist jede Curve auf der Fläche der

Ort von oo^ dieser Punkte und die Fläche selbst der Ort aller cc'^

Punkte.

Betrachten wir irgend zwei der besprochenen Integralgebilde, die

oü^ Elemente gemein haben, indem wir dabei von dem singulären

Integralgebilde, der Fläche selbst, absehen. Sie werden entweder

durch zwei einander berührende Flächencurven dargestellt. Dann sind

34*
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die gemeinsamen Elemente die eines Büschels, dessen Axe ein Linien-

element auf der Fläche ist. Oder aber sie werden durch einen Punkt

und eine Curve durch ihn auf der Fläche gegeben. Auch dann haben

sie ein solches Büschel von Flächenelementen gemein. Zwei Integral-

gebilde von je oü^ Elementen also, die oo^ Elemente gemein hahen, haben

die Elemente eines Büschels gemein, dessen Axe ein Linienelement der

Fläche ist. Insgesamt giebt es oo^ solche Büschel.

Noch heben wir hervor: Wenn überhaupt eine partielle Diflerential-

gleichung

F{x, y, z, p, q) =
von solchen oo'^ Vereinen befriedigt wird, die aus allen Elementen von

oü^ Punkten bestehen, so werden diese Punkte eine Fläche

f{x, y,z) =
bilden, und alle cx>* Elemente, deren Punkte {x, y, z) auf der Fläche

liegen, gehören dann zai denen der Gleichung F= 0. Die Gleichungen

f= und F == müssen daher mit einander identisch sein, d. h. die

vorgelegte partielle Differentialgleichung ist frei von p und q.

Ehe wir den allgemeinen Fall behandeln, wollen wir jetzt zweitens

den besonderen Fall ins Auge fassen, dass die vorgelegte partielle

Gieichg. Differentialgleichung zwar nicht frei von den beiden Grössen p und q,

^p^n.q^ aber doch nur linear in p und g ist:

(15) X{x, y,z)p+ Y(x, y,z)q- Z{x, y, z) = 0.

Die oo'^ Elemente, die sie definiert, haben eine besondere Lage:

Nämlich diejenigen oo^ dieser Elemente, die einen beliebig gewählten

Punkt {x, y, z) gemein haben, bilden ein BüscJiel, da die Gleichung

(15) linear in p und q ist. Die Axe des Büschels, deren Richtung

dx : dy : dz sei, liegt in den Ebenen

{i
— x)p-{-{t)—y)q — {i

— z) =
aller dieser oo^ Elemente (x, y, z, p, q), für sie ist also

dx • p -\- dy ' q — dz =^ 0,

sodass aus (15) folgt:

/^p\ dx dy dz

Die Gleichungen aber stellen ein System von zwei simultanen gewöhn-

lichen Differentialgleichungen in x, y, z dar, und ihnen genügen oc-

Curven
u(x, y, z) = Const., v{x, y, z) == Const.

(Vgl. § 1 des 11. Kap., S. 485, 486.) Im vorliegenden Falle sind die
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oü'' Elemente der Differentialgleichung (15) diejenigen, die längs der

oo^ Curven gelegen sind. Jede Integralcurve des Systems (16) ist also

für unsere Auffassung ein Integralgebilde der Gleichung (15), und alle

oü^ Integralcurven stellen eine vollständige Lösung der Gleichung (15)

dar. Greifen wir oo^ dieser oo^ Integralcurven heraus, betrachten wir

also oo^ Integralgebilde von (15), die in der vollständigen Lösung

enthalten sind, so erzeugen sie eine Fläche. Diese Fläche hat mit

jedem der oc^ Integralgebilde einen Elementstreifen gemein, und alle

oü^ Elemente der Fläche erfüllen die Gleichung (15). Die Fläche stellt

demnach ein Integralgebilde dar. Wir wissen, dass umgekehrt jede

Integralfläche von oo^ Integralcurven des Systems (16) erzeugt wird

(S. 487).

Wir können auch oc^ Flächen, deren jede oo^ der Integralcurven

des Systems (16) enthält, und die insgesamt alle oo^ Integralcurven

dieses Systems enthalten, als die Integralgebilde einer vollständigen

Lösung benutzen. Wenn irgend zwei der ausgewählten oc^ Integral-

flächen einen Punkt gemein haben, so haben sie auch diejenige Integral-

curve des Systems (16) gemein, die durch den Punkt geht. Hieraus

folgt, dass irgend oc^ der Integralflächen, die in der vollständigen

Lösung enthalten sind, stets eine Integralfläche umhüllen oder aber

alle durch eine Integralcurve des Systems (16) gehen. Im letzteren

Falle liefern sie ein Integralgebilde, das avis allen Flächenelementen

einer Curve besteht. Auch ist klar, dass jede Integralfläche, da sie

oo^ jener oo^ Curven enthält, in der angegebenen Weise als Um-
hüllende ableitbar ist, wenn wir von singulären absehen.

Wir fügen noch hinzu: Wenn eine partielle Differentialgleichung

F(x, y, z, p, q) =
eine solche vollständige Lösung hat, deren oo^ Integralgebilde durch

oo^ Curven dargestellt werden, so sind zwei Fälle denkbar: Entweder

liegen die oc^ Curven sämtlich in einer Fläche. Dann stellt jeder

Punkt der Fläche, da durch ihn oc^ der Curven gehen, ein Integral-

gebilde dar, d. h. die vorgelegte Gleichung ist nach dem Obigen

(S. 532) frei von p und q. Oder aber die oc^ Curven sind über den

ganzen Raum verteilt, sodass durch jeden Punkt {x, y, z) eine geht,

die dort ein bestimmtes Linienelement hat. Diejenigen oo* der oo^

Linienelemente von JP= 0, die einen Punkt (x, y, z) gemein haben,

bilden daher ein Büschel, d. h. F=Q ist linear in p, q oder lässt

sich jedenfalls auf eine in p, q lineare Form bringen.

Endlich kehren wir zum allgemeinen Fall zurück: Wir nehmen AUg. i^aii.

an, die vorgelegte Gleichung
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(17) F{x,y,0,p,q) = O

sei weder frei von p, q noch linear in j), q, und setzen voraus, dass

uns eine vollständige Lösung der Gleichung bekannt sei. Die voll-

ständige Lösung besteht dann aus oc^ Vereinen, die durch oo^ Flächen

dargestellt werden, denn sonst kämen wir zu den ausgeschlossenen

Fällen zurück. Die oc^ Elemente der bekannten oo^ Flächen umfassen

alle Flächenelemente der Gleichung (17). Soll nun ein Verein von oo^

Elementen die Gleichung (17) erfüllen, so ist er entweder eine Fläche

oder eine Curve oder ein Punkt. Alle seine oc^ Elemente müssen

dabei zu den Elementen der vollständigen Lösung gehören. Dabei

sind zwei Fälle denkbar:

Erstens: Das Integralgebilde von oo^ Elementen hat mit nur oo^

der Flächen der vollständigen Lösung Elemente gemein und also mit

jeder von diesen gerade oo^ Alsdann hat es mit jeder dieser oo^

Flächen einen Elementstreifen gemein und ist daher eine Fläche oder

eine Curve. Ist das Integralgebilde eine Fläche, so muss es jene oc^

Flächen längs der oo^ Curven der Elementstreifen umhüllen. Ist es

eine Curve, so muss diese Curve jenen oc^
^
Flächen gemein sein.

Greifen wir umgekehrt nach einem beliebigen analytischen Gesetz aus

den oc^ bekannten Flächen oo^ heraus, so haben sie entweder eine

umhüllende Fläche oder gehen sämtlich durch eine Curve. Letzterer

Fall kann höchstens oo^ mal vorkommen, nach S. 533. Es erhellt,

dass die umhüllende Fläche bez. die gemeinsame Curve einen Verein

darstellt, der die Gleichung (17) erfüllt. Im Fall der gemeinsamen

Curve kann allerdings die Annahme vorkommen, dass die oo^ Flächen

einander sämtlich längs der Curve berühren. Dann giebt sie kein

Integralgebilde von oo^ Elementen, sondern nur einen Elementstreifen,

der dann notwendig ein charakteristischer Streifen ist.

Zweitens: Es ist denkbar, dass das gesuchte Integralgebilde von

oo^ Elementen mit jeder der oc^ bekannten Flächen Elemente gemein

hat, also mit jeder ein Element (oder eine discrete Anzahl von Ele-

menten). Haben die oo^ Flächen eine gemeinsame, punktweis be-

rührende Umhüllende, so ist diese Umhüllende der gesuchte Verein.

Insbesondere kann sich die Umhüllende auf eine Curve oder einen

Punkt reducieren. Dies sind singulare Integralgebilde.

Es ist klar, dass sich die hier für den allgemeinen Fall angestellten

Erörterungen nicht sehr wesentlich von der Lagrange-Monge'schen

Theorie, § 2 des 11. Kap., S. 493, unterscheiden.

Hiermit ist die oben aufgestellte Behauptung bewiesen, und wir

können folglich das Theorem aufstellen:



§ 2. Abbildung der charakterist. Streifen als Linienelemente in der Ebene. 535

Theorem 22: Sind oo* Flächenelemente {x, y, z, p, q) im Ergebnis.

Baume (x, y, z) durch eine Gleichung

F(x, y, s, p, q) =
definiert und ist eine vollständige Lösung dieser Gleichung,

d. h. eine solche Schar von oo^ Vereinen von je cx)'^ Elementen

bekannt, die alle Elemente der Gleichung F=0 umfasst, so

lässt sich jedes Integralgebilde der Gleichung durch die Opera-

tionen des DifYerenzierens und Eliminierens aus der voll-

ständigen Lösung ableiten.

§ 2. Die charakteristisclien Streifen und ihre Abbildung als Linien-

elemente in der Ebene.

Wir betrachten jetzt die Ableitung aller Integralgebilde aus einer

vollständigen Lösung etwas näher. Dabei wollen wir uns zunächst auf

solche partielle Diiferentialgleichungen

(17) Fix,y,z,p,q) =
beschränken, die nicht frei von p und q sind und auch nicht auf eine

in p, q lineare Form gebracht werden können. Trotz dieser vor-

läufigen Beschränkung aber werden wir die Ergebnisse unserer Be-

trachtungen durch Einführung zweckmässiger Begriffe in solcher Weise

ausdrücken, dass ihre Formulierung auch in den ausgeschlossenen

Fällen gültig bleibt.

Nehmen wir wieder an, die vorgelegte partielle Differential-

gleichung (17) besitze eine vollständige Lösung, d. h. eine Schar von

oü^ Integralgebilden von je oo^ Elementen, sodass diese Schar alle die-

jenigen oo'^ Elemente umfasst, die der Gleichung (17) genüge leisten.

Nach den Erörterungen des vorigen Paragraphen, S. 534, sind diese

Integralgebilde oo^ Flüchen, da wir die linearen und die von p, q

freien Gleichungen ausgeschlossen haben. Wir schreiben die Flächen

der vollständigen Lösung in der Form:

(18) 0(,r,y,z,a,b) = O.

Nach Lagrange's Theorie setzen wir, um oo^ Integralgebilde ^fLß'^?^'^«'*"^

(18) herauszugreifen, eine beliebige Relation zwischen a und h an:

03 (a, h) ==

und eliminieren a, b und , aus den vier Gleichungen:
' da ö

i0{x,y,z,a,b) = O, G}(a,b) = 0,

\^"/
I

r <t> _. r ^ db ,. cco ^^ dm db ,.

l oa ~^ cb du ' da ' cb da
~~

'
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Nach § 2 des vorigen Kapitels erhalten wir dadurch eine allgemeine

Integralfläche der partiellen Differentialgleichung (17), unter Umständen

(vgl. § 1, S. 534) nur eine Curve als Integralgebilde von (17). Zu
jeder vorgelegten Relation cj {a, 6) == gehört somit eine bestimmte Integral-

fläche (allgemeiner: Integralgebilde) von (17).

Wir deuten nun die Parameter a und b als Punktcoordinaten in

Abbild
^***^^ {ab)-Ebene. Da zu jedem Wertepaar a, b eine bestimmte Integral-

Lör°^ais
flä^^6 ^^^s ^^^' vollständigen Lösung (18) gehört, so bilden wir also

fabvm^neJ^^^^ 6?er oc^ Integralflächen (18) als einen Punkt in der Ebene ab. Eine

Relation G}{a,b)==0 giebt in der Ebene eine Curve. Ihre Punkte

sind die Bilder von oo^ unter den oo^ Flächen (18). Da diese Relation

(o(a, &) == eine allgemeine Integralfläche liefert, eben die, die aus

(19) durch Elimination von a, b, -j- hervorgeht, so können wir sagen,

Curve i. d.

Ebene.
dass jede Curve in der {ab) -Ebene das Bild einer allgemeinen Integral-

fläche ist. Während also im Räume eine allgemeine Integralfläche als

Umhüllende von oo^ Integralflächen der vollständigen Lösung auftritt,

ist ihr Bild in der Ebene der Ort der oc^ Bildpunkte der ausgewählten

oo^ Flächen.

Jede Curve in der (fl^&) -Ebene stellt hiernach eine bestimmte

Integralfläche der partiellen Differentialgleichung (17) dar, und anderer-

seits wird jede Integralfläche der allgemeinen Lösung durch eine solche

Curve dargestellt.

Berührende Ziehen wir in der («&) -Ebene zwei Curven, die einander im
Curven i. d. ^ ^

.

'
.

Ebene. Punkte («0, &o) berühren, so entsprechen ihnen zwei Integralflächen,

und wir behaupten, dass diese beiden Flächen einander längs einer

Curve, nämlich längs einer Charakteristik, berühren. In der That^

wenn die beiden Curven

G)^{a,b) = 0, (ö^{a,b) =
einander im Punkte {cLq, b^) berühren, so hat j- für beide Curven im

Punkte (a^, &o) den gleichen Wert, den wir mit Cq bezeichnen wollen.

Nach (19) wird nun die zur Curve (Oj = bez. ojg = gehörige

allgemeine Integralfläche durch Elimination von a, b aus den drei

Gleichungen

(0(x,y, 0,a,b) = 0, ai{a,b) == 0,

[ dh Ca

bez. aus den drei (ileichungen
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[ dl €a

gewonnen. Da nun a = a^ und h = 1)^^ die Gleichung co^ = sowie

die Gleichung «2 = erfüllen und da

db da
da dco^

Tb

für a = «0, h = hQ denselben Wert wie

db da

da doa^w
hat, nämlich den Wert c^, so folgt, dass beide Flächen die Curve ent-

halten, die durch die beiden Gleichungen

(22) ^(x,y,,,a„\) = 0, |^ + |-^ c« =

dargestellt wird. Nun aber liegt diese Curve auf der Integralfläche

(23) 0{x,y,^,a„\) = O

der vollständigen Lösung (18). Diese Integralfläche gehört, da ihre

Parameter «„, b^ die Relation Wj = erfüllen, zu den oo^ "Integral-

flachen der vollständigen Lösung, deren Umhüllende die durch (20)

dargestellte Fläche ist. Die Fläche (20) berührt demnach die Integral-

fläche (23) längs der Curve (22), und folglich ist diese Curve eine

Charakteristik (vgl. § 3 des 11. Kap., S. 499). Ebenso berührt die

Fläche (21) die Fläche (23) längs dieser Charakteristik.

Also sehen wir in der That: Zwei solchen Curven:

«^(a, h) = 0, (o^ia, b) =
in der (ab)- Ebene, die einander in einem Punkte (rt^,, ?>„) berühren,

wobei y-' = c„ sei, entsprechen im Baume zwei allgemeine Integral-

flächen, die einander längs der CharakteristiJc

(22) 0{x,y,z,a„b,) = O, |^« + ||^- c, =

berühren. Die beiden Integralflächen haben also einen Elementsireifen

gemein, und zwar besteht dieser Elementstreifen aus oo^ Flächen-

elementen längs einer Charakteristik. Er ist vollständig bestimmt,

sobald die betreffende Charakteristik (22) vorliegt, denn seine Elemente

sind die oü^ Flächenelemente der Fläche
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längs dieser Charakteristik. Wir nennen diesen Elementstreifen einen

charakteristischen Streifen.

Nach (22) ist dieser charakteristische Streifen völlig bestimmt

durch Angabe der Werte üq, b^, Cq. Daher giebt es höchstens oc^

charakteristische Streifen. Andererseits haben wir gesehen (vgl. Satz 1,

§ 3 des 11. Kap., S. 500), dass die nicht lineare partielle Differential-

gleichung (17) gerade oo^ charakteristische Curven (22) hat. Daher:

Satz 1: Eine nicht lineare partielle Differentialgleichung erster Ord-

nung im Baume (x, y, z) hat gerade oo^ charakteristische Streifen.

Da die oo* Flächenelemente der partiellen Differentialgleichung

(17) den oo^ Flächen der vollständigen Lösung ^ = angehören, so

folgt, dass durch jedes der oo* Elemente der Differentialgleichung im

allgemeinen ein charakteristischer Streifen hindurchgeht, und zwar nur

einer, wenn wir uns auf einen passenden Bereich beschränken, wie wir

es immer stillschweigend thun.

Wir sehen aber noch mehr: Wird eine Curve

«(«,&) =
in der («&)-Ebene vorgelegt, so entspricht ihr, wie wir wissen, eine

allgemeine Integralfläche. Wenn wir nun unter a^, \, Cq irgend drei

solche Constanten verstehen, die den beiden Gleichungen

(24) "("„,i„) = 0, »|«+»|»-., =
genügen, so gehört zu der betrachteten Integralfläche derjenige charak-

teristische Streifen, der durch die Charakteristik (22) gegeben wird.

Da es nun oo^ Wertsysteme a^, h^, Cq giebt, die (24) erfüllen, so folgt,

dass die betrachtete Integralfläche, aufgefasst als Elementverein, cx/^

charakteristische Streifen enthält,

erzeu'^t'v
'^^^^ allgemeine Integralfläche der partiellen Differentialgleichung (17)

Streife"'
^^''^^^ somit, aufgefüsst als Elementverein, von oc^ charakteristischen Streifen

erzeugt.

Ein Wertsystem a, h, c bestimmt in der (a6)-Ebene einen Punkt

(a, h) und eine hindurchgehende Gerade von der Richtung ^
' = c,

also ein Linienelement. Da dies Wertsystem im Räume einen charak-

»["b'uJ" teristischen Streifen bestimmt, so können wir sagen: Jeder charakteri-

"^^tlite^l' s^^che Streifen bildet sich in der (ab)-Ebene als ein Linienelement ab.

Wählt man in der (a?;) -Ebene eine Schar von oc^ Linienelementen

{a/b, , j, die zu einer Curve



§ 2. Abbildung der charaktcrist. Streifeu als Linicnelemente in der Ebene. 539

05 {a, b) =
gehören, so entsprechen ihnen im Räume <x^ charakteristische Streifen.

Sie liegen sämtlich auf der durch die Gleichung « = nach (19)

definierten allgemeinen Integralfläche. Insbesondere entsprechen also

zwei unendlich benachbarten unter diesen Linienelementen zwei unend-

lich benachbarte charakteristische Streifen auf der Integralfläche. Da

die Integralfläche selbst, aufgefasst als Ort ihrer oo^ Flächenelemente,

einen Verein darstellt (nach § 1, S. 526), so folgt, dass die beiden

Streifen so liegen, dass sie erstens einander unendlich henachhart sind^''''J^^^^^^

und zweitens jedes Element des einen mit den unendlich henachbarten ^''^ifen.

Elementen des andern vereinigt liegt.

Wir. gingen hierbei von zwei unendlich benachbarten Linien-

elementen einer Curve aus. Wir wissen, dass zwei solche Linien-

elemente {a, h, c) und (a -\- da, h -\- dh, c -j- cd) vereinigt liegen und^^-en^'iem.

also die Bedingung
dh — cda ==

erfüllen, und dass umgekehrt diese Bedingung der vereinigten Lage

hinreicht, damit die beiden Linienelemente benachbarte Elemente einer

Curve oder eines Punktes seien. Auf letzteren Fall kommen wir sogleich

ausführlich zu sprechen. Wir wollen nur vorher den Satz formulieren:

Satz 2: Ist Ergebnis.

0{x,y,z,a,h) = O

eine vollständige Lösung der nicht linearen partiellen Differentialgleichung

erster Ordnung
F{x,y,ß,p,q) =

im Räume {x,y, z) und bildet man den längs der CharaliteristiJc

{x, y, 0, a, b) = 0, O« + Oj^c =
gelegenen lharakteristischen Streifeu als dasjenige Linienelement («, b, c)

einer (ab)-Ebene ab, dessen Punkt die Coordinaten a, b und dessen Gerade

die durch ,-- = c bestimmte Richtung hat, so entsprechen zwei vereinigten

Linienelementen der (ab)-Ebene stets zwei solche unendlich benachbarte

charakteristische Streifen, von denen jedes Element des einen Streifens

mit den unendlich benachbarten Elementen des anderen Streifens vereinigt

liegt. Jede allgemeine Integralfläche wird von oo^ charakteristischen Streifen

erzeugt, die sich als die Linienelemente einer Curve in der (ab) -Ebene

abbilden. Umgekehrt gehören zu den oc^ Linienelementen eines beliebigen

Elementvereins in der Ebene solche oc^ charakteristische Streifen, die ein

allgemeines Integralgebildc erzeugen.
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In der (a&)-Ebene giebt es, wie gesagt, ausser den Ciirven

noch andere Vereine, nämlich die Punkte der Ebene. Betrachten wir

fc daher einen bestimmten Punkt («q, &o) in der Ebene. Ein Linien-

element {a, b, c) gehört dem Punkte an, wenn a = a^, & = &o
'^^^j

während c beliebig gewählt werden kann. Jedem Linienelement (a^, b^, c)

entspricht ein charakteristischer Streifen, nämlich der längs der Charak-

teristik:

(25) 0{x,y,z,a„b,) = O, |^ + ||^ c = 0.

Dieser charakteristische Streifen besteht also aus oo^ Flächenelementen

der Fläche

(26) 0(x,y,0,a„b,) = O.

Betrachten wir alle oo^ Linienelemente (a^, b^, c) durch den Punkt

(a, b), d. h. erteilen wir c alle möglichen Werte, so stellen die Glei-

chungen (25) oc^ Charakteristiken dar, nämlich die oc^ Charakteristiken

auf der Fläche (26). Den oo^ Linienelementen entsprechen daher die

oü^ charakteristischen Streifen, die auf der Fläche (26) liegen. Diese

Fläche gehört zu den Integralflächen der vollständigen Lösung (18).

Mithin können wir zum Satz 2 noch hinzufügen:

.

^^^t gat2 3: Bei der in Satz 2 angegebenen Abbildung entspricht jedem

Elementverein in der (ah) -Ebene ein Integralgcbilde der partiellen Biffe-

rentialgleichmig. Insbesondere entsprechen den Pimhfen der Ebene die

oo^ Integralflächen der vollständigen Lösung = 0.

Die im Vorhergehenden besprochene Abbildung lässt sich nun

auch auf den Fall ausdehnen, dass die vorgelegte partielle Differential-

^iMffgr gleichung linear in p, q ist, also die Form hat:

(27) X{x, y, z)p + Y{x, y,z)q- Z{x, y, z) = 0.

Wir wissen ja, dass, wenn u [x, y, z) und v (x, y, z) zwei von einander

unabhängige Integrale des zugehörigen Systems

/,)rj,\ äx dy dz

sind, alsdann jede Integralfläche durch eine Gleichung

(28) f(u, v) =
dargestellt wird (vgl. § 1 des 11. Kap., S. 488). Je zwei Integralflächen

(Integralgebilde von oo^ Elementen), die oo^ Elemente gemein haben,

haben dabei einen Elementstreifen gemein, dessen Punktort eine Curve

u = Const. , V = Const.
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ist. Durch jede Curve n = Const., v = Const. gehen offenbar unend-

lich viele Integralflächen. Diese oo^ Curven sind somit im vorliegenden

Falle die charakteristischen Curven. (Vgl- § 3 des 11. Kap., S. 503.)

Eine litieare partielle Differentialgleichung hat also nur oo^ CharaJcteri-

stiJcen, nämlich die od^ Infegrahurven des äquivalenten Systems von ge-

iv'öhnlichen Differentialgleichungen (27 ').

Dennoch aber hat die lineare Differentialgleichung (27), wie wir

sogleich sehen werden, oo^ verschiedene charakteristische Streifen. Als

einen charakteristischen Streifen werden wir nämlich auch hier den

Elementstreifen bezeichnen, den zwei Integi-algebilde von je oo"^ Ele-

menten gemein haben, sobald sie überhaupt oo^ Elemente gemeinsam

besitzen. Sind diese Integralgebilde zwei Flächen, also von je oo^ Curven

(29) u {x, y, s) = Const., v {x, y, z) = Const.

erzeugt, so müssen sie einander längs eine Curve

(30) u = a, v = h

berühren. Wir erhalten daher den Streifen, wenn wir auf einer durch

diese Curve (30) gehenden Fläcjie (28) die Elemente (x, y, z, p, q)

längs der Curve (30) bestimmen. Die Curve (30) liegt auf der

Fläche (28), wenn
f(a, b) =

ist. Die bezeichneten Elemente (x, y, z, p, q) werden daher bestimmt

durch die Gleichungen (30) und

P_ — 3^ — —

i

Ix ly Iz

Es ist aber f^ = f^u^ -j- f^v^c u. s. w. und fu längs der Curve (30)

gleich fa und ebenso /"» gleich fi,. Ferner sehen wir, dass die der

Curve u = a, v = b unendlich benachbarte Charakteristik

u = a -\- da, V = b -\- dh

auf der Fläche (28) erhalten wird, wenn wir da und dh der Bedingung

fada -j- födh =
unterwerfen. Wie im allgemeinen Falle sei ^~ mit c bezeichnet, sodass

fa = — cf,, ist. Die Elemente (x, y, s, p, q) eines charakteristischen

Streifens genügen somit den vier Gleichungen:

[
u == a, V = h,

(31) \_^ g _ -1
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char. Diese Gleichungen enthalten drei wesentliche Constanten a, h, c. Eine
streifen ....
d. lin. p. lineare Differentialgleichung (27) liat demnach ebenfalls od^ verschiedene

charaMeristische Streifen. Der Unterschied gegenüber dem allgemeinen

Fall liegt darin, dass jetzt jede charakteristische Curve u = a, v ==^ h

zu oo^ charakteristischen Streifen gehört.

Wir haben vorhin nur den Fall ins Auge gefasst, dass die beiden

Integralgebilde, die einen Streifen gemein haben, Flächen sind. Aber

auch wenn das eine eine Curve ist, so kommen wir genau zu denselben

charakteristischen Streifen, denn eine solche: u = a, v = h hat mit

einer Integralfläche (28) nur dann oo^ Elemente gemein, wenn sie auf

der Integralfläche verläuft.

Indem wir nun die in (31) auftretenden Constanten «, h als Punkt-

coordinaten in einer (aZ>)-Ebene deuten, sodass ^ =^ ^ ^^^ Richtungen

in der Ebene bestimmt, so entspricht jedem charakteristischen Streifen

(31) in der Ebene ein Linienelement \a, h, , ='^)-* '^edes Integral-

gebilde, sei es eine Integralfläche (28) oder eine Curve (30), enthält

oc^ charakteristische Streifen (31), und je zwei unendlich benachbarte

dieser Streifen liegen wiederum, wie im allgemeinen Falle, so, dass

jedes Element des einen mit den unendlich benachbarten des anderen

Streifens vereinigt liegt. Andererseits haben zwei charakteristische

Streifen (a, h, c) und (a -\- da, h -j- db, c -f- de) diese Eigenschaft,

wenn sie auf einer Integralfläche

f{u,v) =
liegen, d. h., wenn mit

fi<h ?>) = <^

au eil

f(a -f da, h -}-db) =
fa

ist, woraus, da r = — -; war, sofort folgt:

db — cda = 0.

Dies ist aber die Bedingung der vereinigten Lage zweier Linienelemente

(a, h, c), (a -|- da, b -[- db, c -}- d^) in der («&)- Ebene.

Daraus folgt, dass sich jedes Integralgebilde von oo^ Elementen

auch im Falle der linearen Difi"erentialgleichung als ein Elementverein

in der («&)- Ebene abbildet. Insbesondere entsprechen einem Punkte

(a, b) der Ebene, aufgefasst als Verein von Linienelementen, alle oo^

charakteristische Streifen längs einer charakteristischen Curve

w = a, V = b,

d. h. ein Integralgebilde, das aus allen oo^ Elementen einer charakte-

ristischen Curve besteht.
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Auch auf die von p und q freien partiellen Differentialgleichungen »iffgi- frei

lassen sich unsere allgemeinen Ergebnisse ausdehnen. Wie wir im

vorigen Paragraphen (S. 531) sahen, werden ihre Integralgebilde, die

oo''* Elemente enthalten, von den Curven (insbesondere Punkten) der

Fläche F=0 dargestellt. Wir erkannten dort auch, dass zwei solche

Integralgebilde, sobald sie oo^ Elemente gemein haben, alle Elemente

eines Büschels gemein haben, dessen Axe ein Linienelement der Fläche

F= ist. Diese oo^ Büschel werden wir daher hier als die charakte-

ristischen Streifen bezeichnen. Dass sich Elementstreifen auf Elementar-

kegel und also insbesondere auf Büschel reducieren können, bemerkten

wir ia schon in 8 1, Theorem 21, S. 529. Wir sehen somit, dass
•' ^ '

' ' Char.

auch jede von p und q freie partielle Differentialgleichung erster Ord- streifen:

nung oo^ verschiedene charakteristische Streifen {ElementhüscheT) hat. Elementen.

Im gegenwärtigen Falle können wir die besprochene Abbildung

sofort herstellen: Wenn nämlich a, h Gaussische Coordinaten auf der

Fläche F=0 bedeuten, so werden a, h und —-= c ein Linien-
' ' da

element auf der Fläche und damit einen charakteristischen Streifen

definieren. Zwei Linienelemente (a, ft, c) und (a -f- da, h -j- dh, c -j- de)

auf der Fläche liegen vereinigt, wenn

dh — cda =
ist (vgl. die einleitenden Bemerkungen in § 1 des 5. Kap., S. 134).

oü^ der besprochenen Büschel definieren ein Integralgebilde dann und

nur dann, wenn ihre Axen (Linienelemente) einen Verein bilden.

Deuten wir a, h als Punktcoordinaten in einer (a6)-Ebene, so ist also

hier die fragliche Abbildung klar, wie nicht weiter ausgeführt zu

werden braucht.

Es hat sich somit als Verallgemeinerung der Sätze 2 und 3

ergeben:

Satz 4: Jede partielle Differentialgleichung erster Ordnung ,^''11'',''''

F{x, y, z, p,q) =
im Räume {x, y, z) hat oo^ charakteristische Streifen. Wählt man die

Parameter a, b, c dieser Streifen in passender Weise und deutet a, h

als Punktcoordinaten in einer (ah) -Ebene, tvährend c= , die Richtungen

in dieser Ebene definiert, so wird jeder charakteristische Streifen als ein

Linienelement in der (ab) -Ebene abgebildet. Je zwei rereinigten Linien-

elemcnten der (ab) -Ebene entspn'eehen dcd)ei zivei solche unendlich bc-

für

Diffgl.
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nachharte charakteristische Streifen, von denen jedes Fläelienelement des

einen, mit den unendlich benachbarten Flächenelementen des anderen ver-

einigt liegt. Jedes {nicht singulare) Integralgebilde, das ein Verein von

oc^ Flächenelementen ist, wird von cxd^ solchen charakteristischen Streifen

erzeugt, die sich als die Linienelemente eines Elementvereins in der {ab)-

Ebene abbilden. Umgekehrt eyitsprechen den Linienelementen eines Vereins

in der (ab) -Ebene solche oo^ charakteristische Streifen, die ein Integral-

gebilde von oo^ Flächenelementen erzeugen.

Wir stellen die einander bei der Abbildung entsprechenden Gebilde

tabellarisch zusammen:

(a 6)-Ebene.
|

Raum {x, y, z).

1) Die oo^ Linienelemente der Ebene. 1) Die oo" charakteristischen Streifen

I der partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung
F{x, y, z, p, q) = 0.

2) Zwei unendlich benachbarte cha-

rakteristische Streifen, von denen jedes

Flächenelement des einen mit den un-

endlich benachbarten Elementen des an-

i deren vereinigt liegt.

3) Verein von Linienelementen.
|

3) Integralgebilde von cx)*Elementen.

Im Vorhergehenden haben wir eine Abbildung der oo^ charakte-

ristischen Streifen einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

(32) F(x, y, z, p,q) =
dadurch hergestellt, dass wir die Parameter a,b, c der charakteristischen

Streifen als die Coordinaten der Linienelemente einer (a 6) -Ebene

deuteten.

Abb^d"*
Wir können nun eine ztveite Abbildung, die ganz analoge Eigen-

schaften wie die gefundene hat, auf geometrischem Wege herstellen.

Es sei dabei zunächst wieder vorausgesetzt, dass die vorgelegte Diffe-

rentialgleichung (32) weder linear in ^, g noch frei von p, q sei.

Es stelle

(33) ^(x,y,z,a,b) =
wiederum eine Schar von oo^ Integralflächen dar, die also eine voll-

ständige Lösung bilden.

Schnittern- Nunmehr schneiden wir den ganzen Baum durch eine allgemein,

aber bestimmt gewählte Ebene. Jede Integralfläche wird von der Ebene

in einer Curve, ev. nur in einem Punkt, geschnitten. Allgemeiner:

Jedes Integralgebilde von cx)^ Elementen hat mit der Ebene eine Curve

oder nur einen Punkt gemein.
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Wählen wir in der Ebene, in der j, t) gewöhnliche Punktcoordi-

naten bedeuten mögen, eine beliebige Curve:

die nicht zufälligerweise eine Charakteristik ist, so liegt diese Curve

auf einer bestimmten Integralfläche (oder doch nur auf einer discreten

Anzahl von Integralflächen), wie wir in § 3 des 11. Kap., S. 502, ge-

sehen haben. Wir construierten sie dadurch, dass wir diejenigen oc^

Integralflächen der vollständigen Lösung (33) auswählten, welche die

vorgelegte Curve berühren. Diese oc^ Flächen werden von der frag-

lichen Integralfläche umhüllt. Die oo^ Flächen schneiden die gewählte

Ebene in oo^ Curven, und diese Curven werden von der Curve

^a-;tj) = o
umhüllt.

Wenn wir jetzt die ScJmitfciirve der gewäJdten Ehcne mit einer bim einer

Integralßäche als das Bild der Integralfläche bezeichnen, so werden die
^"*'^*^''*'*'

oü^ Integralflächen der vollständigen Lösung (33) zu Bildern oü'^ Curven

in der Ebene haben. Unter diesen Curven sind c%j^ enthalten, die von

der beliebig gewählten Curve

tih ^) = (^

umhüllt werden. Diese oo^ Curven sind die Bildcurven derjenigen oo'

Integralflächen der vollständigen Lösung (33), deren Umhüllende gerade

die Integralfläche ist, die durch die gewählte Curve i(; = hindurch-

geht und also diese Curve zur Bildcurve hat.

Bei der jetzigen Abbildung werden somit die oo^ Integralflächen

der vollständigen Lösung (33) als gewisse oo^ Curven in der Schnitt-

ebene abgebildet, während eine beliebige Integralfläche als die Um
hüllende von beliebigen oo^ dieser oo^ Curven abgebildet wird.

Betrachten wir zwei einander längs einer Curve, also nach § 3 des

11. Kap., Satz 3, S. 503, längs einer Charakteristik berührende allgemeine

Integralflächen. Sie iiaben längs der Charakteristik einen charakte-

ristischen Streifen gemein. Die Schnittebene trifft die beiden Flächen

in zwei Curven, die einander berühren, also ein Linienelement gemein

haben, und zwar liegt dies Linienelement off'enbar in demjenigen

Flächenelement des charakteristischen Streifens, dessen Punkt in der

Schnittebene liegt. Wir können daher sagen, dass jedem charakte-

ristischen Streifen in der Ebene ein Linienelement entspricht, nämlich Linienoi.

(la-sjenige, in dem der Streifen die (^t^-Ebene schneidet. d. char.

Nehmen wir wieder in der (jt)) -Ebene eine beliebige Curve

Lie, Geometrie der BevilhTniiK8tran8formatinnen I. .
3.") [28.11. 1896.]

Streifen.
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an, die nicht zufälligerweise selbst eine Charakteristik ist. Sie nm-

hüllt oo^ der oc^ Curven, in denen die Integralflächen der vollständigen

Lösung die Ebene schneiden. Die durch sie gehende Integralfläche

berührt die zu diesen oo^ Curveu gehörigen Integralflächen der voll-

ständigen Lösung längs cx;^ Charakteristiken, hat also mit jeder einen

charakteristischen Streifen gemein und zwar den Streifen, der nach dem

Vorhergehenden zum Bilde dasjenige Linienelement der Curve i/; =
hat, in dem der Streifen die Ebene schneidet.

iTinicMiem
Zwci uneudHch benachbarte Linienelemente in der (j^)- Ebene

sind insbesondere dann vereinigt, wenn sie auf einer Curve t/; =
gelegen sind. Da dieser Curve im Räume eine Integralfläche und den

beiden Linienelementen zwei unendlich benachbarte charakteristische

^''char^*"
Streifen auf dieser Integralfläche entsprechen, so folgt, dass die beiden

streifen. Streifen die Eigenschaft haben, dass jedes Flächenelement des einen

mit den unendlich benachbarten Flächenelementen des anderen vereinigt

liegt. Wenn umgekehrt zwei charakteristische Streifen diese letztere

Eigenschaft haben, so werden sie offenbar von der Ebene in zwei

Punkt als vereinigten Linienelementen geschnitten. Betrachten wir insbesondere

vei^in. alle Linienelemente eines Punktes in der Schnittebene. Sie gehören

zu solchen oo^ Curven durch den Punkt, in denen oo^ Integralflächen

der vollständigen Lösung die Bildebene schneiden. Diese oo^ Flächen

haben ein umhüllendes Integralgebilde, das mit der Ebene nur jenen

Punkt gemein hat. Die durch die Linienelemente des Punktes gehenden

charakteristischen Streifen erzeugen das Integralgebilde. Dasselbe wird

im allgemeinen eine Fläche sein, kann aber auch nur eine Curve sein.

Dieser Fall kann jedoch, wenn die Diflerentialgleichung nicht linear

ist, wie wir voraussetzten, nicht für jeden Punkt in der Schnittebene

eintreten, weil sonst durch jede der oo^ charakteristischen Curven je

oo^ charakteristische Streifen gingen, was absurd ist, da nur c5ü^ solche

Streifen vorhanden sind.

Unsere Betrachtangen zeigen, dass durch zwei vereinigte Linien-

elemente der Ebene stets zwei solche benachbnrte charakteristische

Streifen gehen, von denen jedes Element des einen mit den benach-

barten Elementen des andern vereinigt liegt.

Wir können diese Abbildung sofort auch auf den Fall übertragen,

Liii. Biffgi. in dem die vorgelegte partielle Difl'erentialgleichung linear in ^), q ist.

Denn auch in diesem Falle dürfen wir voraussetzen, dass die voll-

ständige Lösung (33) aus oo^ Integralflächen bestehe, und können

daher genau dieselbe Betrachtung wie im allgemeinen Fall anstellen.

Der einzige Unterschied besteht darin, dass jetzt jeder Punkt der
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Schnittebene, sobald man ihn als Verein auffasst, ein solches Integral-

gebilde liefert, das aus allen oo^ Elementen einer Curve, also einer

Charakteristik, besteht.

In dem Falle, in dem die vorgelegte partielle Differentialgleichung-

frei von p, q ist, versagt dagegen unser jetziges Abbildungsverfahren,

denn in diesem Falle sind die Integralgebilde auf einer Fläche ver-

teilt und schneiden nicht sämtlich eine allgemein gewählte Ebene.

Wir sprechen daher den Satz aus:

Satz 5: Liegtim Baume {x,y,z) eine partielle Bifferentialgleiclnmg Ergebnis.

erster Ordnung
F(x, y, 2, p,q) =

vor, die nicht von p und q frei ist, und iverden die Linienelemente, in

denen eine feste Ebene die oo^ charahteristischen Streifen schneidet, als

die Bilder dieser Streifen bezeichnet, so entsprechen zwei vereinigten Linien-

elementen stets ztvei solche unendlich benachbarte charakteristische Streifen,

von denen jedes Element des einen Streifens mit den unendlich benach-

barten Elementen des anderen vereinigt liegt, und umgehehrt. Jedes Integral-

gebilde von oc^ Elementen bildet sich als ein Elementverein in der Ebene

ab. Umgekehrt ist jeder Elementverein in der Ebene, der keine charak-

teristische Curve ist, das Bild eines Integralgebildes von oo'^ Elementen.

Wir haben in diesem Paragraphen zwei Abbildungen der Integral-

gebilde, insbesondere der charakteristischen Streifen, auf Ebenen kennen

gelernt. Zur Übersicht stellen wir die einander dabei entsprechenden

Gebilde tabellarisch zusammen:

(«?>)- Ebene. Kaum (x,y, z). (jt;)-Ebene.

1) Die oo^ Linienele-

mente (a, b, ,~) der
\ da/

Ebene.

2) Zwei vereinigte Li-

nienelemente.

3) Verein von Linien-

elementen.

4) Die Punkte der Ebene,

aufgefasst als Elementver-

eine.

1) Die (X)^ charak- 1

teristischen Streifen der
|

partiellen Differentialglei-

chung

F{x, ij, 0, p, q) = 0.

2) Zwei unendlich be-

nachbarte charakteristi-

sche Streifen, von denen
jedes Element des einen

mit den unendlich benach-

barten Elementen des an-

deren vereinigt liegt.

3) Integralgebilde von

Oü^ Elementen.

4) Die Integralgebilde

einer gewissen vollständi-

gen Lösung.

1) Die oo" Linienele-

mente der Ebene als Schnitt

der Ebene mit den charak-

teristischen Streifen.

2) Zwei vereinigte Li-

nienelemente.

3) Verein von Linien-

elementen.

4) Gewisse oq " Vereine

in der Ebene.

35*

Übersicht
über beide
Abbildgu.
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Die beiden Abbildungen baben also das Folgende gemein: Bei

jeder ist das Bild eines charakteristischen Streifens ein Linienelement^

und umgekehrt. Vereinigten Linienelementen entsprechen unendlich

benachbarte charakteristische Streifen, von denen jedes Element des

einen mit den unendlich benachbarten des anderen vereinigt liegt.

Jedem Verein in der Ebene entspricht ein Integralgebilde von od^

Flächenelementen. Der Unterschied beider Abbildungen besteht nur

darin, dass bei der einen die Integralgebilde einer gewissen vollstän-

digen Lösung als Funkte, bei der anderen im allgemeinen als od^ Curven

in der Ebene abgebildet werden.

Wir können nun direct die (a&)-Ebene mit der (j^)-Ebene ver-

knüpfen: Jedem Linienelement der (a&) -Ebene entspricht im Räume
ein charakteristischer Streifen, und diesem Streifen entspricht in der

s ^chen (?^)-Ebene wieder ein Linienelement. Jedem Linienelement der (ah)-

^^^^^l^.'^' Ebene ist also ein Linienelement der (je t))- Ebene zugeordnet. Diese Zu-

"^wm"" Ordnung findet offenbar auch im umgekehrten Sinne statt. Dabei ent-

Kbenen. sprechen ferner zwei vereinigten Linienelementen der einen Ebene stets

zwei vereinigte Linienelemente der anderen, also jedem Elementverein

der einen Ebene ein Elementverein der anderen.

Nach § 3 des 2. Kap. ist daher die Zuordnung mnsclien heiden

rührungs- Bildcbcncn durch eine Berührungstransformation herstellbar.
tri

Wir haben also gefunden:

Satz 6; Liegt im Baume (x, y, b) eine partielle Differentialgleichung

erster Ordnung
F{x,y,z,p,q) =

mit einer vollständigen Lösung, bestehend aus oo^ Flächen:

(x, y, z, a, b) = 0,

vor, sodass je oo^ dieser Flächen, die durch eine Belation

(o(a,b) =
ausgewählt werden, als umhüllendes Gebilde ein allgemeines Integralgebilde

von oc^ Flementen bestimmen, so körnten diese allgemeinen Integralgebilde

einerseits auf eine Ebene mit den PunMcoordinaten a, b als Elementvereine

und andererseits auf eine feste Ebene im Baume durch Schneiden als

Elementvereine abgebildet werden. Dadurch wird zwischen beiden Ebenen

eine Zuordnung der Elementvereine JiergestelU. Diese Zuordnung wird durch

eine Berührungstransformation der einen Ebene in die andere Ebene

vermittelt.
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Um diese Berührungstransformation auch analj'tisch herzustellen, wird es -^pai- ^e-

genügen, wenn wir dabei die (jt))- Ebene etwa als die Ebene z = wählen, so- ^
^'X"''^

dass wir dann direet J
== a;, t) = y setzen können. Die Gleichung: Beriihrtrf.

(33) ^{x,y,z,a,h) =
stellt bei bestimmt gewählten a, b eine Integralfläche der vollständigen Lösuug

dar. Ihr entspricht in der (at)-Ebene der Punkt (a, b). In der (jl))-Ebene ent-

spricht ihr die Curve

(34) <&(E,l), 0,a, ?.) = 0.

Bei der gesuchten Berührungstransformation, welche die («fc)- Ebene in die (jt))-

Ebene überführt, muss also der Punkt (a, b) in die Curve (34) übergehen Nach

§ 4 des 2. Kap. (vgl. daselbst insbes. Satz 7, S. 50, und Theorem 1, S. 54) muss

sich daher die Berührungstransformation durch Auflösung des Gleichungensystems:

nach X, t), t)' ergeben. Man erhält alsdann das Linienelement (j, ^, 1)') der (j;i})-

Ebene, das dem Linienelement I«, b, c = -j-\ der (rtfe)-Ebene entspricht. In (35)

soll $ natürlich überall die Function $(j, i), 0, a, b) sein.

Wir wollen verificieren, dass die durch (35) bestimmte Berührungstrans-

formation in der That die oben betrachtete Beziehung zwischen den Element-

vereinen bei der Ebene darstellt: Wir wählen eine Curve

(36) a)(a,&) =
in der (oft) -Ebene. Ihr entspricht im Räume die Integralfläche, die durch Elimina-

tion von o, b, c aus den vier Gleichungen hervorgeht, die wir oben mit (19)

bezeichneten (S. 535), nämlich aus den Gleichungen

(^{x, y, z,a,b) = 0, o){a,b) = 0,

\da cb ca cb

Ferner enthält die Curve (36) die oo^ Linienelemente («, 5, c = I, für die

(38) «(a.« = o,
|f + ^^ = o

ist. Wollen wir die CX)* Linienelemente (j, t), l)') erhalten, die diesen Linien-

elementen vermöge der Berührungstransformation (35) in der (j i)) - Ebene ent-

sprechen, so haben wir aus den Gleichungen (35) und (38) a, &, c zu eliminieren.

Die Curve dieser oo* Linienelemente (j, l), l)') ergiebt sich analytisch durch Eli-

mination von «, b, c und t)' aus den fünf Gleichungen (35) und (38). Da nur die

letzte Gleichung (35) die Grösse l)' enthält, so wird die Curve dadurch erhalten^

dass man a, &, c aus den vier Gleichungen

r$(j, 1), 0, a, &) = 0, ai{a,b) = 0,

[da ' db da db
fortschatt't.

Andererseits schneidet die Integralfläche, die nach Elimination von a, b, c

durch (37) dargestellt wird, die (jl^)- Ebene oder also die Ebene z = in der

Curve, die durch diese vier Gleichungen dargestellt wird, wenn man in ihnen
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X = f, y = t), z = setzt und dann a, b, c eliminiert. Aber durch die Sub-

stitution X = X, y = t), z = gehen aus (37) gerade die Gleichungen (39) hervor.

Mithin sehen wir auch analytisch, dass die durch (35) definierte Berührungs-

transformation eine Curve
Q)(ffl, fe) =

in die Curve der (jt))- Ebene überführt, in der diese Ebene von der Integralfläche

(37) geschnitten wird.

iieiapiei. Beispiel: Ein wichtiges Beispiel zur Illustration dieser Theorie haben wir

in § 1 und 2 des 10. Kap. betrachtet. Damals sprachen wir (S. 432) von den

Miminalgeraden

j(l-s^)X+^•(l + s^)^+2sZ+F =0,
^ ' \ 2sX— 2is Y — 2 Z — F' =
des Raumes (X, Y, Z). Sie sind die Charakteristiken der partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung (S. 420):

(41)- ^+(sy+ KoY

Eine allgemeine Integi-alfläche dieser Gleichung ist eine Developpabele, die den

Kugelkreis enthält. Berühren zwei solche Flächen einander längs einer Curve, also

längs einer Charakteristik, d. h. längs einer Minimalgeraden, so haben sie längs

dieser Geraden einen charakteristischen Streifen gemein. Die Oü^ charakteristischen

Streifen werden also hier von den Flächenelementen gebildet, die längs der oo'
Minimalgeraden in den Minimalebenen (S. 429) durch die Minimalgeraden liegen.

Allgemein sind die Gleichungen (40) die einer Minimaldeveloppabeln , also einer

Integralfläche, sobald darin F = F{s) und F' = F' {s) gesetzt und s alsdann

eliminiert wird (S. 432). Die erste Gleichung (40), nämlich:

(1 — s^)X-\-i{l -{- s^)Y-j- 2sZ+ F:= 0,

stellt bei beliebigen Werten von s, F die oo^ Minimalebenen dar. Sie bilden

eine vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung (41). Hier sind also

s, F an die Stelle von a, h getreten, während die Relation F= F{s) der Glei-

chung cü(rt, 6) = entspricht. Wir sagten in § 2 des 10. Kap., S. 434, dass sich

jede Minimalgerade (40) als Linienelement in der Ebene Z = abbildet, nämlich

als das Linienelement, dessen Punkt der Schnittpunkt der Minimalgeraden mit der

Ebene Z = ist, während die Gerade des Elementes die Schnittgerade der Ebene

Z = mit derjenigen Minimalebene ist, welche die beti'achtete Minimalgerade

enthält. Factisch also ist dies Linienelement der Schnitt der Ebene Z = mit

dem charakteristischen Streifen längs der Minimalgeraden. Jeder Elementverein

der Ebene Z=Q lieferte eine Minimaldeveloppabele im Räume, also eine In-

tegralfläche. Diese Abbildung ist nichts anderes als der Schnitt der Ebene Z = Q

mit allen Integralflächen (vgl. S. 434), also die zweite der oben im Texte be-

trachteten Abbildungen. Andererseits deuteten wir s, F, also die Grössen, die

den Parametern a, b des Textes entsi^rechen , in § 3 des 10. Kap., S. 444, als recht-

winklige Punktcoordinaten in einer Ebene. Diese Deutung liefert die erste Ab-

bildung des Textes. Vermöge ihrer werden die oo^ Minimalebenen, also die In-

tegralflächen der vollständigen Lösung, als die Punkte der Ebene dargestellt.

Aus unseren Entwickelungen , die eine Beziehung zwischen den

oü^ charakteristischen Streifen der partiellen Differentialgleichung F=0
und den oo^ Linienelementen einer Ebene lieferten, folgt, dass jeder

Satz über die Elementvereine in der Ebene einen Satz über die Integral-
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gebilde der iDartiellen Differentialgleichung ergiebt. Von diesem Prin-

cipe werden wir im weiteren Verlauf dieses Kapitels Grebrauch machen.

Hier wollen wir nur Einiges hervorheben: Zunächst haben wir

schon oben, S. 546, erkannt, dass der folgende Satz gilt, der hier noch

ausdrücklich formuliert werden möge:

Satz 7: Alle diejenigen charakteristischen Streifen einer partiellen
gjjl'gj^;^^

Differentialgleichung erster Ordnung:

F{x,y,z,p,q) =
im Baume (x, y, 0), die durch einen gemeinsamen Punkt allgemeiner

Lage gehen, erzeugen ein Integralgehilde von 00^ Elementen. Dasselbe

ist im Allgemeinen eine Fläche, kann sich aber auf eine Curve oder auf

einen Punkt reducieren.

Hieraus folgt weiter:

Satz 8 : Alle die charakteristischen Ciirven einer partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung im Räume {x, y, s), die durch einen gemeinsamen

Punkt von allgemeiner Lage gehen, erzeugen, wenn es deren unendlich viele

gieht, eine Lntegralfläche.

Hieraus folgt, dass, wenn die Charakteristiken zweier unendlich

benachbarter charakteristischen Streifen einander schneiden, alsdann

jedes Element des einen Streifens mit den benachbarten Elementen

des anderen vereinigt ist.

Betrachten wir zwei solche charakteristische Streifen, die von zwei

Flächenelementen in vereinigter Lage ausgehen. Construieren wir eine

Ebene, die durch die Punkte dieser beiden Flächenelemente hindurch,

geht, so wird sie beide in zwei Linienelementen schneiden, die ver-

einigt liegen.

Benutzen wir nun diese Ebene als die Bildebene bei der zweiten

Abbildung, so folgt aus Satz 5 unmittelbar der

Satz 9: Liegen zwei Flächenelemente (x, y, z, p, q) der partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung:

Charakt.
Curven
durch
einen
Pkt.

Char.
Streifen

durcli

vereinigte
Flächenel.

F{x,y,z,p,q) =
im Baume {x, y, z) vereinigt, so liegen auch die durch diese Flächen-

elemente gehenden charakterischen Streifen so, dass sie einander unendlich

benachbart sind und jedes Element des einen Streifens mit jedem un-

endlich benachbarten Element des anderen Streifens vereinigt ist.

Allerdings ist zu bemerken, dass die zum Beweise benutzte Ab-

bildung auf einer Schnittebene bei den von ]), q freien partiellen

Differentialgleichungen versagt (nach S. 547). Aber in diesem Falle

ist der Satz evident.
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AUg. Wenn wir nun eine beliebiü^e Curve c im Räume wählen (siehe

'1- Integral- Fig. 92), die keine Charakteristik ist, und längs der Curve die oo^

Flächenelemente construieren, welche

die Curve berühren und der partiellen

Differentialgleichung angehören, so

bilden diese oc^ Elemente einen Element-

streifen. Auf je zwei consecutive Ele-

mente des Streifens können wir den

Satz 9 anwenden. Mithin construieren

wir die oo^ charakteristischen Streifen y

durch diese Elemente und erhalten

dann als Inbegriff der Streifen y ein

Integralgebilde. Dies Integralgebilde

enthält die von den Punkten ^hPulh •

^^^- '*- der Curve c ausgehenden oc^ Charakte-

ristiken der Streifen y. Diese Erzeugung

der Integralflächen haben wir im Grunde schon in §4 des 11. Kap., S. 512,

kennen gelernt. Dies Ergebnis sprechen wir so aus:

Theorem 23: Liegt eine partielle Differentialgleichung erster

Ordnung im Räume {x,y,z):

F(x,y,0,p,q) = O

vor und ivird ans der Schar der oo^ Flächenelemente (x, y, z,p, q),

die der Gleichung F=0 genügen, nach einem allgemeinen Ge-

setz eine solche Schar von oo^ Elementen herausgegriffen, die

zwar einen Elementstreif en, aber keinen charakteristischen

Streifen darstellt, so erzeugen die durch diese oo^ Elemente

gehenden charakteristischen Streifen einen • Verein von oc-

Elementen, der ein Integralgehilde der Differentialgleichung

ist; und so lassen sich alle allgemeinen hitegralgehllde von

oo'^ Elementen erzeugen.

Wir haben im Fall einer nicht linearen partiellen Differential-

gleichung in § 3 des 11. Kap., S. 500, gesehen, dass die cx.^ auf einer

allgemeinen Integralfläche gelegenen charakteristischen Curven eine

Umhüllende (Rückkehrcurve) besitzen. Diese Umhüllende ist eine

Integralcurve der Monge'schen Gleichung, die der partiellen Differential

gleichung zugeordnet ist. Insbesondere kann die Umhüllende sich auf

einen Punkt reducieren.

Hiermit haben wir die Umkehrung jener wichtigen Bemerkung

gefunden, die wir auf der vorigen Seite an den Satz 8 anknüpfen

konnten, sodass sich der folgende Satz ergeben hat:
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Satz 10: oü^ charaMeristische Ourven der nicht linearen partiellen

Differentialgleichung

F{x,y,z,p,q) =
im Baume (x, y, z) erzeugen dann und nur dann eine Integralfläche,

tvenn je zivei unendlich benachbarte unter diesen Curven einander schneiden,

anders ausgesprochen: wenn die oo^ Curven eine Umhüllende hcdjen.

Hiermit sind wir auch zu der Art gelangt, wie Monge die Be-

stimmung der Integralcurven einer Monge'schen Gleichung auf die

Integration der zugehörigen partiellen Differentialgleichung zurückgeführt

hat, da sich der Satz ergeben hat:

Satz 11; Liegt eine Monge'sehe Gleichung im Baume (x,y,z) vor:

^{x, y, z; dx, dy, dz) = 0,

so findet man ihre Integralcurven, indem man die zugehörige partielle

Differentialgleichung erster Ordnung

F{x,y,z,p,q) = ()

integriert und die BücTckehrcurven auf ihren Integralflächen, d. h. die

Umhüllenden der CharaJcteristiJcen auf ihren Integralflächen construiert.

Ein Beispiel hierzu giebt die Art, wie wir in § 2 des 10. Kap.,

S. 433, die Minimalcurven bestimmten.

Bei allen diesen Sätzen ist zu bemerken, dass sie für Ausnahme-

stellen im Räume versagen können. Solche Ausnahmen sind jedoch

wie immer dadurch zu vermeiden, dass man sich auf einen passenden

Bereich beschränkt.

Schliesslich legen wir uns hier noch die Frage vor, wie die

charakteristischen Streifen einer beliebigen partiellen Differentialglei- charakt.

chung erster Ordnung
Fix,y,z,p,q) =

(inalytisch zu definieren sind. Diese Frage lässt sich leicht beant-

worten: In § 4 des 11. Kap. haben wir gesehen, dass diejenigen oo^

l^'lächenelemente {x, y, z,p, q) einer nicht linearen partiellen Differential-

gleichung F = 0, die längs einer charakteristischen Curve gelegen

sind, dem System von vier simultanen gewöhnlichen Differentialglei-

chungen erster Ordnung

, . . dx dy dz dp dq
(42)

Defin. d.

genüge leisten (S. 507). Nun sind diese oo^ Flächenelemente geracU
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die eines charakteristischen Streifens, also werden die oo^ charakteristi-

schen Streifen durch das System (42) definiert.

Hierbei ist natürlich zu beachten, dass die Grössen x,y, z,p, ([

an die Gleichung jP= gebunden sind. Wir bemerkten schon früher,

dass F selbst ein Integral von (42) ist. Wenn wir z. B. q aus F=
als Function von x,y,z,p berechnen und in (42) einsetzen, so können

wir das letzte Glied dieses Systems fortlassen. Die durch die ver-

bleibenden Glieder dargestellten drei Gleichungen in x, y, z, p haben

drei von einander unabhängige Integrale

ti (x, y, s, p) = c„ ^2 (.^, y, ^, p) = C2, ^3 {^, y, ^, P) = c-6,

die zusammen mit F= die oo^ charakteristischen Streifen (q , Cg , ^3)

darstellen.

Ist die vorgelegte partielle Differentialgleichung erster Ordnung

linear in p, q, also von der Form:

(43) F ^. Xp-^ Yq — Z= 0,

so genügen ihre 00^ charakteristischen Streifen ebenfalls dem System (42).

Denn nach S. 541 liegen auf jeder Fläche 0=g){x,y), die dieser

Gleichung genügt, 00^ Charakteristiken, längs deren

/tA\ dx dij dz
^ ^ X ~~ Y ~ Z

ist. Längs einer Fortschreitungsrichtung {dx : dy : dz) auf der Fläche

ist nun, da p = cp^, <1 = ^y ist:

(45) dp = cpx:c dx + (pxy dy, dq = (p^y dx -f- (p,j,j dy.

Da andererseits (43) durch z =^ (p, p = q)x, <l
=

<Py identisch erfüllt

wird, so giebt die Differentiation von (43) nach x bez. y:

Xtpxx + Ycpx, + (X. + ^^P)P + {Y^+ ^^P)'l - (^x + Z^p) = 0,

X(^,, + Yg>,, + (X, -f X,q)p + (Y, + Y.q)q - (Z, -f Z,q) =
oder also nach (43) und (44):

.^^. [
X(p,, -f Ycp,, = -F.- F,p,

^ ^ \X<p,,-\-Ycp,j,j = -F,j~F,q.

Elimination von (p^x, fpxy und q)yy aus den Gleichungen (44), (45), (46)

liefert genau die obigen Gleichungen (42), da ja hier X^e^ Fp, Y F^,

also Z=Xp-{- Yq :

- F^p + F,q ist.

Ist endlich die vorgelegte partielle Differentialgleichung frei von

j>, q, also von der Form:
F{x, y, z) = 0,

so reducieren sich, wie wir auf S. 543 sahen, die 00'' charakteristischen

Streifen auf die <x>^ Büschel von Flächenelementen, deren Axen die
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Linienelemente der Fläche F= sind. Für die oo^ Flächenelemente

{x,y, z,p,(i} eines solchen Büschels haben x,y,s constante Werte,

sodass dx = 0, dy = 0, dz == ist. Ferner ist für diese Flächen-

elemente

i^—"r x^— = Const.,

woraus bei festen x, y, z durch Differentiation folgt:

ä'p dq^

Zusammen mit

dx == dy = dz ==

geben diese Gleichungen für ein charakteristisches Büschel gerade die

Gleichungen (42), wie sie sich für den Fall darstellen, dass F frei

von p und q ist.

Es hat sich somit ergeben:

Satz 12: Jede partielle Differentialgleichung erster Ordnimg System

F(x,y,z,p,q)^0 ££.
im Baume (x, y, z) hat oo^ charakteristische Streifen, die durch F=
und durch das System von vier simultanen gewöhnlichen Differential-

gleichungen

dx dy dz dp dq

K ^^j^ Fpp+^i'i ^ -^x- KP ~~ ^^F^—F:q

definiert sind. Eliminiert man eine der fünf Veränderlichen x,y,z,p,q

mit Hülfe von F= aus diesem System, von dem F seihst ein Integral

ist, und integriert man alsdann das System, so ergeben drei von einander

unabhängige Integrale t/'i , i/'2
, ^3 die Gleichungen der 00^ charalderistischen

Streifen in der endlichen Form:

F= 0, i^i
= Const., ^2 = Const., ^^ = Const.

Auf alle Betrachtungen dieses Paragraphen bezieht sich die

Bemerkung, dass wir von den singulären Integralgebilden stets ab-

gesehen haben.

•

§ 3. Existenzbeweis für die vollständige Lösung.

Der erste wirkliche Beweis dafür, dass jede partielle Differential-

gleichung erster Ordnung, die durch eine analytische Gleichung dar-

gestellt wird, eine vollständige Lösung und infolge dessen nachLagrange's

Theorie unendlich viele Integralflächen besitzt, die von willkürlichen

Functionen abhängen , rührt von C a u ch y her. Die Theorien von Lagrange
und Monge weisen aber schon darauf hin, dass dieser Existenzbeweis
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darauf reduciert werden kann, nachzuweisen, dass ein gewisses System

von simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen integrabel ist.

Wir wollen uns hier auf den Standpunkt stellen, dass wir als

kungeu. bekannt voraussetzen, dass jedes System von n — 1 simultanen gewöhn-

lichen Differentialgleichungen

:

dx^ dx^ dx^

^rö«! • • • *„)
^

X, {X,... x^) = • = x;{o^r.7x,) '

in dem die Nenner X^ , X^ . . . X„ analytische Functionen von x^ . . . x^

sind, gerade w — 1 von einander unabhängige Integrale u^ . . . u,, — 1

hat, die selbst analytische Functionen ihrer Argumente x^ . . . Xn sind,

die mit den Functionen X^, Xg . . . X„ einen Bereich von Wertsystemen

x^ . . . Xa gemein haben, innerhalb dessen sie sich alle regulär ver-

halten. Im Übrigen benutzen wir in diesem Paragraphen noch die

einfachsten Sätze aus der Theorie der analytischen Functionen. — Da
die linearen Differentialgleichungen mit Systemen simultaner gewöhn-

licher Differentialgleichungen äquivalent sind, so erkennen wir, dass

wir den Existenzbeweis nur für nicht lineare partielle Differential-

gleichungen erster Ordnung zu führen brauchen.

Wir haben gesehen, dass, sobald die partielle Differentialgleichung

F(x,y,z,p,q) =
eine vollständige Lösung, bestehend aus oc'^ Flächen:

0(x,y,z,a,h) = O,

hat, jede nicht singulare Integralfläche von oo^ charakteristischen

Streifen erzeugt wird und dass alle oo^ charakteristischen Streifen so-

wohl der Gleichung F= als auch dem System von vier simultanen

gewöhnlichen Differentialgleichungen

:

(47)
dx dy dz dp dq

'Fl
~~

F. ~ f7p -f Fit " ^^f7^^^) ~ ^^^^; P + F^q - F^ - F^ p - F^ - F^

q

genügen und hierdurch definiert sind.

Indem wir nun beweisen wollen, dass jede partielle Differential-

gleichung -F= vollständige Lösungen besitzt, nehmen wir unseren

Ausgangspunkt in der Bemerkung, dass das System von vier simultanen

Gleichungen (47) stets, wie auch die Gleichung F= gegeben sein

mag, die oo* Elemente {x,y,z,p,q) dieser Gleichung F=0 in oo^

Scharen von je oo^ Elementen zerlegt. Zunächst wollen wir beweisen,

dass jede dieser Scharen von oo^ Elementen einen Elementstreifen

bildet. Dies werden wir sogleich ausführlich darthun.
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Wir setzen dabei voraus^ dass F= eine analytische Gleichung

sei, sodass auch die Nenner in (47) analytische Functionen von x, y, z

sind, die sich innerhalb eines gewissen gemeinsamen Bereiches

regulär verhalten.

Nach unserer Vorbemerkung hat das System (47) vier von ein- integrat.

. . . <1- Systems
ander unabhängige Integrale, die analytische Functionen von x, y, z,p, q von sim.

sind. Ein Integral ist F selbst, denn der Ausdruck

dF-^^ F^dx + Fydy-[- F,äz + Fj>dp + F,dq

verschwindet infolge von (47) identisch. Eliminieren wir nun vermöge

F=0 etwa q aus dem System (47), so reduciert es sich auf ein

System von drei Gleichungen von der Form:

/^g\ dx
^^

dy ^^ dz ^^ dp
~ ^ X{x, y, z, p) Y{x, y, z, p) Z{x, y, 0, p) P{x, y, z, p)

Innerhalb eines gewissen gemeinsamen Bereiches sind nun X, Y, Z, P
reguläre analytische Functionen ihrer vier Argumente x,y,z,p. Das

System (48) hat drei von einander unabhängige Integrale ip^^ip^^^ip.^,

die innerhalb eines Bereiches /.ugleich mit x,y, z,p reguläre analytische

Functionen von x,y,8,p sind. Die vier Gleichungen mit den drei

Parametern c^, Cg, c^:

(49) F=0,
1pt
= C,, t2 = C2, ^3 = ^3

ordnen die 00* Flächenelemente (x,y,z,p,q) der Gleichung F=0 in

oc-'' Scharen an, von denen jede einzelne durch die Gleichungen (49)

bei gegebenen Werten der Constanten c^, c^, c^ dargestellt wird.

Wir behaupten, dass diese oo^ Scharen von je 00^ Elementen

sämtlich Elementstreifen sind, d. h. dass jedes Element dieser Schar

mit den benachbarten Elementen der Schar vereinigt liegt. In der That,

die oü^ Elemente (x, y, z, |>, q) einer solchen Schar können wir da-

durch analytisch darstellen, dass wir etwa q als irgend eine analytische

Function einer Hülfsveränderlichen x geben, worauf uns die vier

Gleichungen (49) auch x, y, z, p als analytische Func|;ionen von r

liefern. Die so erhaltenen Functionen x,y,z,p,q von r genügen dann

dem System (47), und es ist deshalb längs der Elemente einer jener

Scharen der Ausdruck
dz — pdx — qdy

nach (47) proportional

{F,p-^F,q)-pF,-qF,„

d. h. identisch gleich Null. Die Bedingung der vereinigten Lage (vgl.

§ 1 , S. 523) ist also erfüllt.
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""^char*^'
Somit sind wir zu oo^ Elemeutstreifen gelangt, und wir nennen

streifen, ^{q^q Streifen in diesem Paragraphen die charaJderistisehen Streifen der

Gleichung F= 0.

Wenn wir uns auf einen Bereich beschränken, in dem die Glei-

chungen (49) emdeutig auflösbar sind, so gehört jedes innerhalb dieses

Bereiches gelegene Flächenelement (x, y, z, p, q) der Gleichung F=
*• einem und nur einem charakteristischen Streifen an. Hiermit sind ins-

besondere diejenigen Flächenelemente ausgeschlossen, für die alle Nenner

der Gleichungen (47) verschwinden.

Wenn wir die Glieder des Systems (47) oder (48) gleich dx setzen,

so können wir uns die oo^ charakteristischen Streifen in der Weise

bestimmt denken, dass wir unter x, y, 3, p, q diejenigen analytischen

Functionen von t verstehen, die der Gleichung F= sowie dem

System

,^ . dx dy dz dp dq ,

{OO) ^ _ ^^
- J^^^-p^q - -F^-F;p - -F^^-I\q " '^^

genügen. Dabei dürfen wir den Functionen oc, y, 3,p, q beliebige Än-

fangswerte x^, y^, Zq, P(y, q^ innerhalb des Bereiches vorschreiben. Die

oü^ charakteristischen Streifen werden also durch fünf analytische

Gleichungen von der Form:
Anal.

d^'char. (51) ^ = i" (^0, Vo, ^0, Po, %,''), ^Z = q (^0, Vo, ^0, Po, Go, '^)

Streifen.

definiert sein, die sich für t = auf x = Xq, ... q = qo redueieren.

Die fünf Parameter Xq q^ sind natürlich nicht sämtlich wesent-

lich, sondern nur drei von ihnen, da es nur oo'" charakteristische

Streifen giebt.

Beliebiger Nunmchr wähleu wir innerhalb des Bereiches einen beliebigen
Element-

.

°
streifen. Elemeutstrcifen, der kein charakteristischer Streifen ist und etwa definiert

sei durch die folgenden analytischen Gleichungen, in denen wir zur Unter-

scheidung oCq, yQ, 0f^, p)q, Qo ^1^ Coordinateu wählen:

(52) x, = I{t),
?/o
= D(0. ^o = 3(^). Po==f{t), % = ^{t).

Die Bedingung der vereinigten Lage (vgl. § 1, S. 523):

d.'2 — pdx — qdy =
soll also von diesen oo^ Elementen erfüllt sein, d. h. es soll für diese

Functionen identisch

sein. Dass andererseits die Functionen (51) die Bedingung der ver-

einigten Lage erfüllen, wissen wir.
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Jetzt verstehen wir unter (xq, y^, Zq, p^, q^ ein beliebiges der oo^

Elemente des Elementstreifens (52) und legen durch dies Element den

betrejffenden charakteristischen Streifen (51). Für ein beliebiges Ele-

ment {x, y, z, p, q) dieses Streifens ist dann:

(54) X = j(X(0, n (t), t), q = qgic{t), €i{t), t),

sodass X . . . q analytische Functionen von t und t werden. Lässt man
t, X sich continuierlich ändern, so erhält man hiermit die Coordinaten

(x^ y, z,p, q) aller oo'^ Flächenelemente derjenigen oo^ charakteristischen

Streifen, die durch die Flächenelemente des gewählten Elementstreifens

(52) gehen.

Alle diese oo^ Flächenelemente genügen der vorgelegten partiellen

Differentialgleichung F= 0. Wir behaupten, dass sie einen Element-

verein bilden. Ist dies bewiesen, so liegt also in (54) ein Integral-

gebilde von oo^ Elementen vor.

Um die Behauptung zu beweisen, beachten wir, dass jedem Werte- ^'^^^^^^

paar t, r ein Flächenelement (54) entspricht. Es handelt sich also ^»ß«*

darum, nachzuweisen, dass die Elemente (^, t) und (f -}- (U, r -\- dt)

vereinigt liegen, d. h. die Bedingung

dz — pdx — qdy =
erfüllen. Nun ist aber für diese beiden Elemente:

(D5^dz-pdx-qdy==(jj~p^-q^)dt+(^^-p^-q^)dt.

Hierin bedeuten x,y,z,p,q die Functionen (54) von t und t.
t'^-I*^

Der Coefficient von dt ist identisch gleich Null. Denn für die i^eweises.

Functionen (51) von t ist, wie wir wissen,

dz dx dy ^
«T ^ är ^ dx

Wenn wir in diese Functionen (51) für oCq, yQ, Zq, Pq, q^ die Werte (52)

einsetzen, so bleibt nach wie vor diese Identität richtig. Also ist der

Coefficient von dx in (55) in der That identisch gleich Null.

Dass nun auch der Coefficient von dt verschwindet, ist nicht e-anz zweiter

so einfach zu erkennen. Wir beweisen dies so: Es ist, wenn unter Beweises.

X, y, z immer die Functionen (54) von t und x verstanden werden:

r /dz ex '^y\z=z^(^^ £^ ^y\ ^P^^ gg dy .

c X \dt
^ ^^ Jt

~~
^^ 'dt) = ä? \äV ~ -^^ F7 ~ ^ Fx) ~ dx 'dt 'dx 'dt

'

. djpdcc. dg dy
'" et ex '"

et ex

Der in der Klammer rechts stehende Ausdruck ist, wie soeben gezeigt
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wurde, identiscli gleicli Null. Da ferner die Functionen (54) die Glei-

chungen (50) befriedigen, so können wir schreiben:

Für die Functionen (54) ist aber i^zT^O. Also bleibt:

dt [dt ^ dt ^dtj— ^'\dt ^ et "^ et)

Hierin sind natürlich immer in F^ die Functionen (54) von t und r ein-

gesetzt zu denken, sodass F^ eine gewisse Function von t und r

bedeutet, die in unserem Bereiche endlich ist.

Die letzte Gleichung integrieren wir nun über t von t = an

bis zu einem beliebigen Werte von t. Für t = reducieren sich

^y Vy ^j P} ü ii^ch (51) auf Xq, iJq, 0q, Pq, q^, d. h. auf die Werte (52).

Also giebt die Integration:

P dt ^ dt
—^^

[dt -^ ät ^

Aber nach (53) ist die rechte Seite gleich Null, also auch die linke,

was zu beweisen war.

Existenz Es ist somit gezeigt, dass die Gleichungen (54) einen Verein von

Integral- oc^ Flächenclementen und daher ein Integralgebilde der vorgelegten

Differentialgleichung F= darstellen. Da die Integralgleichungen (51)

des Systems (50) nur dann für x, y, z constante Werte geben, wenn

in (50) die Nenner von dx, dy, dz vermöge j^= verschwinden, was

nicht eintritt, sobald F=0 von p und q nicht völlig frei ist, so

folgt, dass die charakteristischen Streifen (51) aus je oo^ Elementen

längs einer Curve, der Charakteristik, bestehen. Den Elementstreifen

(52) können wir auch stets so wählen, dass er aus oo^ Elementen längs

einer Curve besteht-, also folgt, dass das Integralgebilde (54) aus oc'^

Flächenelementen längs oo^ charakteristischer Curven besteht und des-

halb eine Integral/Zäc^e ist.

Um nun eine vollständige Lösung der vorgelegten partiellen

DifPerentialgleichung F=0 herzustellen, können wir so verfahren:

Wir wählen im Bereiche, in dem wir uns bisher bewegt haben,

eine beliebige Ebene. Durch jedes Linienelement der Ebene geht ein

Flächenelement der Gleichung F = 0. Wenn wir dies als Element

(^07 %7 ^07 Pq} 1o) betrachten, so bestimmt das Gleichungensystem (51)
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den charakteristischen Streifen, dem dies Flächenelement angehört. Zu

jedem Linienelement der Ebene gehört daher ein bestimmter durch ihn

gehender charakteristischer Streifen (51).

Wählen wir in der Ebene einen Elementverein und die Curve

dieses Elementvereins als die Curve des oben benutzten beliebigen

Elementstreifens (52), so stellen die Gleichungen (54) die oc^ charak-

teristischen Streifen dar, die durch die Linienelemente des Element-

vereins gehen und eine Integralfläche erzeugen. Wenn wir nun in

der Ebene oo^ Elementvereine auswählen, die also alle oc^ Linien-

elemente der Ebene enthalten, so gehören zu ihnen oo^ Integralflächen

(54), in denen alle oo^ charakteristischen Streifen (51) enthalten sind.

Diese oo^ Integralflächen enthalten daher alle oo* Flächenelemente der

vorgelegten Differentialgleichung F= und stellen eine vonständige Kxiatenz

Lösung dar. J^'m-

Es hat sich somit insbesondere ergeben:

Theorem 24: Ist eine partielle Differentialgleichung erster

Ordnung in x, ?/, z durch eine analytische Gleichung

Fix, tj, z, p,g) =
definiert, so hat sie stets eine vollständige Lösung, bestehend

aus oü^ Integralgehilden, die durch analytische Gleichungen

ziüischen x, y, z, p, q und zwei Parametern a, h dargestellt

wird.

Im vorigen Kapitel zeigten wir, wie Lagrange und Monge auf

den Begriff: eharalderistische Gurven geführt wurden. Da wir nun in

dem gegenwärtigen Kapitel den Begriff: Fläche durch den allgemeinen

Begriff: Elementverein ersetzt und demgemäss die ganze Integrations-

theorie vom Standpunkt der Geometrie der Flächenelemente aus ent-

wickelt haben, haben wir den Begriff: charakteristische Curve durch

den naturgemäss zweckmässigeren Begriff: charakteristischer Streifen

ersetzen müssen. Mit Zugrundelegung der beiden Begriffe: Element

und Elementstreifen ist es uns gelungen, die Hauptsätze der Theorie

in einfacher und dabei allgemeingültiger Weise zu formulieren.

Wenn wir nun aber auch der Ansicht sind, dass sich diese Fassung

der Hauptsätze jedenfalls ihrem Inhalte nach nicht weiter verbessern

lässt, so müssen wir doch auf der anderen Seite anerkennen, dass sich

ihre Begründung, die wir im Vorhergehenden absichtlich an die ge-

schichtliche Entwickelung der Theorie angeknüpft haben, zugleich

knapper und schärfer formulieren lässt.

Lie, Geometrie der TiernlirmisstransformatioiiRn 1, iiö [2«. If. 189f>.]
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Bf^rün*d
^^^ wollen deshalb hier in knappen Worten eine von der ur-

'^^"^
'^^^°"^- sprünglichen Entwickeluny unabhängige, directe Theorie der partiellen

Differentialgleichungen gehen.

Vorgelegt sei also die partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F(x, y, z, p,q) =
im Räume (x, y, z). Ein jeder Elementverein, dessen Elemente der

Gleichung F= genügen, heisst ein Integralgebilde. Wir betrachten

die eventuell vorhandenen Integralgebilde von oo^ Elementen, die

Flächen darstellen. Jedem Punkte {x, y, z) eines solchen Gebildes

ordnen wir durch die Gleichung:

dx : dy = Fp : Fq

eine Richtung auf dem Integralgebilde zu. Wir schliessen dabei den

Fall aus, dass Fp und Fq für alle Punkte des Integralgebildes ver-

schwinden. Da auf der Fläche

dz = pdx -\- qdy

ist, so gelten für die dem Punkte (x, y, z) zugeordnete Richtung

die drei Gleichungen

(56) dx = gFp, dy = qF,j, dz = QiFpp + F,q),

in denen q eine unendlich kleine Grösse bedeutet. Nun ist auf dem

Integralgebilde F=0, und daher folgt durch Differentiation nach x:

(57) f^^f.p + F;11 + F,% = Q,

woraus sich durch Substitution der Werte von Fp und Fq aus den

beiden ersten Gleichungen (56) sowie mit Rücksicht darauf, dass

^{F. + F.p)^i^dx-^^dy) = i)

oder:

(58) dp = -Q{F,-\- F,p).

Analog kommt:

(58') dq = -Q{FyJrF.q)-

Dies Ergebnis überrascht, denn wenn dx, dy, dz proportional Func-

tionen von x,y,z,p,q gesetzt werden, so könnte man von vornherein

erwarten, dass dadurch dp und dq proportional Functionen von x, y,

z, p, q und von den zweiten Ableitungen von z werden. Aber die

zweiten Ableitungen von z kommen hier gar nicht vor.

In den Formeln (56), (57), (58) haben wir den Satz gewonnen:
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Satz 13: Alle diejenigen Integralflächeti einer partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung im Baume (x, y, z):

F(x, y, z, p, q) = 0,

die ein Element {x, y, z, p, q) gemein haben, haben üherdies ein un-

endlich benachbartes Element (x-\-dx, y-\-dy, z-\-dz, p-\-dp, q-{- dq)

gemein, für das

dx dy

^ P <i

ist.



564 Kap. 12. Die Theorie der part. Diffgln. als Teil der Geometrie der Flächenel.

Differentialgleichungen erster Ordnung, die jedenfalls im Principe nichts

zu wünschen übrig lässt*).

Gegen Cauchy's**) Begründung der Theorie äusserte seinerzeit

Bertrand Bedenken, die Bonnet und Serret zu wertvollen Unter-

suchungen veranlassten. Wir halten es aber nicht für nötig, auf diesen

Punkt einzugehen, da es uns durch ein zweckmässiges Verfahren ge-

lungen ist, die Lücke in Cauchy's Betrachtungen von vornherein zu

eliminieren.

§ 4. Über die Involutionsbeziehung.

s^tzen'd'.
I™ zweiten Paragraphen (auf S. 551) wiesen wir schon darauf

hin, dass unsere Abbildung der charakterij

tiellen Differentialgleichung erster Ordnung

Fix, y, z, p, q) =

^^^°y„"g;'^ hin, dass unsere Abbildung der charakteristischen Streifen einer par-

auf die Linienelemente einer Ebene uns gestattet, aus jedem Satz

über Elementvereine in der Ebene einen Satz über Integralgebilde ab-

zuleiten, da vereinigten Linienelementen der Ebene unendlich benach-

barte charakteristische Streifen entsprechen, von denen jedes Element

des einen mit den benachbarten des anderen vereinigt ist. Dabei ent-

gehen uns nur die eventuell vorhandenen singulären Integralgebilde.

So ist es uns bekannt, dass, wenn in der Ebene oo^ Element-

vereine vorliegen, jeder andere Elementverein als Umhüllender von oc^

dieser Vereine dargestellt werden kann. (Vgl. § 4 des 2. Kap., S. 48.)

Diesem Satze steht ein bekannter Satz über Integralgebilde der par-

tiellen Differentialgleichung F = gegenüber. Wir stellen beide

Sätze zusammen:

*) Wir sehen uns veranlasst, ausdrücklich zu betonen, dass die hier vor-

getragene Auffassung und Begründung der Theorie der partiellen Diflterential-

gleichungen erster Ordnung zuerst von Lie, und zwar in seinen Arbeiten in den
Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania aus den Jahren 1871, 1872 und 1874 ent-

wickelt worden ist. Teilweise wurde diese Theorie sodann von Mansion als

Lie' sehe Theorie in seine reichhaltige Schrift: Theorie des equations aux derivees

partielles du pi-emier ^prdre, Mem. couronne par l'Acad. de Belgique, 25. Bd.,

Paris 1875 (deutsche Übersetzung Berlin 1892) aufgenommen. Ferner bemerken
wir, dass diese allgemeine Auffassung die Grundlage für Darboux' Preisschrift

(Memoire sur les Solutions singulieres des equations aux derivees partielles du premier

ordre, Mem. des savants etrang., 27. Bd., vorgelegt 1876, gedruckt Paris 1880)

bildet, die im übrigen nach mehreren Richtungen wertvoll ist. Unter den übrigen

sich anschliessenden Untersuchungen erwähnen wir besonders ßäcklund's Arbeiten

in schwedischen Schriften und in den Math. Ann., die vom Jahre 1874 ihren Anfang
nehmen. Im zweiten Bande werden wir Gelegenheit haben, jedenfalls einige von
Bäcklund's Arbeiten zu besprechen.

**) Cauchy, Note sur VIntegration des equations aux differences partielles .

dn Premier ordre a nn nomhre qnclconque de variables. Societe iihilom. 1819, S. 10.
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Liegt in der Plbenc eine Schar von

oo" Elementvereinen vor, so lässt sich

jeder andere Elementverein der Ebene

als Umhüllender von Oü^ dieser oc^

Vereine darstellen.

Liegt im Räume {x, y, z) eine Schar Beispiel,

von oü^ Integralgebilden von je oo'''

Flächenelementen der partiellen Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung:

F{x, y, z, p,q) =^

vor, so lässt sich jedes andere Integral-

gebilde der partiellen Differentialglei-

chung, das aus oo* Elementen besteht

(abgesehen von den etwaigen singu-

lären), als Enveloppe von oo^ dieser oü^

Integralgebilde darstellen.

Wenn ferner oo'^ Linienelemente (l, i), i)') in der (j 5) -Ebene ge-

geben sind, so sind sie durch eine Gleichung von der Form

zu definieren. Da diese Gleichung als gewöhnliche Differentialgleichung

erster Ordnung in j, Q aufgefasst werden kann, so hat sie 00^ Element-

vereine als Integralgebilde. Die 00^ vorgelegten Linienelemente ordnen

sich also in bestimmter Weise in 00^ Vereinen an (vgl. § 2 des 2. Kap.,

S. 41). Dieser einfache Satz hat sein Analogon im Räume. So stehen

einander die beiden Sätze gegenüber:

Liegt in der Ebene eine beliebige

Schar von oo" Linienelementen vor, so

ordnen sie sich stets in bestimmterWeise

zu 00^ Elementvereinen zusammen.

Satz 15: Liegt im Baume (x, y, ^)Auordng.'v

ei-ne heliehige Schar von oo^ charakte- streifet

ristischen Streifen der partiellen Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung

F{x, y, z, p, q) =
vor, so ordnen sie sich stets in bestimmter

Weise zu 00^ Integralgebilden zusammen.

An diesen letzten Satz wollen wir nachher anknüpfen. Zunächst

aber führen wir einige neue Bezeichnungen ein: Die Flächenelemente

(x, y, z, p, q) der partiellen Differentialgleichung F = bilden eine

vierdimensionale Mannigfaltigkeit und liegen auf oo^ charakteristischen

Streifen. Diese Streifen sind durch das System:

(59)
dx
Fl

dy
F'

dz

FpP + F^q -
dp

~f;'-f\p
dq

in Verbindung mit der Gleichung F= definiert.

Ist W^ irgend ein Integral dieses Systems (59), so ist f = W
eine Lösung der folgenden homogenen linearen partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung, die wir schon gelegentlich (in § 4 des

11. Kap., S. 508) aufstellten:
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(60) F,
-I + F, I + {F,p + F, ,) ^ - (F, + Fp) I -

-(F, + F,q)lf^ = 0.

^»ym^oT"
^^® y^ike Seite dieser Gleichung wollen wir durch das Klammcraymbol

[^/]. [Ff] bezeichnen. Es sei also im Folgenden:

(61) [Fß^F,(f.-{-pf;)-{-F,(f,-i-qf:) -f^(F,+pF,)-f:^(F,-^,jK)

oder auch:

(61') [Ff] (F,f,-^F/-FJ,--F,f,)-\-p{F,f.-F4,)-\-q(Fj:-FJ,).

Die Integrale /"= W des Systems (59) sind also auch durch die ho-

mogene lineare partielle Differentialgleichung

[Ff] =
zu definieren. Insbesondere ist

[FF] E - 0,

was die bekannte Thatsache ausspricht, dass F selbst ein Integral des

Systems (59) ist. Man sieht ferner sofort, dass stets [Ff] -\- [fF] ist.

Der Klammerausdruck [FW] zweier Functionen F und W von

^7 V} ^} Pj Q erscheint als eine naturgemässe Verallgemeinerung des im

ersten Abschnitte eingeführten Ausdruckes, den wir ebenso durch die

eckigen Klammern markiert haben (siehe § 1 des 3. Kap., S. 69). Die

Rechenregeln für diesen Klammerausdruck sind dieselben wie die da-

mals angegebenen. Wir definieren nun analog dem § 2 des 3. Kap.,

S. 74, so:

invoi. Zwei Functionen F und W von x, y, z,p, q liegen in Involution,

wenn ihr KlammerausdrucJc identisch verschwindet:

[FW] : 0.

Dieser Definition stellen wir eine zweite an die Seite:

Zwei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

F{x, y, z, p, q) = 0, W{x, y, z, p,q) =
liegen in Involution, wenn der Poisson'sche Klatnmerausdruck [FW]
infolge von F=0 und W == verschwindet*).

*) Da wir die Klammerausdrücke auf S. 69 mit den beiden Namen La-
grange und Poisson in Verbindung gebracht haben, wollen wir hier nach-
träglich hervorheben, dass Poisson früher als Lagrange solche Ausdrücke bez.

Symbole eingeführt hat. Besonders durch Jacobi's Arbeiten ist die Wichtigkeit
dieser Ausdrücke in die richtige Beleuchtung gestellt worden. Immerhin ist zu

beachten, dass der allgemeitie Involutionsbegriff bei Jacob i noch nicht vor-

kommt, indem er bei der Betrachtung von Functionen F, W, die in der Beziehung
[FW] stehen, die lästige Bedingung hinzufügt, dass F und W hinsichtlich

p und q von einander unabhängig sein sollen.
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Nehmen wir nun an, ausser der vorgelegten partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung

F(x, y, z, p, q) =
sei uns eine zweite Gleichung

^{x, y, s, p,q) =
bekannt, die mit ihr in Involution liegt Dann ist [FW] nach Defi^ zwli^ln.

nition gleich Null infolge von F= und W= 0. Da die Differential- i''«'«"^-

gleichung [Ff] = für f dem System (59) äquivalent ist, von dem

F ein Integral ist, so ist F=0, W=0 im Räume mit den fünf

Coordinaten x, y, z, p, q eine Mannigfaltigkeit, die von Integralcurven

des Systems (59) erzeugt wird (vgl. § 1 des 11. Kap., S. 490). In

dem gewöhnlichen Räume (x, y, z) definieren die beiden Gleichungen

(62) F=0, W=0
folglich eine solche Schar von cx^'' Flächenelementen der Gleichung

F=0, die von charakteristischen Streifen, also von oo'^ charakte-

ristischen Streifen der Gleichung F=0 erzeugt wird. Daher ordnen

sich diese oo^ Elemente nach dem Satze 15 als oo^ Integralgebilde der

Gleichung F= an.

AVenn nun die beiden Gleichungen (62) z. B. nach p, q auf-

lösbar sind:

p = P{x,y,2), q= Q(x,y,z),

so müssen die fraglichen oo^ Integralgebilde Flächen sein. Anderer-

seits bilden oo'^ Elemente (x, y, z, p, q) nur dann einen Elementverein,

wenn für ihre Schar

dz — pdx — q dy =
ist. Mithin ergeben sich alle Vereine von oo^ Elementen, die der

Schar der oo'' Elemente F=0, W=0 angehören, durch Integration

der totalen Differentialgleichung oder Pfaff'sehen Gleichung:

dz — P{x, y, z) dx — Q{x, y, z) dy = 0.

Sie muss integrabel sein (vgl. § 2 des 6. Kap., S. 194), da es ja cx)^

Vereine von je oo^ Elementen giebt, in die sich die oo^ Elemente an-

ordnen lassen. Sie lässt sich also auf die Form:

d(p (x, y,z) =
bringen und hat dabei die oo^ Integralflächen cp = Const. und sonst

keine. Diese Flächen cp = Const. sind also die oo^ erwähnten Integral-

gebilde von F == 0. Sind die Integralgebilde Curven, d.h. sind die

Gleichungen (62) nicht nach p, q auflösbar, so ergeben sich die Integral-

gebilde durch Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster
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Ordnung in zwei Veränderlichen, wie man leicht erkennt. Sind sie

Punkte, so ist ihre Bestimmung ohne Weiteres geleistet.

Bemerken wir aber jetzt, dass die Involutionsbeziehung [i^'ffjzz^O

der beiden Gleichungen (62) völlig symmetrisch in F und W ist, da

\FW^ nur sein Vorzeichen ändert, wenn F mit W vertauscht wird,

so erhellt unmittelbar, dass sich die oo^ durch (Q2) definierten Elemente

auch in oo^ Integralgebilde der Gleichung ^ == 0, die ja auch eine

partielle Differentialgleichung erster Ordnung ist, müssen anordnen

lassen. Wir sahen soeben, dass sich die oo^ Elemente nur auf eine

Art als oo^ Vereine anordnen. Also folgt, dass die leiden partiellen

^^^t^gtax-Bifferentialgleichimgen (62) mit einander oo^ Integralgebilde von je oo^
gebiide.

],ji(,jf^^fß^2, gemein haben.

Wenn umgekehrt irgend zwei solche partielle Differentialgleichungen

erster Ordnung F= und W= vorliegen, die oo^ Integralgebilde

von je oo'-^ Elementen gemein haben, so wird sich die Schar der durch

F=0, y[f=0

definierten oo^ Elemente in cx)^ charakteristische Streifen der Gleichung

F=0 zerlegen lassen, da jedes Integralgebilde von oo^ Elementen

aus oo^ charakteristischen Streifen besteht (vgl. Satz 2, § 2, S. 539).

Also ist dann i^= 0, W= eine Mannigfaltigkeit, die dem System

(50) genügt, d. h. es ist [F^F] = infolge von F=0 und ^=0.
Somit ist bewiesen:

Satz 16: Zwei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

F{x, y, z, p, q) = 0, W(x, y, z, p, q) =
im Räume {x, y, z) haben dann und nur dann oo^ Integralgebilde von

je oo^ Elementen gemein, wenn sie in Involution liegen, d. h. wenn

[FW] infolge von F= und ^= verschwindet.

Es liege nunmehr wiederum die partielle Differentialgleichung

erster Ordnung
F(x,y,z,p,q) =

vor, und es sei angenommen, dass uns ein Integral W{x,y, z,p,(j)

"^LJ' des Systems (59) bekannt sei. Dasselbe sei aber nicht nur eine Function

'i^=con8t. des Integrales F von (59). Die beiden Gleichungen

F=0, W=a
bestimmen nun für jeden Wert der Constanten a eine Schar von oo^

charakteristischen Streifen der partiellen Differentialgleichung F= 0.

Nach Satz 15 ordnen sie sich als oo^ Integralgebilde der Gleichung

F=0 an. Da dies für jeden Wert der Constanten a gilt, so erhalten
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wir insgesamt oo- Integralgebilde von F= 0. Sie enthalten alle oo*

Elemente der Gleichung F = und stellen daher eine vollständige

Lösung von F= dar. Wie wir die oc'^ Integralgebilde zu bestimmen

haben, geht aus dem Obigen hervor. Hier ist eben nur die Gleichung

^P"= a an die Stelle von ^^= getreten. Man erkennt, dass die

Bestimmung auf die Integration einer integrabeln Pfaif 'sehen Gleichung

in X, y, s zurückkommt, die noch eine willkürliche Constante a enthält.

Daher gilt der

Satz 17: Liegt eine partielle BifferentialgleicJmng erster Ordnung

l{x,y,z,p,(i) =
im Räume (x, y, z) vor und Jcennt man ein von F unabhängiges Integral

W des Systems

dx dy dz dp dq
Fp ^ F:^

"" F,V + F;^ ^ -F--F7p ^ -'F^~ FTq

'

so findet man diireh Integration einer integrabeln Pfaff'schen Gleichung

in X, y, z eine vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung

F= 0. Die Gleichungen

F=0, W=a
bestimmen nämlich für jeden Wert der Constanten a solche oo^ Elemente,

die cx)^ charakteristischen Streifen von 1= angehören, und diese Streifen

ordnen sieh in bestimmter Weise zu <x^ Integralgebilden von je c»^ Ele-

menten an.

Wir wollen jetzt nicht nur die eine partielle Differentialgleichung

F =0, sondern die oo^ partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

F{x, y, z, p, q) = Const.

ins Auge fassen, von denen jede oo^ charakteristische Streifen hat.

Da das System (59) sich nicht ändert, wenn statt F die Function

F— Const. gesetzt wird, so folgt, dass alle diese oo* charakteristischen

Streifen eben diejenigen sind, die von diesem System von vier simul-

tanen gewöhnlichen Differentialgleichungen (59) definiert werden. Ein

Integral dieses Systems ist F selbst. Ist W irgend ein Integral des

Systems (59), so ist es eine Lösung /' der homogenen linearen par-

tiellen Differentialgleichung erster Ordnung [Ff] = 0.

Es sei nun W ein von F unabhängiges Integral des Systems (59). luvoi.

Alsdann liegen die beiden Gleichungen u.

F=a, W=b
für jedes Wertsystem der Constanten a, b in Involution, und sie haben
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daher stets nach Satz 16 mit einander oo^ Integralgebilde von je oo^

Elementen gemein.

Wenn umgekehrt zwei Functionen F und W von x, y, z, p, q die

Eigenschaft haben, dass die beiden Gleichungen

(63) F=a, W==h
für jedes Wertsystem der Constanten a, b mit einander oo^ Integral-

gebilde von je oo^ Elementen gemein haben, so enthält jedes dieser

Integralgebilde insbesondere oo^ charakteristische Streifen von F= a.

Die beiden Gleichungen (63) definieren daher für jedes Wertepaar der

Constanten a, b stets oo''^ charakteristische Streifen von F= a, d. h.

W muss ein Integral von (59) sein, sodass

[FW] =
ist. Es hat sich also ergeben:

Satz 18: Bann und nur dann, wenn die beiden Functionen F und

W von X, ij, z, p, q in Involution liegen, also

[FW]

ist, haben die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnimg

F=a, W^b
im Baume ix, y, z) die Eigenschaft, dass sie für jedes Wertsystem der

Constanten a, b mit einander oo^ Integralgebilde von je oo- Elementen

gemein haben.

Bestimmg. Sind wieder F, W zwei von einander unabhängige Functionen von

integral- x, 11, z, }), q, die in Involution liegen:
gebilde. f J7 ) 1 ) -LJ ö

[FW]r:-0,

so finden wir die oo^ gemeinsamen Integralgebilde der beiden partiellen

Differentialgleichungen

(63) F=a, W=b
in der auf S. 567 angegebenen Weise: Nehmen wir nämlich an, dass

die Gleichungen (63) nach p und q auflösbar seien, indem wir be-

merken, dass sich anderenfalls die gemeinsamen Integralcurven bez.

Punkte ebenfalls leicht bestimmen lassen, womit wir uns hier nicht

auflialten wollen, so werden die Auflösungen die Form haben:

(63') p = F{x,y,z,a,b), q= Q{x,y, z,a,b).

Die Pfaff'sche Gleichung

dz — Fdx—Qdy = ()

ist dann integrabel und liefert die oo^ gemeinsamen Integralflächen,

etwa:
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co{x,y,2,a,h) = c,

wobei c die Integratioiisconstante bedeutet.

Nun liegen die drei Gleichungen vor:

(^64) F=a, W=b, (o(x,y,2,a,b) = c.

Sie enthalten drei willkürliche Constanten a, b, c. Eliminieren wir

b und c, so geht wieder F= a hervor^ eliminieren wir a und c, so

geht wieder ^==6 hervor. Eliminieren wir aber a und b, so kommt:

co(x,y,0,F,W) = c

oder also eine Gleichung von der Form:

Sl(x,y,0,p,q) = c.

Die drei partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

(65) F=a, W=b, £l = c

haben nun für jedes Wertsystem der Constanten a, b, c die Eigen-

schaft, dass je zwei mit einander oo^ Integralgebilde von je oo^ Ele-

menten gemein haben. Denn dass dies z. B. für F= a und Sl = c

der Fall ist, folgt daraus, dass jede Gleichung F=a mit jeder der

oü^ Gleichungen W = b solche oc^ Integralgebilde gemein hat, nämlich

die durch

(66) (o{x,y,2,a,b) = c

bei willkürlichem c dargestellten. Da nun die Elemente dieser ge-

meinsamen Integralgebilde die Gleichungen F=a, W=b erfüllen,

so erfüllen alle die Integralgebilde, die bei festem c durch (65) dar-

gestellt werden, auch die Gleichung (o{x, y, s, F, W) = e oder ß = c.

Die Flächen (65) sind daher Integralgebilde von Sl == c für jeden be-

stimmten Wert der Constanten c. Nach Satz 18 ist mithin auch:

[FSl-j-^O, [WSl]—:0.

Ist ferner O irgend eine von F und U^ unabhängige Function, die

mit F und W in Involution liegt:

so werden wir sogleich zeigen, dass ^ eine Function von F, W und £1

allein ist, dass also die drei folgenden Gleichungen, in denen auch y

eine Constante bedeutet:

I = a, W^b, = y

mit den drei obigen Gleichungen (65) äquivalent sind, sodass sie durch

Elimination von p und q für jede Gleichung F= a eine vollständige

Lösung
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cp{x,y,2,a,h) = y

mit den beiden willkürlichen Constanten h, y ergeben, die nur eine

andere Form der früheren: co = c ist.

d^Lmkehr ^^^ haben also noch zu zeigen, das«, wenn F, Sl und W drei von

einander unabhängige Functionen sind, die paarweis in Involution

liegen:

[FW] = 0, [F^]=0, [W^]=.0

alsdann jede Function ^, die mit F und W in Involution liegt:

[FO] = 0, [W^] = 0,

eine Function von F, ^ und Sl allein ist.

Zu diesem Zweck zeigen wir zuerst, dass die beiden Gleichungen

(67) [Fn = o, [Wn = 0,

denen f=0 genügt, von einander unabhängig sind. Wären sie nämlich

von einander abhängig, so beständen wegen ihrer Form (vgl. S. 566)

Relationei? von dieser Art:

^. + p^. = q{F, + pF,), W,+ qW,^: QiF, + qF,),

die sich auch in die eine

(68) dW- QdF={W, — Q F,) {dz — p dx — q dg)

zusammenfassen lassen. Nun definieren die beiden Gleichungen

F=a, W=h
zusammen cx)^ Elemente, für die dF==0 und dW= ist. Sobald

also W: — qF.eeO ist, so müsste für diese oo'' Elemente nach (68):

dz — pdx — qdg =
sein, d. h. sie müssten nach § 1, S. 523, einen Verein bilden. Wir

sahen aber dort (Theorem 21, S. 528), dass es keine Vereine von

oq'-^ Elementen giebt. Also wäre

W, — qF, =
zu setzen, sodass (68) ergäbe:

dW—QdFE:EO.

Eine solche Relation kann aber nur dann bestehen, wenn W eine

Function von F allein ist, und dies widerspricht der Voraussetzung.

Die beiden Gleichungen in fünf unabhängigen Veränderlichen

^, y, ^, p, g

(67) [i^7"J = <>, [Wf] = i)
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sind mithin unabhängig von einander und haben deshalb höchstens

drei von einander unabhängige Lösungen. Solche sind F, W und nach

Voraussetzung auch ß, da ß mit F und W in Involution liegt. Also

ist jede gemeinsame Lösung ^ von (67) eine Function von F, W und

ü allein, was zu beweisen war.

Hiermit ist gezeigt:

Satz 19: Bas Problem, die oo^ partiellen Di/ferentialgleicJiungenJ^ene Form
'

des Integr.-

erster Ordnung probi. v.

F(x,y,2,p,q) = a (a = Const.)
^=const.

izu integrieren, ist gelöst, sobald man zwei von F und von einander un-

abhängige Functionen und W von oc,y, z, p,q kennt, die mit F und

mit einander in Involution liegen:

[F(P] = 0, [FW] EB 0, [0 W] EE 0,

denn dann stellen die drei Gleichungen:

F=a, = b, W=c
eine vollständige Lösung der Gleichung F == a mit den Parametern

b, c dar.

An diese allgemeinen Betrachtungen schliessen wir nun einige von

speciellerer Natur.

Liegt die partielle Differentialgleichung erster Ordnung F=oin

Fix, y, z, p,(i) = ?^fl?

vor, so wollen wir uns fragen, ob oder wann es eine Grleichung

W{x,y,z) = a

giebt, die frei von p und q ist und für jeden Wert der Constanten n

mit der Gleichung i^=0 in Involution liegt. Nach (Gl), S. 566, ist

zu fordern, dass die Gleichung

(69) F,{W, + p-^F:) + F,{W, + qW,) =
eine Folge von jP= sei. Diese Gleichung ist eine lineare homogene

partielle Differentialgleichung für F, die der gewöhnlichen Differential-

gleichung

(nr)\ dp ^ ^g
^ ^ 'P. + i>'P. ^y + 9'P.

äquivalent ist, in der W^, ^y, W. frei von p und q sind. Letztere

Gleichung hat nun die Integrale x, y, z und
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Also ergiebt sich, dass sich die Gleichung F=0 auf die Form

Lin art
bringen lassen oder von j7 und q frei sein muss. Die Gleichung F=0

Diffgi.
i'ßjifi also jedenfalls nur linear in p und q sein.

Dies Hess sich auch von vornherein erwarten, denn soll F=()
mit W{x,y,z) = a für jeden Wert der Constanten a in Involution

liegen, so müssen die beiden Gleichungen, aufgefasst als Differential-

gleichungen, nach Satz 16 für jeden Wert der Constanten oo^ Integral-

gebilde von je oc^ Elementen gemein haben. Nun aber sind diese

oü^ Integralgebilde bei W = a sicher oo^ Curven oder Punkte. (Vgl.

§ 1, S. 531.) Also müsste F=0 sicher oo^ Curven (oder Punkte)

zu Integralgebilden haben, d. h. eine lineare partielle Differential-

gleichung sein (siehe S. 532). Umgekehrt: Ist F=0 eine lineare

partielle Differentialgleichung, so hat sie sicher oo- Integralcurven.

Ordnen wir diese Curven in oc'^ Flächen

W(x, y, z) = a

an, so hat jede partielle Differentialgleichung W = a mit F =
gerade oo^ Integralcurven gemein, d. h. nach Satz 16 liegt F= mit

jeder der oc^ Gleichungen W= a in Involution.

Hieraus erhellt ferner: Ist

(71) X(x, y,0)p+ Y(x, y,0)q- Z{x, y,z) =
eine vorgelegte lineare partielle Differentialgleichung F ^^ und liegt

sie mit jeder der oo^ Gleichungen

W{x,y,z)^a

in Involution, so ist jede Fläche W = a von oo^ Integralcurven des

Systems
/rjo\ dx dy dz

erzeugt, d. h. W ist ein beliebiges Integral dieses Systems. Für jedes

Integral W dieses Systems ist demnach

(73) \Xp J^Yq-Z,W-\ =
infolge von Xp -j- Yq — Z= Q. Dies kann sofort auch analytisch

verificiert werden: Nach (61) lautet die Gleichung (73), da W nur

X, y, z enthält, so:

X(^. H-jp'F.) + Y{W,j + ciW,) =
und lässt sich infolge von (71) so schreiben:

XW^-\- YWy^ ZW,==
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Ist W ein Integral des Systems (72), so hat die lineare partielle

Differentialgleichung (71) in jeder der oo^ Flächen W = a je oc^

Integralcurven. Jede dieser Integralcurven stellt oo^ charakteristische

Streifen der Gleichung (71) dar (vgl. § 2, S. 542). Damit sind also

die oo^ charakteristischen Streifen der Gleichung (71) so angeordnet,

dass je oo^ längs einer Curve liegen und in oo^ Flächen je oo^ dieser

Curven verlaufen.

Ein besonderes Interesse haben schliesslich diejenigen partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung, deren charakteristische Streifen

sämtlich längs solcher Charakteristiken liegen, die in parallelen Ebenen

= Const.

verlaufen. Es sind dies nach dem Vorhergehenden diejenigen linearen

partiellen Differentialgleichungen (71), deren zugehöriges System (72)

das Integral W^E: s besitzt, d. h. für die Z \-- ist. Hiermit kommen
wir zu den in 'p, q^ homogenen linearen partiellen Differentialgleichungen: un'l^aft.

Difff?l.

X{x, y,z)p-{- Y{x, y,z)q = 0.

Für diese reduciert sich das ganze Integrationsproblem darauf, die in

den Ebenen == Const. gelegenen Charakteristiken zu bestimmen, d. h-

die gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in x, y:

dx dy
X{x,y,z) ~ Ylx, y, z)

'

die nur noch als einen Parameter enthält, zu integrieren.

Sind insbesondere X und Y frei von oder ist auch nur das

Verhältnis von X zu Y frei von 2, so sind die oo^ Charakteristiken in

jeder Ebene 0= Const. in derselben Weise gelegen, d. h. genauer aus-

gedrückt: Dann sind die in der Ebene = gelegenen oo^ Charakte-

ristiken die Projectionen der in einer beliebigen Ebene = Const.

gelegenen Charakteristiken. Die Charakteristiken liegen also auf 00^

Cylindern, deren Erzeugende der ^-Axe parallel sind. Jetzt liegt die

partielle Differentialgleichung vor:

X(x, y)p + Y{x, y)q = 0. p^rniflgi,
frei V. z.

Da die Gleichung frei von ist, so folgt, dass die oc^ Flächenelemente

der Gleichung, deren Punkte in einer beliebigen Ebene = Const.

liegen, genau so verteilt sind, wie die 00^, deren Punkte in der be-

stimmten Ebene = liegen. Betrachten wir diese 00^ Elemente,

deren Punkte (x, y, 0) in der Ebene = gelegen sind. Diejenigen

cx)^ unter ihnen, die einen Punkt (x, y, 0) gemein haben, bilden ein

Büschel von Elementen. Die Axe des Büschels ist ein i»?/c»element
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in der Ebene 2 = 0, und zwar ist (x, y) der Punkt dieses Linien-

elementes, während die Grösse ?/'= ^^ = v "^ — ^^® Richtung der

Geraden des Elementes angiebt. Wir können daher die drei Grössen

X, y und — — als die Coordinaten x, y und y eines Ldnienelementes in

der Ebene auffassen, anders ausgedrückt: Wir können statt der früheren

drei Coordinaten x,y,y' der Linienelemente in der Ebene nunmehr vier

coMd^^d'
Coordinaten x,y,p, q einführen, von denen die beiden letzten homogene

^i^'y^fn^' Coordinaten sind. Die Benutzung solcher homogener Coordinaten für

die Linienelemente in der Ebene hat eine grosse formelle Bedeutung,

die wir aber erst im zweiten Bande ausführlich darlegen können. (Vgl.

die Fussnote zu S. 116.)

Räumliche w^jj. jjönuen das Letztere so zusammenfassen: Das Prohlem, eine
Deutg. einer '

ff^^P^^s^getvöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in der Ebene:

X{x,y)y- Y{x,y) =
m integrieren, ist äquivalent mit dem Problem, die gemeinsamen Integral-

gebilde der beiden in Involution liegenden partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung im Baume:

X(x,y)p-j-Y{x,y)c2 = 0, z =
zu bestimmen.

§ 5. Zur Transfonnationstheorie der partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung.

pkttrf. Eine Punkttransformation
]. Raiim.

(74) X, = X(x, y, z), y^ = Y{x, y, z), z^ = Z{x, y, z)

führt jede Fläche in eine Fläche und insbesondere alle Flächen, die in

einem Punkte eine gemeinsame Tangentenebene haben, in ebensolche

Flächen über. Der gemeinsame Punkt und die gemeinsame Tangenten-

Trf. d. ebene durch den Punkt stellen zusammen ein Flächenelement dar. Jedes
Flächen-
elemente. Flächenelement geht daher bei der vorgelegten FunMtransformation wieder

in ein Flächenelement über.

Um das neue Element analytisch zu bestimmen, gehen wir davon

aus, dass die Fläche

(75) z = (p(x, y)

im Punkte (x,y,z) ein Flächenelement {x,y,z,p,q) hat, für das

(76) dz — pdx — qdy =
ist. Die Gleichung (75) bestimmt z als F'unction von x und y, sodass

die Gleichung (76) alsdann p und q als Functionen von x und y liefert.
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Wir erhalten also z, p, q als Functionen von x, y. Es möge nun die

Fläche (75) vermöge der Punkttransformation (74) in die Fläche

(77) ^i = 9>i{Xi,yi)

übergehen. Dann sind a^i, 2/i, ^i nach (74) Functionen von x, y und z

oder also nach (75) Functionen von x und y allein. Ferner bestimmt sich

das transformierte Flächenelement (^i, ^i, ^i^i^i, Q'i)
aus (77) und

(78) dz^ — Pi dx^ —
g'i

dy^ = 0,

sodass sich Py,qi als Functionen von x^,y^ ergeben, die wir aber in-

folge von (74) und (75) als Functionen von x, y auffassen können.

Die Gleichung (78) können wir infolge von (74), da z als Function

von X und y aufzufassen ist, so schreiben:

{Z,+pZ. - {X^+pX:)p, - {Y.-^pY:)q, ] dx +
+ {Z, + gZ. - {Xy + qX;)p, - (F, + g T.) q,] dy = 0.

Da dXy dy von einander unabhängige Differentiale sind, so kommt

einzeln:

\Z.+pZ.- (X, + p X,)ä - (J^-^P Y^) 9i = 0,

^ ^ \Zy-j-qZ.^{X,i-qX.)p,-{Y, + qY.)q,=0.

Hieraus lassen sich p^ und q^ als Functionen von x, y, z,Py q berechnen.

Es kommt:

(80)

Da diese Formeln sich ergeben, wie man auch die Fläche z =^ (p(x,y)

wählen mag, so folgt also, dass die fünf Gleichungen (74) und (80) an-

geben, in welches Flächenelement {oc^,y^yZi,pi,qi) ein beliebiges gegebenes

Flächenelement {x,y,z,p,q) bei der vorgelegten Punkttransformation

(74) übergeht. Wir nennen daher die fünf Gleichungen (74), (80),

die auch umgekehrt nach oc,y,z,p,q auflösbar sind, die Ertveiterung ^rvreiteig.

der Punlcttransformation (74).

Eine andere Art der Erweiterung haben wir in der Geometrie der

Linienelemente, in § 5 des 10. Kap., S. 479, kennen gelernt. Hier

verstehen wir unter der Erweiterung immer die soeben besprochene.

Bei der Erweiterung unserer Punkttransformation wird jedes Flächen-

element {x,y,z,p,q) in ein neues {^i, y^, 2i,Pi,qi) übergeführt. Ins-

besondere gehen dabei alle Flächenelemente einer Fläche z = (p(x,y)

in die Elemente der neuen Fläche z^ = (p{xj^,yi) über. Zwei FläcMn-
Lie Geometrie der Berührungatransformationon I. 37 [22.11. 1896.]

(^«
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tbiti"
ß^ßw^cwfe, die vereinigt liegen, gehen daher in ebenfalls vereinigte Flächen-

Erweiter
^^6***^^^ Über. Die Gleichlingen (80) kann man nun in eleganter Weise

dadurch ableiten, dass man verlangt, dass^j^g-j solche Functionen von

x,y, z,p,gi sein sollen, dass die Bedingung der vereinigten Lage bei

der Transformation invariant bleibt, d. h. dass eine Gleichung von

der Form

(81) dz^ — p^ dx^ — q^ dy^ = q (dz — pdx — q dy)

besteht. (Vgl. § 1 S. 522.) Dabei bedeutet q eine vorerst noch un-

bekannte Function von x, y, z. Nach (74) giebt die Forderung:

dZ— PjdX — q^dY= Q(dz — j^^^ — ^dy)-

Diese Gleichung, die linear und homogen in dx, dy, dz ist, zerfällt in

die drei einzelnen:

z.
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mente über. Hieraus folgt, dass die Transformation (74), (80) jedes

Integralgehilde der partiellen Differentialgleichung (82) in ein Integral-

gebilde der neuen partiellen Differentialgleichung (83) verwandelt. Ins-

besondere geht jedes Integralgebilde der Gleichung (82), das aus nur

oo^ Elementen besteht, in ein ebensolches Integralgebilde der Gleichung

(83) über. Unter diesen Integralgebilden nehmen die charakteristischen

Streifen eine besondere Stellung ein: sie sind die einzigen, die zugleich

unendlich vielen Integralgebilden von (x>^ Elementen angehören. Daraus

folgt, dass die od^ charakteristischen Streifen der Gleichung (82) vermöge

der Transformation (74), (80) in die oo"'^ charakteristischen Streifen der

GleicJmng (83) übergehen.

Es hat sich folglich ergeben:

Satz 20: Wird auf eine beliebige partielle Differentialgleichung erster

Ordnung
F{x,y,z,p,(i) = Q

im Baume (x, y, z) eine vorgelegte Punkttransformation ausgeüht, .s'o geht

sie ivieder in eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

Fi(x„ y„ z„ p„ q,) =
über. Dabei gehen die Flächenelemente (x, y, z,p, q) der Gleichung F=i)
vermöge der Erweiterung der Punkttransformation in die Flächenelemente

(*"i7 Vii ^1} Pi} 1i) ^ß** Gleichung F^ = über. Ferner gehen dabei die

Integralgebilde der Gleichung F= in die der Gleichung F^ = und

insbesondere die oo^ charakteristischen Streifen der Gleichung F= in die

oü^ charakteristischen Streifen der Gleichung I\ = über.

Betrachten wir insbesondere eine lineare partielle Differentialglei-

chung erster Ordnung

a{x, y, 0,)p + ß{x, y,2)q — y(x, y, z) = 0.

Diese partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung lassen sich durch

die Eigenschaft charakterisieren, dass je oo* charakteristische Streifen

einer solchen Gleichung längs einer Curve liegen, sodass sich alle oo^

charakteristische Streifen längs oo^ Curven anordnen (vgl. § 2, S. 542).

Bei Ausführung der Punkttransformation (74) gehen diese oo^ Curven

wieder in cjo^ Curven über. Die durch die Transformation hervor-

gehende neue partielle Differentialgleichung erster Ordnung hat daher

ebenfalls die Eigenschaft, dass ihre oo^ charakteristischen Streifen längs

od^ Curven liegen, und ist daher ebenfalls linear. Analytisch geht dies

aus den Formeln (80) sofort hervor. Part.niffgi.

. . . . , .
fi^ßi V- Vi'l

Ist die partielle Differentialgleichung frei von p und q: bei pkttrf.

Lin. p.

Diffgl. bei

F(.;, y, z) = 0,

37'
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SO erhellt unmittelbar^ dass sie durch Ausführung einer Punkttrans-

formation (74) wieder in eine von j}^, q^ freie partielle Differential-

gleichung

übergeht.

Daher können wir den Satz aussprechen:

Satz 21: Bei Ausführung einer Punkttransformation des Raumes
{x, y, z) geht jede lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

ap -j- ßq — y =
wieder in eine lineare 2)(^rtielle Differentialgleichung erster Ordnung:

<^iPi + ßiii — 71 =
imd jede von p, q freie iMrtielle Differentialgleichung erster Ordnung

Fix, y,z) =
wieder in eine von p^ , q^ freie partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F(oc„y„0,) = O
über.

Sind ferner

F{x, y, z, p, q) = 0, W{x, y, z, p, q) =
zwei solche partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, die in

Involution liegen (vgl. § 4, S. 566), so haben sie nach Satz 16, S. 568,

oo^ gemeinsame Integralgebilde von je oo^ Elementen. Wenn sie ver-

möge der Transformation (74), (80) in die beiden Gleichungen

F,(x„ y„ z„p„ qj = 0, W,(x„ y„ z„p,, q,) =
übergehen, so verwandeln sich diese oo^ gemeinsamen Integralgebilde

in solche der Gleichungen F^ = 0, Wj^ = 0. Nach dem soeben er-

wähnten Satz 16 liegen daher auch die Gleichungen F^ = 0, W^ =
^Gin\li ^^ Involution. Die Involutionsbeziehimg zweier partieller Differential-

Tn"r^
glßichungen erster Ordnung ist daher invariant gegenüber der Aus-

führung einer Punkttransformation im Baume {x, y, z).

Liegen zwei Functionen F und ^F in Involution und gehen sie

vermöge der Transformation (74), (80) in die Functionen F^, W^^ über,

so liegt jedes Gleichungenpaar:

F=Const., 'p-=Const.

in Involution und daher auch jedes Gleichungenpaar

F^ = Const., W^ = Const.,

invoi. V. d. h. auch Fy und W^ liegen in Involution. Die Involutionsbeziehung

pkttrf.^' [jP'J*"] "- zweier Functiotien F und W bleibt demnach ebenfalls in-

variant gegenüber der Ausführung einer Piinkttransformation.
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Es gilt somit der einfache, aber wichtige

Satz 22: Ißei jeder Punkttransformation des Raumes (x, y, z) Ueiht

die Involiitionshcziehung invariant, d. h. wenn zwei Gleichungen

F(x, y, z, p, q) = 0, W{x, y, z, p, q) =
oder auch zwei Functionen F und W in Involution liegen, wenn also

[FW] entweder infolge von F=0, W=0 oder identisch gleich Null

ist, so gilt das Entsprechende von den durch Äiisühung der Fnveiterung

der Funkttransformation hervorgehenden Gleichungen:

Fi{x„ y„ z„p„ q,) = 0, W,{x„ y„ z„p„ q,) =
hez. von den hervorgehenden Functionen jp\, W^. Es ist also im, ersten

Falle [F^ W^] = infolge von Fj^ = 0, W^ == und im zweiten Falle

{F^ ^J '= 0.

Wir wollen nun überhaupt die allgemeinsten Transformationen der

Elemente betrachten, die jedes Integralgebilde einer vorgelegten partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung

F(x,y,z,p,q) =
wieder in ein Integralgebilde derselben Gleichung überführen.

Die Differentialgleichung definiert eine ^;^erdimensionale Mannig-

faltigkeit von Fläehenelementen. Denken wir uns die Gleichung F=0
etwa nach q auflösbar:

c[=Q{x,y,z,p),

so können x, y, z, p als die Coordinaten der oo-^ Elemente dieser Mannig-

faltigkeit gebraucht werden. Beschränken wir uns auf diese oo* Ele-

mente, so ist es leicht, alle Transformationen anzugeben, die jedes

dieser Elemente wieder in ein solches verwandelt. Wir brauchen zu

diesem Zwecke nur eine beliebige Transformation der vier Ver-

änderlichen x,y,z,p in x^, y^, z^, p^ aufzustellen:

(84) X, = X(x, y, z,p), y, = Y{x, y,z,p), z, = Z{x, y, z,p),

p, = P(x,y,z,p).

Eine derartige Transformation wird aber im allgemeinen ein Integral-

gebilde von F= nicht wieder in ein Integralgebilde von F=
verwandeln, denn dazu wäre notwendig — und offenbar auch zugleich

hinreichend — , dass die Transformation (84) zwei vereinigt liegende

Elemente der Gleichung F=0 stets wieder in vereinigt liegende

Elemente verwandelte.

Stellen wir uns nun die Aufgabe, alle durch analytische Glei-

chungen ausdrückbaren Transformationen (84) der Elemente von F=0
zu finden, bei denen vereinigte Elemente in ebensolche und infolge-

Trf. d.

Elemente
e. part.

Diffgl.
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dessen Integralgebilde in Integralgebilde übergehen. Da die charakte-

ristischen Streifen die einzigen Elementstreifen sind^ die in unendlich

vielen Integralgebilden enthalten sind, so muss jeder charakteristische

Streifen vermöge der Transformation (84) wieder in einen charakteri-

stischen Streifen übergehen. Benutzen wir nun eine der in § 2 be-

d. EbenT sprochenen Ähhüdungen der oo^ charakteristischen Streifen auf die

Linienelemente einer Ebene, so muss also in der Bildebene jedes Linien-

element in ein Linienelement verwandelt werden. Nun wird ferner ein

Integralgebilde von oo^ Elementen bei der Abbildung durch einen

Verein von Linienelementen in der Bildebene dargestellt. Die Trans-

formation der Linienelemente, die durch die Abbildung aus der Trans-

formation (84) hervorgeht, muss somit die Eigenschaft haben, in der

Ebene jeden Verein von Linienelementen in einen Verein zu ver-

i^r'ilbeuo
wandeln, d. h. sie muss eine Berüliruncjstransformation in der Ebene sein.

Umgekehrt: Wählen wir in der Bildebene irgend eine Berührungs-

transformation, so wird sie jedes Linienelement in ein Linienelement

und jeden Verein in einen Verein verwandeln. Da jedem Linienelement

ein charakteristischer Streifen der Gleichung F= ^) entspricht, so wird

hiermit im Räume eine Transformation der oo^ charakteristischen Streifen

hergestellt. Bei ihr gehen alle oc^ charakteristischen Streifen eines

Integralgebildes von oo^ Elementen stets wieder in die oc^ charakteri-

stischen Streifen eines Integralgebildes von ocr Elementen über. Zwei

unendlich benachbarte charakteristische Streifen also, denen die Eigen-

schaft zukommt, dass jedes Element des einen mit den unendlich be-

nachbarten Elementen des anderen vereinigt liegt, gehen in zwei cha-

rakteristische Streifen derselben Art über.

Mit dieser Transformation der c»^ charakteristischen Streifen ist

aber noch gar nicht festgestellt, wie die oo^ Elemente aller dieser

Streifen transformiert werden sollen. Wenn ein charakteristischer Streifen

in einen gewissen anderen übergeht, so können wir vielmehr noch in

irgendwelcher Weise anordnen, in welches Element des letzteren ein

beliebiges Element des ersteren verwandelt werden soll. Haben wir

eine solche Festsetzung getroffen, so liegt eine Transformation der oo^

Flächenelemente von F =0 vor, die jeden charakteristischen Streifen

wieder in einen solchen verwandelt und die ferner je zwei unendlich

benachbarte charakteristische Streifen von der oben angegebenen be-

sonderen Art in ebensolche überführt. Daraus folgt, dass die Trans-

formation zwei vereinigte Elemente der Gleichung J^= stets wieder

in vereinigte Elemente verwandelt. Es geht demnach jedes Integral-

gebilde von i^'==0 vermöge der Transformation in ein Integral-

gebilde über.
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Man erkennt, dass die gesuchten und hiermit gefundenen Trans-

formationen der Flächenelemente von F=0, die jedes Integralgebilde

in ein Integralgebilde verwandeln, noch in hohem Masse willkürlich sind.

Im zweiten Bande werden wir, nachdem die allgemeine Theorie der Be-

rührungstransformationen des Eaumes entwickelt worden ist, das hier nur knapp
behandelte Problem in eingehender Weise besprechen. Wir werden finden, dass

die allgemeinste Transformation der Elemente einer einzelnen partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung F{x, y, z,p, q) = 0, bei der jedes Integralgebilde in

ein Integralgebilde übergeht, durch eine Berührungstransformation des Eaumes
vermittelt werden kann. Dagegen steht die Sache anders, wenn man eine Schar

von OQ^ partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

F{x, ij, z-, p, q) = Const.

ins Auge fasst. Dann ergiebt sich , dass die Berührungstransformationen des Raumes
nicht die einzigen Transformationen der oo^ Flächenelemente des Raumes sind,

die jedes Integralgebilde wieder in ein Integralgebilde verwandeln, und zwar so-

wohl dann, wenn man verlangt, dass jede einzelne der oo^ Gleichungen P =
für sich invariant bleiben soll, als auch dann, wenn man verlangt, dass nur ihre

Schar invariant bleiben soll. Wenn man aber die Forderung stellt, dass die ge-

suchte Transformation der Flächenelemente des Raumes die Integralgebilde jeder

partiellen Differentialgleichung erster Ordnung in die Integralgebilde der durch

die Transformation hervorgehenden partiellen Differentialgleichung überführen soll,

so ergiebt sich, dass nur die Berührungstransformationen des Raumes, diese aber

auch sämtlich, die Forderung erfüllen*).

Kapitel 13.

Partielle Diiferentialgleiclmngeii 1. 0., die infinitesimale

Punkttransformationen gestatten.

Im Allgemeinen kommen die Integrationstheorien der älteren Mathe-

matiker, die sich auf gewöhnliche Differentialgleichungen beziehen, im

Grunde genommen darauf hinaus, dass man, wenn auch unbewusst,

solche Kategorien von Differentialgleichungen herausgriff, die eine

oder mehrere bekannte infinitesimale Transformationen gestatten, und

fand, dass sich dieser Umstand für die Integration nutzbar machen liess.

Diese Bemerkung war für Lie der Ausgangspunkt für weitgehende

Integrationstheorien von gewöhnlichen und partiellen Differentialglei-

chungen beliebiger Ordnungen. In diesen Theorien wird der Begriff:

continuierliche Transformationsgruppe für die Differentialgleichungen

verwertet. Aber wir beabsichtigen in diesem Werke durchaus nicht,

uns mit diesen allgemeinen Theorien zu beschäftigen. Wir wollen hier

*) Siehe Lie, Analytische Theorie der Berührungstransformationen , Verh. d,

Ges. d. Wiss. zu Christiania, Juni 1873, S. 24:2.
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nur einige unter Lie's ersten Untersuchungen in dieser Richtung wieder-

geben, die aus den Jahren 1870 und 71 stammen. Wir glauben, hier-

durch dem Leser eine nützliche Vorbereitung zu dem Studium der

allgemeineren Theorien zu geben, und betonen dabei noch besonders,

dass sich auch diese allgemeineren Entwickelungen nach mehreren Seiten

hin für die Geometrie verwerten lassen.

§ 1. Partielle Differentialgleichungen 1. O., die infinitesimale

Translationen bez. Rotationen gestatten.

Vorgelegt sei eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

im Räume {x,y,z)\

(1) F{x,y,z,p,q) = 0.

Sie definiert oo^ Flächenelemente, oo^ charakteristische Streifen und

die von diesen erzeugten Vereine von Elementen, die Integralgebilde

der Gleichung F= sind,

ution
Nunmehr führen wir auf den Raum (x, y, z) eine Translation um

eine bestimmte Strecke a längs der a:-Axe aus, bei der also die Punkte

(x, y, z) in die Punkte

(2) x^ = x -\- a, yi = y, z^ = z

übergehen. Bei dieser Translation werden auch die Flächenelemente

{x,y,z,p,q) in neue Elemente (x^,yi, ^i,Pi,qi) übergeführt. Es ist

einerseits begrifflich klar und kann andererseits aus den Formeln (80)

des § 5, 12. Kap., S. 577, für die Erweiterung einer Punkttransforma-

tion entnommen werden, dass dabei jedes Flächenelement parallel der

x-Axe um die Strecke a verschoben wird, sodass die Gleichungen

(3) x,^x-{-a, y, = y, ^i = ^, Pi= P, Qx = <l

das aus dem Element {x,y,z,p,q) hervorgehende neue Element definieren.

Die oo* Elemente der Gleichung (1) gehen also in die oo^ Elemente

(^1 ?/ij ^ly Pi} ^i) über, die der Gleichung genügen, die durch Eli-

mination von x,y,z,p,q aus (1) vermöge (3) hervorgeht, also der

Gleichung:

(4) F{x^ — a,y„ z„p„ q,) = 0.

Die Translation (2) führt also die partielle Differentialgleichung (1) in

die partielle Differentialgleichung (4) über. Nach Satz 20, § 5 des

12. Kap., S. 579, geht dabei jedes Integralgebilde der Gleichung (1)

in ein Integralgebilde der Gleichung (4) über.

Fragen wir uns, wie die vorgelegte partielle Differentialgleichung

(1) beschaffen sein muss, damit jedes Integralgebilde der Gleichung (1)

vermöge der Translation wieder in ein Integralgebilde derselben Glei-
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chung (1) übergehe. Da-m ist notwendig und hinreichend, dass die

neue Differentialgleichung (4) mit der ursprünglichen Gleichung (1),

mit dem einzigen Unterschied, dass darin or.^,yi, ^i, Pi, <li
anstelle von

x,y,z,p,q stehen, identisch sei, anders ausgedrückt, dass die Erwei-

terung (3) der Translation jedes Element der Gleichung (1) in ein

Element derselben Gleichung (1) überführe.

Wir sagen, dass die partielle Differentialgleichung ^^die'^inf'
Translat.

(1) F(x,y,Z,p,q) = gestattet.

die Translation

(2) x^ = x + a, yi-=y, z^ = z

gestatte oder dass sie hei ihr invariant bleibe, wenn die Translation jedes

Integralgebilde der Gleichung (1) wieder in ein Integralgebilde der Glei-

chung (1) überführt oder, ivas dasselbe bedeutet, wenn jedes Element

(x, y, z, p, q) der Gleichung (1) vermöge der Erweiterung

(3) x,==x-{-a, yy = y, h=-^, Pi = P, Qi = ^

der Translation (2) in ein Element (x^, Vi, ^xj Pu Q.\) derselben Gleichung

(1) übergeht:

Dies ist z. B. für die partielle Differentialgleichung

^mx-{- cp{y,z,p,q) = ()

der Fall. Sie gestattet jede Translation von der Form:

x^ = X -{-2x71, yi = y, ^1 = ^,

bei der x eine ganze Zahl ist. Diese Differentialgleichung gestattet

also eine discrete Anzahl von unendlich vielen Translationen.

Es giebt nun aber partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

(1) F(x,y,z,p,q)=^0,

die alle oo^ Translationen

(2) x^ = x -i- a, yx = y, ^1 = 2

längs der x-Axe gestatten, also bei einer continuierlichen Schar von o^' xrans-

<x>^ Translationen invariant bleiben. Eine Differentialgleichung (1)

hat diese Eigenschaft augenscheinlich dann und nur dann, wenn die

Gleichung

(4) F(x, — a,y„z„p„ q,) =
die willkürliche Constante a gar nicht enthält, d. h. wenn die partielle

Differentialgleichung (1) frei von x ist und daher die Form:

F{y,2,p,q) =
hat.

lationen.
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Infin.

Trausiat
^^ diesem Falle gestattet die Differentialgleichung insbesondere

auch die infinitesimale Translation, die durch (2) dargestellt wird, wenn

die Constante a unendlich klein, gleich dt, ist:

x^ = x-\- 8t, y, = y, z^ = z.

Bei ihr erfahren x,y,g,p,q die Incremente:

(5) 8x==8t, dy = 0, dg = 0, dp = 0, dq = 0.

Da ferner jede Translation (2) durch successive Ausführung infinitesimaler

Translationen (5) erzeugt werden kann, so ist vorauszusehen, dass eine

partielle Differentialgleichung

F{x,y,2,p,q) = 0,

sobald sie die infinitesimale Translation (5) gestattet, auch jede end-

liclie Translation (2) zulässt. Dies lässt sich rechnerisch sofort be-

stätigen: Bei der infinitesimalen Translation (5) geht die Differential-

gleichung (1) in die Gleichung

F(x-\-dt,y,z,p,q) =
oder:

es soll
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z = Y{y, a),

da die Lösung Y der Gleichung eine Integrationsconstante a enthält.

Jede dieser oo^ Integralflächen s = Y(y, d) der partiellen Differential-

gleichung (G) gestattet also die infinitesimale Translation (5) und damit

offenbar auch jede endliche Translation längs der iC-Axe.

Will man überhaupt alle Flächen — (p{x,y) = bestimmen,

die bei der infinitesimalen Translation in sich verschoben werden, so

hat man zu verlangen, dass der Zuwachs, den s — (p vermöge der

infinitesimalen Translation

(7) dx = dt, dp = 0, (3^.0 =
erfährt, nämlich

02 — q).cäx — fpijdij

oder q)xdt, vermöge z = (p verschwinde, d. h. da ^.^ = >; .=P ist,

dass für diese Flächen

p = ()

sei. Diese Forderung liefert gerade die Cylinderflächen, deren Er-

zeugende der *-Axe parallel sind.

Die ohen enväJmten <x>^ Integralflächen der Gleichiiny

F(:y,2,P,q) = o,

von denen jede hei der infinitesimalen Translation längs der x-Axe in

sich ilhcrgeht, sind daher gemeinsame Integralgebilde der beiden partiellen

Bifferentialgleiehtmgen erster Ordnung:

^\!J,^,P,(i) = 0, p = 0.

Nach Satz 16, § 4 des 12. Kap., S. 568, liegen also diese beiden Glei-

chungen in Involution. In der That ist hier

der Klammerausdruck verschwindet folglich vermöge p = 0. Noch sei

bemerkt, dass die infinitesimale Translation (7) einer beliebigen Function

f(x, y, z) den Zuwachs v- dt erteilt. Sie hat daher nach § 2 des

10. Kap., S. 442, das Symbol:

dx

Wenn eine partielle Differentialgleichung

F{x,y,z,p,q) =
die infinitesimale Translation längs der ?/-Axe oder aber die infini-

tesimale Translation längs der ^-Axe gestattet, so können wir eine

ganz analoge Theorie entwickeln. Es ist ja nur die Veränderliche x

Involut.
mit p= 0-
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mit y bez. s zu vertauschen, um diese Fälle aus den obigen abzuleiten.

Es ergiebt sich so, dass im ersten Falle F=0 frei von y, im zweiten

frei von s sein muss, und dass die partielle Differentialgleichung oc^

solche Integralflächen hat, die im ersten Falle Cylinder parallel der

y-Axe, im zweiten Cylinder parallel der ^--Axe sind.

m*zw?uuf
Nunmehr gehen wir über zur Betrachtung solcher partieller Diff'e-

Transiat. rentialgleichungcu erster Ordnung

F(x,y,z,p,q) = 0,

die zwei verschiedene infinitesimale Translationen, etwa die längs der

) x'-Axe:

8x = dt, dy = 0, Ö0 = O

und die längs der y-Axe:

dx = 0, dy = öt, 02 =
gestatten. Diese infinitesimalen Translationen haben die Symbole

-— und —
ex dy

^^ite?yof'
Nach dem Vorhergehenden muss jede Differentialgleichung F =0, die

^'^ diese beiden Eigenschaften hat, sowohl von x als auch ganz analog

von y frei sein. Sie hat somit die allgemeine Form:

(8) ir(,^j,^^)_0.

Jede infinitesimale Translation, deren Richtung parallel der {xy)-

Ebene ist, hat die Form:

öx = adt, dy = hdt, 02 = 0,

wobei <7, h Constanten sind. Diese infinitesimale Transformation:

ox ' dij

ist somit, wie wir in Analogie mit einer früher eingeführten Redeweise

(vgl. § 5 des 4. Kap., S. 122, 123) sagen, linear ableitbar aus den

beiden:

df of
ex ' dy ^

d.h. aus den beiden infinitesimalen Translationen längs der x- bez. y-Axe.

Wir bezeichnen die infinitesimale Translation daher als abhängig von

diesen beiden. Es ist begrifflich einleuchtend, dass die von x und y freie

partielle Differentialgleichung (8) auch jede infinitesimale Translation

a o 4- ^ .
öx ' ey

gestattet. Denn wir wissen, dass jedes Element der Gleichung (8)



§ 1. Part. Differentialgin. 1.0., die infinitesim. Translat. bez. Rotat. gestatten. 589

vermöge einer Translation längs der a:;-Axe und ebenso vermöge einer

Translation längs der y-Axe wieder in ein Element derselben Gleichung

(8) übergeht, also auch vermöge einer beliebigen Translation parallel

der (ic?/)- Ebene, da die letztere Translation der Aufeinanderfolge der

beiden ersteren äquivalent ist.

Jede Gleichung von der Form (8) hat daher sicher oo^ Cylinder-

flächen als Integralflächen, deren Erzeugende einer bestimmten Richtung

in der (:z;^)-Ebene parallel laufen. Sie hat demnach sicher überhaupt

oo^ derartige Cylinderflächen als Integralflächen. Ein Cylinder, dessen

Erzeugende parallel der Geraden:

y -{- ax =
der (xy)-l&hene sind, hat allgemein die Gleichung

2=^{y + ax),

sodass hier:

p = a^', q= 0'

ist. Verlangen wir, dass diese Fläche eine Integralfläche von (8) sein

soll, so haben wir zu fordern:

F((P, aO', O') = 0.

Dies ist eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen

y -\- ax und (y -f- ax). Sie giebt, und zwar offenbar durch Quadratur,

eine Function von y -\- ax, die ausser y -\- ax noch eine willkür-

liche Constante h enthält. So ergeben sich co^ Cylinderflächen

z= (D{y + ax,h)

als Integralflächen von (8). Sie bilden eine vollständige Lösung der

Gleichung (8) mit den Parameter a und h. Aus dieser vollständigen

Lösung lassen sich alle Integralgebilde der Gleichung (8) nach Lagrange
durch Differentiation und Elimination ableiten. Das Integrationsproblem

der Differentialgleichung (8) ist somit auf eine Quadratur zurückgeführt.

Wir heben hervor, dass die oo^ Integralflächen, die Cylinder mit

Erzeugenden parallel der Geraden

y -{- ax = ^

in der (xy)-Waene sind, zu den Integralflächen derjenigen partiellen

Differentialgleichung gehören, deren oo^ Elemente Geraden parallel dieser

Geraden enthalten, d. h. zu den Integralflächen der Gleichung

P- = a
<1

oder:

p — aq = 0,

während

00» Inte-

gralfln.

durch
Quadrat
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öx cy

das Symbol der infinitesimalen Translation parallel jener Greraden

ij -\- ax =
invoi. mit ist. Die Gleichung (8) liegt also nach Satz 16, § 4 des 12. Kap.,

^
= « S. 568, in Involution mit jeder der oc^ Gleichungen

a.
q

In der That ist auch

[F(,,p,q),n = 0.
1-

part Diffgi. \yjj. wollen das Ergebnis so zusammenfassen:
mit zwei o
m ^ja°s-

gg^^2 j. Qggf^ff^f gj,-^g partielle JDifferentialgleichung erster Ordnung

F(x,y,0,p,q) = O

im Baume {x, y, z) zwei von einander unnhhängige infinitesimnie Trans-

lationen

dx' dy'

so ist sie frei von x,y, also von der Form:

F(z,p,q) =
und liegt mit der Gleichung

P̂ = a

für jeden Wert der Constanten a in Involution. Durch eine Quadratur

ergieht sich eine vollständige Lösung der Gleichung und damit die all-

gemeine Lösung.

Dieser einfache Satz wird im dritten Paragraphen eine tiefere Be-

deutung erhalten, und deshalb haben wir ihn formuliert.

Kotation. Um ein anderes Beispiel ins Auge zu fassen, betrachten wir eine

Rotation um die ^-Axe. Dabei sei r der Abstand des Punktes {x, y, z)

von der ^-Axe und cp der Winkel dieses Abstandes mit der (:r^) -Ebene,

sodass qp, s, r als cylindrische Coordinaten der Punkte (x, y, z) benutzt

werden können. In diesen Coordinaten lauten die Gleichungen einer

Rotation um die .s-Axe:

Es ist denkbar, dass eine partielle Differentialgleichung die Eigenschaft

hat, dass jedes ihrer Integi-algebilde vermöge dieser Rotation wieder

in ein Integralgebilde der Gleichung übergeht. Insbesondere ist es

ferner denkbar, dass eine partielle Differentialgleichung F = die

Eigenschaft hat, dass ihre Intogralge bilde bei allen oc^ Rotationen um
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die .s-Axe unter einander vertauscht werden. Unter diesen Rotationen
ß^^^^iTon

ist insbesondere eine infinitesimale Rotation enthalten, nämlich die, bei

der cp, r, die Incremente

(9) d> == dt, dz =0, dr =
erfahren.

Wenn die Integralgebilde der partiellen Differentialgleichung F=0
bei dieser infinitesimalen Rotation unter einander vertauscht werden,

so sagen wir, dass die Gleichung die infinitesimale Rotation gestatte,

oder auch, dass sie bei ihr invariant bleibe.

Gestattet die Differentialgleichung F= die infinitesimale Rota-

tion um die ^-Axe, so gehen auch bei jeder endlichen Rotation um
die .J-Axe ihre Integralgebilde in einander über, denn jede endliche

Rotation um diese Axe lässt sich durch successive Ausführung infini-

tesimaler erzeugen. Analytisch wird dies übrigens durch die folgende

Betrachtung dargethan:

Zwischen den Coordinaten oc, y, z und qp, z, r der Punkte des

Raumes bestehen die Beziehungen:

(10) (f
= arc tg |, z = z, r = Yoc^ -f- t/-

Die vorgelegte partielle Differentialgleichung erster Ordnung F=
lässt sich nun auch in den cylindrischen Coordinaten (p, z,r ausdrücken.

Zu diesem Zwecke müssen die Grössen x,y, z,p,q durch (p,z,r und

ausgedrückt werden. Die Gleichungen (10) zeigen, wie sich (p, z, r als

Functionen von x, y, z darstellen, und daraus folgt, wenn r als Function

von ^) und z aufgefasst wird:

dr = ~ do) Ar w-- dz

oder wegen (10):

Setzen wir hierin dz = pdx -{- qdy ein und verlangen das Bestehen

der Gleichung für jedes Wertepaar dx, dy, so folgt:

I

(10') ^ = ^-^^* V^^'f, ^ = ^-'t~
^^

^ ^ ccp xp-ryo. I -^ ' cz xp -^ yq

Vermöge der fünf Gleichungen (10) und (10') haben wir nun x, y, z,p, q

aus der Differentialgleichung F=0 zu eliminieren, um die Form dieser
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Differentialgleichung in den cylindrischen Coordinaten (p, 2,r zu er-

halten. Es möge sich ergeben:

\^' ' ' ccp' cz)

^mu°f'''
-^^ ^^^^ ^^^ infinitesimale Rotation in den cylindrischen Coordinaten

^p^obr ^^ ^^^ Form (9) darstellt und da ü = diese infinitesimale Rotation

gestatten soll, so sehen wir, dass das jetzt vorliegende Problem ana-

lytisch genau dieselbe Eigenschaft hat wie das auf S. 586 behandelte,

bei dem eine partielle Differentialgleichung

vorlag, die bei der infinitesimalen Translation

dx = 8t, öy = 0, öz =
invariant sein sollte, denn die Grleichungen dieser infinitesimalen Trans-

lation, geschrieben in x, y, z, haben genau die Form der Gleichungen

der infinitesimalen Rotation (9) geschrieben in fp, z, r.

Daher können wir die damaligen analytischen Ergebnisse sofort

auf den jetzigen Fall übertragen. Daraus folgt, dass die Gleichung

ß = frei von (p sein muss, also die Form hat:

/•-» / er dr\ f.

und dass sie sicher c»^ Integralflächen von der Form

r = Z{z)

besitzt. In der That giebt r = Z{z) in ß = eingesetzt die Be-

dingung:

ß(^, Z, 0, Z') = 0,

und dies ist eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung

zwischen Z und z. Ihre Lösung enthält eine willkürliche Constante a:

(11) r = Z{z,a).

Während früher (S. 587) die oo^ Flächen z = Y{y, a) gemeinsame In-

tegralflächen von jP= und p == waren, sind jetzt die oo^ Flächen

r = Z{z, a)

gemeinsame Integralflächen der beiden Gleichungen

ß

denn der damaligen Grösse }) oder -A entspricht in den cylindrischen

Coordinaten (p, z, r die Grösse >- • Die beiden soeben angegebenen
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partiellen DifFerentialgleichungen liegen nach Satz IG, § 4 des 12. Kap.,

S. 568, in Involution.

Infolge der Bedeutung der cylindrischen Coordinaten stellt die
^Ä^^ai**

Gleichung (11) oc^ Ttotationsflüchen dar, deren Axe die ^-Axe ist. Die ^°*^»^*'^"

Gleichung Sl = ist in den ursprünglichen Veränderlichen x, y, z

die vorgelegte partielle Differentialgleichung

F{x, y, z, p, q) = 0,

0, die, wie wir sahen, mit ihr in In- ^°^°^ ^^^

volution liegt, in den ursprünglichen Veränderlichen .r, y, z infolge von

(10') in der Form
— yp -\- xq =

geschrieben werden kann.

Da ferner

x = rcos(p, y = o'smq), z = z

ist, so ist für die infinitesimale Rotation (9), bei der nur (p um 8t

geändert wird:

da: = — r sin 9? dg) = -— y8t, dy = r cos cp öcp = x 8t, 8z = 0.

Die infinitesimale Rotation um die ^-Axe hat also in den gewöhnlichen

Punktcoordinaten x, y, z das Symbol:

ff , cf
'^ ex ' cy

Wenn daher eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F= die infinitesimale Motation

cf , df
^ ex ^ cy

gestattet, so liegt sie mit der partiellen Differentialgleichung

— yp -{- ^Q = ^

in Involution und hat also mit ihr oo^ Integralfläclien gemein, nämlich

cfü^ Botationsflächen, deren Axe die z-Axe ist und die sich durch eine

Quadratur hestimmcji lassen.

Nun nehmen wir an, die partielle Differentialgleiehung ^Antnal'.

F{x,y, Z, p, q) = Translat.

gestatte sowohl eine infinitesimale Rotation um die z-Axe als auch eine

infinitesimale Translation längs der z-Axe, also die beiden infinitesi-

malen Transformationen mit den Symbolen:

cf , cf cf
^ ex ' cy' dz

Lie, Geometrie der Berüiinnigstrausformationen I. 38 [1. III. 1896.]
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Führen wir wieder die cylindrischen Coordinaten (p, z, r vermöge (10)

ein, so stellen sich diese beiden infinitesimalen Transformationen so dar:

d(p = dt, öz = 0, dr =
bez.

d(p = 0, d£ = dt, dr = 0.

Sie haben also in den cylindi-ischen Coordinaten (p, z, r genau die

Form, wie in den gewöhnlichen Coordinaten x, y, z die infinitesimalen

Translationen längs der x- und ^-Axe (vgl. S. 588). Ferner wird

F=0, geschrieben in den Coordinaten qp, «, r, die Form

5i OD, z, r, 7—, . ) =

annehmen, die aus F=0 vermöge (10) und (10') hervorgeht. Unser

Problem hat jetzt genau dieselbe analytische Form wie das auf

S. 588 u. s. w. behandelte, das zu dem Satze 1 führte. Daraus können

wir zunächst entnehmen, dass ß = sowohl von (p als auch von z

frei sein muss:

\ ' d(p' cz/ '

femer, da jetzt statt p und q die Grössen vr— und ^- zu ge-

brauchen sind, dass ß = mit jeder der oo^ partiellen Differential-

gleichungen :

(12) 4f-«
d'z

Vollst. Lösg.in Involution liegt. Sie hat mit jeder oo^ Integralflächen gemein, die

Quadrat, sich durch Quadratur angeben lassen:

r = 0(z -[- atp, h).

Alle diese oo^ Flächen bilden eine vollständige Lösung, sodass also

das Integrationsproblem der Gleichung auf nur eine Quadratur reduciert

ist. Die Gleichung (12) hat, geschrieben in x, y, z, nach den Glei-

chungen (10') die Form

yp — xq = a.

Da wir damals sahen, dass F=0 auch jede aus den beiden infini-

tesimalen Translationen . und > linear ableitbare gestattet, so folgt,
ex cy ® ' "

dass die jetzige Differentialgleichung jede aus

^cx~^^dy' dz
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linear ableitbare infinitesimale Transformation, d. h. jede infmltesimale inßn.

ScJiraubiing längs der z-Axe: "
'^*'" ^'

•^ ex cy ^ vz

gestattet. Die oo^ Integralflächen der vollständigen Lösung sind, ge-

deutet im ursprünglichen Raum {x^y,z), Schraubenflächen. Setzt man

(p = Const., d. b. schneidet man die Flächen mit Ebenen durch die

^-Axe, so ergeben sich die oo^ Curven

r = ^(ß -\- Consi, h),

die mit der Curve
r = 0{z, 1))

congruent sind, sodass jede der Flächen durch Schraubung einer solchen

Curve längs der ^-Axe entsteht.

Analoge Theorien lassen sich für solche partielle Differential-

gleichungen F =^ entwickeln , die zwei infinitesimale iwojective Trans- inf. proj.

fbrmationeti von der Form

cf
, j df , cf

ax ~~ 4- hy :t^ -j- ez ,

-

ex ^ cy cz

oder

öx = axdt, dy = hydt, dz==czdt

gestatten. Dabei benutzt man die neuen Veränderlichen

J = logrr, t) = log^, 5
= log0,

vermöge deren sich diese infinitesimalen projectiven Transformationen

in der Form:
di = a8t, di) = hdt, di = c8t

darstellen. Diese Form ist ganz analog der Form

dx = adt, 8y = Idt, 8z = c8t

einer infinitesimalen Translation in den gewöhnlichen Coordinaten

X, y, z, und dies giebt einen Weg, die angedeutete Theorie zu ent-

wickeln. Hieraus kann man, wie wir ohne Beweis erwähnen, z. B.

ableiten, dass, wenn die Gleichung F=0 zwei der angegebenen in-

finitesimalen projectiven Transformationen gestattet, alsdann eine voll-

ständige Lösung und damit die allgemeine Lösung der partiellen

DiÖerentialgleichung F =^ durch eine Quadratur gefunden werden

kann.

38*
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§ 2. Partielle Differentialgleichungen 1. O., die eine infinitesimale

Transformation gestatten.

Nachdem wir im ersten Paragraphen einige wichtige und lehr-

reiche Beispiele besprochen haben, gehen wir jetzt dazu über, ganz

allgemein die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zu

besprechen, die eine bekannte infinitesimale Punkttransformation ge-

statten.

Zu diesem Zwecke ist es zunächst nötig, die Ausführungen in

§ 5 des vorigen Kapitels über die Erweiterung einer Punkttransfor-

mation zu vervollständigen.

Bei einer infinitesimalen Punküransformation im Räume (x, y, z)

gehen die Punkte {x,y,z) in unendlich benachbarte Punkte {x^,yi,Zi)

über, x^, y^, Sy unterscheiden sich also nur unendlich wenig von

X, y, z, und wir können daher die infinitesimale Punkttransformation

allgemein in der Form schreiben:

(13) Xy = X-]- lix, y,ß)dt -\- ', y, = y + v{x,y,^)dt + ,
wobei dt eine unendlich kleine Grösse bedeuten soll und die rechten

Seiten als Reihen nach ganzen positiven Potenzen von dt aufzufassen

sind, oder wie wir kürzer sagen, Potenzreihen nach dt sind. Die

Coordinaten x, y, erfahren also, wenn man die höheren Potenzen von

dt vernachlässigt, die Incremente:

(13') dx = i{x,y,z)dt, dy = rj{x,y,z)dt, dz = ^(x,y, z) dt.

Eine Function f von .«, y, z geht bei Ausführung der infinitesimalen

Transformation in die Function f{Xi, y^, z^) über oder also nach (13) in:

fix + ^dt, y-i-vdt, z-i-tdt).

Hierfür können wir aber schreiben:

wobei die Glieder höherer Ordnung in dt nur angedeutet sind. Wenn
wir die höheren Potenzen von dt vernachlässigen, so ergiebt sich also

für den Zuwachs df, den f(x, y, z) bei Ausführung der infinitesimalen

Transformation (13) erfahrt, der Ausdruck:

Wie früher (vgl. § 2 des 10. Kap., S. 442) bezeichnen wir daher den

Ausdruck
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als das Symbol der infinitesimalen Punkttramformntion (13). Ist essymboieü/.

gegeben, so sind ^, r], ^ und also auch die Formeln (13') bekannt.

Liegen mehrere infinitesimale Transformationen

vor, so sagen wir wie früher (§ 5 des 4. Kap., S. 122, 123), dass sie

von einander unabhängig sind, sobald keine lineare Relation mit con- inf^irfn.

stauten Coefficienten q, Cg . . . c^.:

zwischen ihnen besteht. Andernfalls heissen sie von einander abhängig.

Ist insbesondere Urf von der Form:

Urf^-e,UJ-i---- + c,^,Ur-J,

in der c^ . . . Cr— i Constanten bedeuten, so sagen wir, dass die infini-

tesimale Transformatioti Urf aus Uj^f-.. Ur—if linear ableitbar ist. ^Inf.^Trfn*'''

Den an der ebengenannten Stelle eingeführten Klammerausdruclv ^'*^„''^"

U,{ÜJ)-U,{UJ)

zweier infinitesimaler Transformationen werden wir auch in diesem

Kapitel benutzen. Er ist, wie früher auseinandergesetzt wurde, wiederum

linear und homogen in -i—
, o^» '^ i^ind stellt daher ebenfalls eine in-

finitesimale Punkttransformation dar.

Wie wir in § 5 des vorigen Kapitels eine beliebige Punkttrans-

formation durch Hinzunahme der Transformation, die ^ und
(i

dabei

erfahren, erweitert haben, so lässt sich auch insbesondere die infini-

tesimale PunJcUransformation Uf oder (13) oder (13') erweitern. Dabei ^^l^^T^f.'^

wenden wir das damals auf S. 578 angegebene Verfahren an. Wir

fordern also:

:^

\d{z-\-m +)- P,d{x-\-i8t + •)- q,d{y-^ri8t + •) =
\

= Q(dz — pdx — C[dy).

Die Grösse q bedeutet eine noch unbekannte Function von x, y, z.

Bei einer infinitesimalen Punkttransformation Uf werden die

Flächenelemente (x,y,z,p,q) in unendlich benachbarte {pc^yy^jZ^,p^,q^

übergeführt. Daher werden sich p^, q^ unendlich wenig von p, q unter-

scheiden und also als Potenzreihen nach dt die Form haben:

(15) Pi=p-\- ^{x, y, 3, p,q) öt-\-'', qi=q-\- >i(x,y, Z,p,q) 8t-]-"-,
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sodass, bei Vernachlässigung der höheren Potenzen von Öt, die Coordi-

naten p^ q die Incremente erfahren:

(15') dp = ndt, dq^xdt.

Unsere Aufgabe ist es, die Functionen 7t und x von x, y, s, p, q aus

der Forderung (14) zu ermitteln.

Setzen wir die Werte (15) in (14) ein, so steht links eine Reihe

nach ganzen positiven Potenzen von dt. Dies muss also auch rechts

der Fall sein. Daraus folgt, dass q eine Potenzreihe nach dt ist. Da
links das von dt freie Glied den Wert ds — pdx — qdy hat, so folgt

ferner, dass diese Reihe für q mit dem Gliede Eins beginnen muss:

9 = 1 + ^(^, y,2,p,q)^H— •

Setzen wir diesen Wert, in dem 6 noch unbekannt ist, ebenfalls in

(14) ein, und vergleichen wir darauf die mit der ersten Potenz von

dt behafteten Glieder auf beiden Seiten der Gleichung, so kommt (vgl.

§ 2 des 4. Kap., S. 93):

(16) d^ — pdi, — qdrj — jidx — xdy = 6(dz — pdx — qdy\

Hierfür können wir nach (13') und (15') auch schreiben:

(16') ddz—pddx — qddy— dp -dx— dq- dy = ß{dz — pdx — qdy).

Beiläufig sei angemerkt, dass sich diese Gleichung kürzer so schreiben

lässt

:

(16") d(dz — pdx — qdy) = <s(ds — pdx — qdy).

Benutzen wir die Form (16) dieser Gleichung und vergleichen

wir darin die Coefficienten von dx, dy, dz auf beiden Seiten, so er-

halten wir, da x, y, z von einander unabhängige Veränderliche sind,

die Gleichungen:

tx — pU — qiflx—^n= ~ 6p,

ty — l^iv — qriy — x ^-~ 6q,

^» — piz — qri, = 6.

Setzen wir den Wert von tf aus der letzten Gleichung in die beiden

ersten ein, so können wir aus diesen n und x berechnen. Es kommt:

' n == tx -\- p^z — p(L + pL) — q{rix + Pn^),

> = ^y + alz —P{lj + <liz) — qiVt' + ÜV^)-

Hiermit sind die ersten Glieder in den Entwickelungen:

Pi=p + 7cdt-] , q^=q^xdt-\

berechnet. Um die Formeln kürzer zu schreiben, wollen wir, wenn
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u eine beliebige Function von x, y, s ist, zur Abkürzung unter ^
und -T- die Ausdrücke verstehen:

du du ^^ du du ^^
i

^^

Dann lauten die Formeln (17) so:

/ fZJ d^ dl]

I

dx ^ dx ^ dx'

_ ^1 __ lü _- !^
y^'—'dy P dy 'Uy'

sodass sich als Incremente von p und q diese ergeben:

(18)

In dieser Art lassen sich die Formeln wohl am besten dem Gedächtnis

einprägen. Dabei hat man dann immer zu beachten, dass 2 bei der

Differentiation nach x bez. y als Function von x und ij mit den par-

tiellen Differentialquotienten p und q betrachtet wird.

Die Gleichungen (13') und (18) stellen zusammen die Eriveitermig

der infinitesimalen Punkttransformation Uf dar. Bei ihr erfährt eine

Function f{x, y, z,p, q) den Zuwachs, der, abgesehen vom Factor dt,

den Wert hat:

' ^ dx ^ dy ^ ^ cz ^ dp ^ dq

U'f ist also das Symbol der Erweiterung der infinitesimalen Punkt- ^^^weitg^

transformation Uf.

Liegt eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F(x, y, z, p, g) =
im Räume (x, y, z) vor, ist also, geometrisch ausgesprochen, eine

Schar von oo* Flächenelementen {x, y, z,p, q) gegeben, so sagen wir,

dass sie die infinitesimale Pimldtrattsformation Uf gestatte oder dass sie "aL u/
'

hei ihr invariant bleibe, wenn das Flächenelement ^** *

(x -j- dx, y -^ öy, z -^ dz, p -}- dp, q + dq),

das vermöge der Erweiterung (13'), (18) der infinitesimalen Punkt-

transformation aus einem beliebigen Element (x, y, z, p, q) der Schar

F = hervorgeht, stets auch zur Schar der cxj* Elemente gehört und

also die Gleichung i^= erfüllt. In diesem Falle muss die Gleichung:
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Fix -\- 8x, y -\r dy, 2 + 60, p -^ dp, q-\- dq) =
oder also die Gleichung:

F^dx + F,jdy -\- Fj0-^ Fpdp + F,dq =
infolge von F=0 und infolge der fünf Gleichungen (13'), (18) be-

stehen. Es muss also die Gleichung:

infolge von F == bestehen, wenn n, x die oben berechneten Func-

tionen (17) von X, y, z, p, q bedeuten.

Die lineare homogene partielle Differentialgleichung (19) ist dem

System von vier gewöhnlichen Differentialgleichungen

xg/Ax dx dy dz dp dq

äquivalent. Dieses ist integriert, sobald man vier von einander unab-

hängige Integrale ti^, u^, u^, u^ des Systems kennt. Da |, rj, t, frei

von p, q sind, so bilden die beiden Gleichungen

dx dy dz

für sich ein System. Sind u{x, y, z) und v{x, y, z) zwei von einander

unabhängige Integrale dieses letzteren Systems, so sind sie zugleich

Lösungen der linearen homogenen partiellen Differentialgleichung

sowie der Differentialgleichung (19). Sobald man also noch zwei von

u, V sowie von einander unabhängige Integrale w^, w^ des Systems

(20) kennt, so hat man in einer beliebigen Function ß(w, v, w^, w^
die allgemeinste Lösung der linearen homogenen partiellen Differential-

gleichung (19) vor sich.

Wenn nun die Differentialgleichung erster Ordnung

F{x, y,0,p, q) ==

die infinitesimale Transformation üf gestattet, d. h. wenn U'F infolge

Ausnahme- von F == vcrschwindct, so geht dies auf zwei Arten an: Zunächst

ist es denkbar, dass jedes Element (x, y, z, p, q) der Schar F= von

oo* Elementen einzeln bei der Erweiterung U'f invariant bleibt. Dies

tritt ein, wenn dx, dy, dz, dp, dq sämtlich für jedes Element der

Schar F=0 verschwinden. Alle derartigen Elemente {;X, y, z, p, (j)

müssen also den fünf Gleichungen

fall.
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l{x,y,2) = 0, ri{x,y,z) = Q, l{x,y,z)^0,

7t(x,ij,2,p,q) = 0, K(x,y,z,ii,q) =

genügen. Es ist nun aber unmöglich, dass es wirklich oo"^ Elemente

{x, y, z, p, q) giebt, die diese Gleichungen befriedigen, wie man aus

der Form (17) von n und x erkennt.

Mithin wird die Differentialgleichung F=0 die infinitesimale ^jl^f/"

Transformation üf nur dann gestatten, wenn TJ'f ein allgemeines

Element {x, y, g, p, q) der Schar F = in ein unendlich benach-

bartes Element der Schar F = verwandelt. Dann ist F =
eine Integralgleichung des Systems (20) und wird somit durch eine

Relation

ß(M, V, tV^, Wg) =
zwischen den vier Integralen u, v, u\, w.^ dargestellt (vgl. § 1 des

11. Kap., S. 490). Umgekehrt: Jede derartige Gleichung Sl = ist

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, die Uf gestattet.

Liegt z. B. die infinitesimale Rotation um die s-Axe vor, deren Beispiel.

Symbol ist (vgl. § 1, S. 593):
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Die pariiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, die hei der

infinitesimalen Rotation um die z-Axe invariant bleiben, liaben die all-

gemeine Form:

Sl{x^-\-f, S, p'-\-q', 2^x -\- qij) = 0.

Liegt eine continuierliche Schar von ot)* Punkttransformationen im Räume
(x, y, z) vor:

(21) Xi = X{x,y, 2,a), ij^ = Y{x,y, z,a), z^ :^ Z{x, y, 2, a),

deren Parameter a ist, so sei mit T^ die zum Parameterwerte a gehörige Trans-

™i*Trfn°" formation der Schar bezeichnet. Alsdann bilden diese oo* Transformationen T^

eine Gruppe, wenn die Aufeinanderfolge zweier beliebiger Transformationen

T , T. der Schar stets wieder einer Transformation T, der Schar äquivalent ist

(vgl. § 1 des 4. Kap., S. 90). Erweitert man die oo^ Transformationen T^ der

Gruppe, so ist es klar, dass auch die Erweiterungen eine Gruppe bilden. Ent-

d^Grmme ^^^^ die Gruppe der T^ die infinitesimale Funkttransformation:

(22) Sx = U!^,y,z)8t, 8y = r}{x,y,z)dt, 8z = t(x, y, z) St,

HO enthält die Erweiterung der Gruppe auch die infinitesimale Transformation in

X, y, z, p, q, die durch Erweiterung dieser infinitesimalen Punkttransformation

hervorgeht. Durch wiederholte Ausführung dieser Erweiterung der infinitesimalen

Transformation kann man dann auch die Erweiterungen der endlichen Transfor-

mationen wieder erzeugen und damit die Erweiterung der vorgelegten Gruppe

herstellen. Man vergleiche hierzu die Ausführungen auf S. 91. Die Gruppe (21)

Grappe.*^ heisst eine eingliedrige Gruppe.

Es seien

(21') 1\ = P{x,y,z, p,(i,a), Qi
= Q(x,y,z, p, q,a)

die beiden Gleichungen, die durch die Erweiterung der allgemeinen Transfor-

mation T^ hinzutreten. Ferner sei die infinitesimale Transformation (22) in der

im Text angegebenen Art erweitert, sodass zu (22) noch hinzutritt:

(22') 8p = n{x,y, z, p, q) St, 8q = yi{x, y, z, p, q) St.

Alsdann giebt, wie gesagt, die unendlich oftmalige Wiederholung der infini-

tesimalen Transformation in x, y, z, p, q, die durch (22) und (22') dargestellt

wird, die endliche Transformation (21), (21'). Den ausführlichen Nachweis hierfür

übergehen wir. Die Sache ist jedenfalls begrifflich naheliegend.

Invar. Gig. Eine Gleichung
F{x, y, z, p,q) =

oder, geometrisch ausgesprochen, eine Schar von Oü' Flächenelementen gestattet

dann und nur dann alle endlichen Transformationen der eingliedrigen Gruppe

(21), (21'), wenn sie die infinitesimale Transformation (22), (22') dieser Gruppe

gestattet. Dies beruht eben darauf, dass jede endliche Transformation der Gruppe

durch unendlich oftmalige Wiederholung der infinitesimalen Transformation (22),

(22') entsteht.

Gieic^hgn.-
Entsprechend gestattet ein System von r Gleichungen (r < 5):

System.

-?''i(«, y, ^, p, a) = 0, • • • -P'r("^' ^' -' i^ 'z) =
oder also eine Schar von oo Elementen sämtliche Transformationen der ein-

gliedrigen Gruppe (21), (21') dann und nur dann, wenn sie die infinitesimale

Transformation (22), (22') zulässt, d. h. wenn das Gleichungensystem
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^ ^ dx^ ' dtj ^ ^ dz '

^ ^ dx ^ ' cy ^ ^ dz

ist, und ist l eine Function von x, y, z, die der Gleichung

^ ^ dx ^ ' dy ^ ^ dz

genügt, so sind j, \), 5 von einander unabhängig, da die Determinante

der letzten drei Gleichungen von Null verschieden ist, weil in der

letzten Gleichung rechts Eins steht. Wir können daher diese Functionen

l, t), i als die neuen Veränderlichen anstelle von x, tj, z benutzen.

Die wirkliche Bestimmung der Functionen j, \) erfordert die Inte-

gration der Gleichung Uf = oder des äquivalenten Systems von

zwei simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen:

dx (ly dz

Hat man aber j, t} bestimmt, so erfordert die Bestimmung von 5 nur

eine Quadratur. In der That, da ?7§ ee 1 sein soll, so muss 5 so als

Function von x, y, z bestimmt werden, dass

(26) '^ = !^^ = | = rfj

wird. Nun sind

l{x,y,z) = a, i^(x,y,z) = b

nach Voraussetzung bekannte Integrale dieses Systems. Vermöge der-

selben können wir etwa x, y als Functionen von z und den beiden

Constanten a, b in das System (26) einführen. Insbesondere reduciert

sich dann die letzte Gleichung

dz 7
-^ = äi,

da ^ von 5 frei ist, auf eine Gleichung von der Form:

cp(z, a, b)dz = dl
und hieraus folgt:

1 = Jcp{z,a,b)dz.

Führt man die Quadratur aus und setzt alsdann für a, b wieder ihre

Werte i(x, y, z), X){x, y, z) ein, so hat man die gesuchte Function

l(x, y, z) gefunden. Dies Ergebnis entspricht einem analogen Satz in

§ 2 des 4. Kap., S. 105.

Wir wollen nun j, t), 5, für die
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ist, als neue Veränderliche in die infinitesimale Transformation üf ein-

führen. Nach (25) lautet das Symbol \\f der hervorgehenden infini-

tesimalen Transformation einfach so:

Es ist also

dj = 0, d^ = 0, 8i=^i
die gesuchte infinitesimale Transformation. Sind f, ^, 5 Cartesische

Punktcoordinaten, so ist dies eine infinitesimale Translation. Hiermit

ist der einfache, aber wichtige Satz bewiesen:

Satz 2: Jede infinitesimale PunJcttransformation in x, y, z:
inf "rTanslat

' ^ dx ^ cy ^ ^ dz

lüsst sich diircli Einfülirung passender neuer Veränderlicher j, l), 5 auf

die Form einer infinitesimalen Translation

df_

bringen.
^^

Dieser Satz ist analog dem Satz 11, § 4 des 4. Kap., S. 120, über

die Reduction einer infinitesijnalen Berührungstransformation der Ebene

auf eine infinitesimale Translation durch Einführung neuer Veränder-

licher vermöge einer Berührungstransformation.

Liegt nun eine partielle Differentialgleichung erste]- Ordnung Part niffgi,
die Uf

F(x,y,z,p,g) = i)
«—

vor, die eine infinitesimale Punkttransformation

^f^iH + vH+i^
gestattet, so können wir uns vorstellen, dass wir in Uf und in F=0 Neue

anstelle von x, y, z die soeben besprochenen neuen Veränderlichen

J, t), 5 einführen, wodurch JJf in

übergeht. Die Einführung der neuen Veränderlichen kann, wie gesagt,

so aufgefasst werden, als ob wir die Punkte {x, y, £) des Raumes auf

ein neues Coordinatensystem (j, t), 5) beziehen, wobei also die Punkte

selbst und damit auch die Flächenelemente nicht geändert werden.

Wie sich die Coordinaten 5,^,5,p,q des Flächenelementes {x,y,z,p,q)

im neuen System durch die ursprünglichen Coordinaten x, y, z, p, q
ausdrücken, lehren die Gleichungen (24), die j, t), 5 als Functionen
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von X, y, z geben, sowie die beiden Gleichungen, die durch Er-

weiterung der Transformation (24) in der in § 5 des 12. Kap., S. 577,

Formeln (80), gelehrten Weise zu ihnen hinzutreten. Wenn wir nun

die alten Coordinaten x,y,z,]p,c[ umgekehrt durch die neuen j,^,5,p,q
ausdrücken , so können wir durch Substitution dieser Werte in F=
sofort auch die alte partielle Differentialgleichung F = i) im neuen

Coordinatensystem darstellen. Wir gelangen dadurch zu einer par-

tiellen Differentialgleichung:

Bei unserer Auffassung der Einführung der neuen Coordinaten ist es

klar, dass ^ = genau dieselben oo* Elemente definiert wie i^= 0,

nur eben ausgedrückt in einem anderen Coordinatensystem. Da nun

F= die infinitesimale Punkttransformation l^f gestattet, so folgt,

dass 5 = die infinitesimale Punkttransformation

gestattet.

In § 1, S. 588, fanden wir nun, dass eine partielle Differential-

gleichung

nur dann die infinitesimale Transformation -- gestattet, wenn ^ =
^ h

frei von j ist. Dies können wir auch direct analytisch bestätigen, da

die Erweiterung von Vif nach den Formeln (17) auf S. 598 ebenfalls

die Form

hat und also ?^ = eine Integralgleichung des Systems

dl dt) di dp dq

~o"
~ "Ö' ~

1 " o"
"~

sein muss, von dem j, t), p, q vier Integrale sind.

Die Bestimmung von j und t) erforderte, wie hervorgehoben

wurde, die Integration der Gleichung ?y=0 oder des äquivalenten

Systems

:

/07\ dx _dy _dz^
^"^^^

^
~

V
~ r

Die infinitesimale Transformation Uf erteilt jedem Punkt (x, y, z) des

Raumes eine Fortschreitungsrichtung {ßx'.8y\bs)^ nämlich die Richtung

(I : -»j : ^). Die Curven nun, die in jedem ihrer Punkte diese zugeordnete

Richtung zur Tangente haben, sind also die, längs deren sich die

Punkte bei der infinitesimalen Transformation JJf bewegen. Wir nennen
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sie die Bahncurven der infinitesimalen Transformation, TJf. Anderer- g^^y"^

seits sind sie nach § 1 des 11. Kap., S. 486, gerade die Integralcnrven

des Systems (27). Da aber j, \) die Integrale von (27) sind, so stellen

l == Const., t) = Const.

die Bahncurven dar. Mithin folgt: Sobald die oo^ Bahncurven der

infinitesimalen Punkttransformation Uf bekannt sind, kennt man auch

die beiden Functionen j, l). Dann bestimmt sich 5 nach dem Obigen

(S. 604) durch eine Quadratur.

Das Ergebnis unserer Betrachtungen wird daher durch den folgenden

Satz ausgedrückt:

Satz 3: Liegt eine infinitesimale Punkttransformation Uf im Räume Ergebnis

{x, y, z) vor, deren 00'^ Bahncurven heJcannt sind, so ist es immer möglich,

durch Quadratur und ausführbare Operationen solche neue Veränderliche

y, t), 5 einzuführen, dass Uf die Form

annimmt. Gleichzeitig nimmt jede partielle Differentialgleichung erster

Ordnung
F{x, y, z, p, g) = 0,

die Uf gestattet, die von 5 freie Form ^

g(j,l),p,q) =
an.

Mit dem Vorhergehenden ist auch gezeigt, dass man die homogene lineare

partielle Differentialgleichung IJ'f = oder das äquivalente System u'/=o.

dx dy dz dp dq

^ 7} ^ 7t K

durch eine Quadratur vollständig integrieren kann, sobald man die von p, q freie

Gleichung Uf = oder das zugehörige System

dx dy dz

T ^ T ^ T
integriert hat. Denn wenn wir wieder unter j, ^ unabhängige Integrale dieses

letzteren Systems verstehen und dann 5 wie oben durch eine Quadratur so be-

stimmen, dass f/j z_ 1 wird, so nimmt Uf die Form

an, und UYhat, wie gesagt, genau dieselbe Form. Hier ist also das der Gleichung

Uy ^ äquivalente System das folgende

:

U Ü 1 '
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Seine Integrale sind j, t), p, q. Dabei ist :p = -—, q = ~,- . Da aber j, t), j^
als

Functionen von x, y, z bekannt sind, so sind hiernach auch die beiden Integrale

p, q bekannte Functionen von x,y^z,p,q. Es ist selbstverständlich, dass j, t), p, q

auch Lösungen von U'f= sind, denn ll'f geht ja durch Einführung von (j, ^, j)

als neues Coordinatensystem gerade in Wf über.

Reduct^d Nehmen wir wiederum an, die vorgelegte partielle Differential-

integration. gigjcijujjg erster Ordnuug

gestatte die bekannte infinitesimale Punkttransformation

und es seien ferner die oo^ Bahncurven

l (x, y, z) = Const., \) {x, y, z) = Const.

von {//* bekannt. Wir haben gesehen, dass es dann durch eine Quadratur

gelingt, i{x,y,z) so zu bestimmen, dass die vorgelegte partielle Diffe-

rentialgleichung J, ^, 5 die von i freie Form:

annimmt. Hiermit ist das Integrationsprohlem der Gleichung F= er-

hehlich erleichtert. Denn das System von vier simultanen gewöhnlichen

Differentialgleichungen, das die charakteristischen Streifen bestimmt

(vgl. § 2 des 12. Kap., Formel (42), S. 553), nimmt hier die Form an:

^i. = ^ = ^* ^^ ^^^

% ~~
Sq

~~
^Sp+ q^c

"~ -§, "" -^7
Zunächst lässt sich hieraus etwa q und dq dadurch fortschaffen, dass

man q aus ^ = als Function von y, tj, p berechnet und einsetzt. In

dem dann verbleibenden System, das wir so schreiben:

dj di) ^^ dp ^^ d^

in dem also immer q als Function von j, tj, p aufzufassen ist, tritt 5

in den ersten drei Gliedern gar nicht auf. Demnach kann man sicli

zunächst auf das System von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen

d% dt) dp

% ^q ~ ^i

in J, t), p allein beschränken. Sind A(j, l),|)) und ^(i,\),p) zwei von

einander unabhängige Integrale des letzteren Systems, so eliminiert

man etwa i) und p aus dem vorhergehenden System vermöge A = a,

^ = h und bestimmt 5 als Function von j und von den beiden Con-
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stallten a, h durch eine Quadratur. Setzt man alsdann für a und h

wieder A und u ein, so ist das System in i, \), p, 5 vollständig integriert.

Damit sind also auch die charakteristischen Streifen bestimmt.

Da die neue Differentialgleichung

die infinitesimale Transformation ^ gestattet, so liegt hier dasselbe

analytische Problem vor, das wir in § 1, S. 588, in geometrischer Ein-

kleidung erwähnten. Die damaligen analytischen Ergebnisse können

wir daher auf den jetzigen Fall übertragen. Unsere Differentialgleichung

g = hat hiernach 00^ solche Integralflächen, die durch Gleichungen

zwischen i und ^ allein dargestellt werden und von denen jede ver-

möge Uf in sich übergeht, indem jede von oo^ Bahncurven der infini-

tesimalen Transformation Uf erzeugt wird. Kehren wir zu den ur-

sprünglichen Coordinaten x,y, z zurück, so sehen wir, dass die partielle

Differentialgleichung

unter anderen oo^ solche Integralflächen besitzt, die durch eine Glei-

chung zwischen i{x,y,z) und \]{x,y,z) dargestellt werden, wobei £

und t) die Integrale des Systems

dx dy dz

T ~ T ~ T
sind. Diese oo^ Flächen sind daher von Bahncurven j= Const., t) = Const.

der infinitesimalen Transformation Uf erzeugt und gehören zu den

Integralflächen der linearen homogenen partiellen Differentialgleichung

Uf=i,l^ -{-yii^-\-lU = 0.
' ^ ex ^ ' cy ' cz

Schreiben wir eine Integralfläche dieser Gleichung in der Form z= (p{x, y)

so genügt sie der äquivalenten linearen partiellen Differentialgleichung

(vgl. §1 des 11. Kap.):

^p -{- r]q — t = 0.

Also folgt, dass die vorgelegte partielle Differentialgleichung F=
mit dieser linearen partiellen Differentialgleichung 00^ Integralflächen

gemein hat und somit nach Satz 16, § 4 des 12. Kap., S. 568, mit ihr

in Involution liegt. I^^^^- »j*,

. . . . 'P+'?9= t-

Wir können dies Ergebnis auch dired ableiten:

Die partielle Differentialgleichung erster Ordnung zweiter

F(x,y,z,p,q) = ^•^^'^»-^-

gfestattet die infinitesimale Punkttraiisformation

Lie, Geometrie der Berührungstransformatioiien I. 39 [7. III. ISSfi.]
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' ^ cx ^ ' cy ' ^ cz

dann und nur dann, wenn
U'F=0

ist vermöge F=0 (vgl. S. 600).

Es ist andererseits nach Formel (61), § 4 des 12. Kap., S. 566, da

I, r), t, frei von p, q sind:

[F, Ip + ^q ^ -

ei
- F,

{ |.i> + ri^q - l^ -^ p{l,p + ^,g - ^0 1 +
+ F,

\ %p + ,;^g - e, + q{i.p + 7?.^ - e.) }
-

-{F.J^pF:)i-{Fy + qF:)ri.

Nach den Formeln (17) auf S. 598 sind die in den beiden geschweiften

Klammern stehenden Ausdrücke gleich — n und — x, sodass kommt:

[F, li) + T^g - e] i- - |F. - ^i^. - (i.P + ^g)i"c - ^F, - xi':,

^ - (li> + >?'?- 0^^ - UJ^.- + nFy + ei^. + ^^. + ^F,].

Der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck ist nichts anderes

als U'F. Also hat sich ergeben:

(28) \_F, ^p + riq - l\ -: - {Ip + riq - t)F, - U'F

Der erste Ausdruck rechts verschwindet infolge von ^p -^ 'i]q — ^ = 0.

Sobald -F=0 die infinitesimale Transformation C//" gestattet, also U'F==^()

infolge von F=0 ist, zeigt diese Formel (28), dass die Gleichungen

F=0, 1^4-^^ — ^ =
in Involution liegen, also auch nach Satz 16, § 4 des 12. Kap., S. 568,

mit einander oc^ Integralgebilde gemein haben.

Der folgende Satz ist hiermit auf zwei Wegen bewiesen:

Satz 4: Gestattet die partielle Bifferentialgleichimg erster Ordnung

F{x,y,B,p,q) =
die infinitesimale Punkttransformation

^ ex ^ ' oy ' dz '

so liegt sie mit der linearen partiellen Differentialgleichung

^P + VQ — t^O
in Involution nnd hat also mit ihr cx)^ Integralgebilde gemein.

Einige Beispiele hierzu haben wir schon im ersten Paragraphen

besprochen. Hier wollen wir ein anderes interessantes Beispiel be-

trachten.

Beispiei. Beispiel: Wir wollen uns vorerst die Aufgabe stellen, alle Idnien-

complcxe mi hestimmen, die eine infinitesimale liotation um die z-Axe
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gestatten, die also so beschaffen sind, dass jede Complexgerade vermöge ^^"^^'-^j

der infinitesimalen Rotation, die ja überhaupt jede Gerade in eine
g^^°a\*t*et

Gerade verwandelt, wieder in eine Complexgerade übergeht. Das

Symbol der infinitesimalen Rotation ist:

cf , df— y ^ -\- x^-
^ ex ' oy

Die Gerade mit den Liniencoordinaten r, s, q, ö:

(29) X = r.z -\- Q, y = 80 -j- 6

wird durch die Rotation in eine unendlich benachbarte Gerade ver-

wandelt, deren Liniencoordinaten r -j- dr, s -{- ds, q -{- öq, 6 -\- dö

seien. Dann muss:

oder also, da hier dx = — ydt, dy = xdt, dz = ist:

~-y8t= zdr -^ ÖQ, x8t = z8s-\- d6

sein. Setzen wir hierin wieder x =^ rz -\- q, y = sz -\- 6 ein, so lauten

die Gleichungen:

— {sz + 6)dt^zdr + ÖQ, (rz + Q)dt = zds + dö.

Da z längs der Geraden (29) willkürlich ist, so folgt hieraus einzeln:

dr = — s8t, ds = rÖt,

ÖQ = — ödt, dö ==: QÖt.

Ein Liniencomplex, also eine Schar von oo^ Geraden (r, s, q, ö), die

etwa durch

t(i-,s, p,ö) =
dargestellt wird, gestattet die infinitesimale Rotation um die 5'-Axe, wenn

i>rdr + tsös -f- t(j^Q -\- 4^aÖ6 =
oder also

— si^,. -f- rif;,— <7j^,, -\- Q i\,=
infolge von ^ = ist. Dies kann offenbar nicht so eintreten, dass

jede einzelne Gerade (r, s, q, (?) des Complexes für sich bei der Rota-

tion fest bleibt, weil keine oo^ derartige Geraden vorhanden sind, son

dern nur so, dass jede Gerade des Complexes in eine andere Gerade

des Complexes übergeht. Demnach ergiebt sich der allgemeinste Linien-

complex von der gesuchten Art durch Nullsetzen einer Lösung der

homogenen linearen partiellen Differentialgleichung:

dr ' ds CQ ^ ^ da

Integration giebt sofort als den gesuchten allgemeinsten Liniencomplex, Aiig.

der eine infinitesimale Rotation um die ^-Axe gestattet, diesen: Compiexes.

W{r 4- .s-, (j-
-f- a-, SQ — ra) = 0.

39*



612 Kap. 13. Part. Differentialgln. 1. 0., die infinitesim. Punkttrfn. gestatten.

Dieser Complex ordnet jedem Punkt einen Complexkegel zu. Fassen,

wir diesen Kegel als Elementarkegel auf^ so bestimmt der Complex

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung (nach Satz 3^ § 1

des 7. Kap., S. 260), und zwar sind die Charakteristiken der Differential-

gleichung Haupttangentencurven auf den Integralflächen (nach Satz 26,

§ 5 des 7. Kap., S. 308). Es ist klar, dass die infinitesimale Rotation

um die ^-Axe jeden Elementarkegel in einen Elementarkegel überführt,

Di^^in
^- ^- ^^^^ ^'^ fragliche partielle Differentialgleichung erster Ordnung die

infinitesimale Rotation um die z-Axe gestattet. Sie ordnet sich daher

der auf S. 602 bestimmten allgemeinen Form unter. Dies lässt sich

auch analytisch verificieren.

Unter den Liniencomplexen, die eine infinitesimale Rotation um
die ^-Axe gestatten und die sich nach den Formeln (38) und (40) des

§ 3, 7. Kap., S. 283, 284, auch so schreiben lassen:

(30) vp-A'^+.^^l* (a;<?g -- zdxY+ {ydz — zdyY xdy — ydx\ ^ ^
^ ^ \ dz'^ ' dz"^ ' dz j . '

giebt es oo"^, die vom ziveiten Grade sind, nämlich die folgenden:

A (dx- + df) + B {
{xdz— zdxf-{- {ydz~ zdyf } + C{xdy— ydxf+
-\-T)(xdy — ydx)ds + Edz^^O.

Unter diesen oo* Complexen giebt es wieder cx)^ tetraedrale Complexe.

Dies kann man von vornherein daraus schliessen, dass es cx)"^ Tetraedei-

giebt, deren Ecken bei der infinitesimalen Rotation um die ^-Axe in-

variant bleiben, sowie daraus, dass eine Gerade vermöge der projectiven

Transformationen, die ein solches Tetraeder fest lassen und zu denen

jene Rotation gehört, in die Geraden eines tetraedralen Complexes über-

geführt wird, nach Satz 1, § 1 des 8. Kap., S. 317. Dass in der That

oo^ invariante Tetraeder vorhanden sind, folgt daraus, dass die Rota-

tionen um die ^-Axe die imaginären Kreispunkte in der (rc«/)- Ebene

sowie alle Punkte der .sf-Axe invariant lassen. Als die Ecken eines

derartigen Tetraeders kann man daher die beiden Kreispunkte und zwei

beliebige Punkte der ^-Axe wählen. Zu diesem Tetraeder gehören oo^

tetraedrale Complexe (S. 311, § 1 des 8. Kap.). Unter den oo* Com-

plexen zweiten Grades (30) sind also in der That gerade oo'' tetraedrale

Complexe vorhanden. Die zu diesen oq^ tetraedalen Complexen ge-

hörigen oo^ partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung gestatten

sämtlich die infinitesimale Rotation um die ^-Axe.
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§ 3. Partielle Differentialgleichungen 1. O., die zwei vertauschbare

infinitesimale Transformationen gestatten.

Nunmehr wenden wir uns zai den Integrationsvereinfachungen, die

sich ermöglichen lassen, sobald die vorgelegte partielle Differential-

gleichung erster Ordnung

F(x,y,0,p,q) = O

zwei bekannte und von einander unabhängige infinitesimale Punkttrans-

formationen gestattet. Es seien

die Symbole dieser beiden infinitesimalen Transformationen. Dass wir

voraussetzen, dass U^f von UJ' unabhängig sei, hat darin seinen Grund,

dass mit Uif an sich auch jede infinitesimale Transformation Const. UJ'

die Gleichung .F= invariant lässt.

Es sind zwei verscJdedcne Fälle denkbar, die getrennt behandelt

werden sollen: Wie wir wissen, sind die Bahncurven von U^f hez. U.J'

die Integralcurven des Systems (vgl. § 2, S. 607):

dx dy dz

bez. des Systems:
dx dy dz

17 ~ ^ " ^2

'

Entweder fallen die oo^ Bahncurven von UJ' mit den oo^ Bahncurven Gemein-
i-' same

von U2f zusammen oder nicht. Der erstere Fall tritt dann und nur ^^^^
dann ein, wenn die beiden soeben angegebenen Systeme sich nicht

wesentlich von einander unterscheiden, d. h. wenn die Verhältnisse von

^i, rji, ^^ dieselben wie die von ^^j %? ^2 ^^^^- ^^ diesem Falle unter

scheiden sich Ig? ''?2? ^2 ^^^^ ^^ einen gemeinsamen Factor q von ^^jr]^, ^j,

d. h. in diesem Falle hat C^gf ^^^ Form:

UJ=qUJ.
Die Grösse q ist dabei eine Function von x, ij, z und nicht bloss eine

Constante, da sonst C/g/" von JJ^f abhängig wäre.

Fassen wir zunächst den Fall gleicher Bahncurven ins Auge. Es

mögen dabei J, ^, 5 drei solche neue Veränderliche, also von einander

unabhängige Functionen von x, y, z sein, in denen Uj' nach Satz 2

des § 2, S. 605, die Form
11 f=r^^^
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annimmt. Es ist klar, dass U,^f in den neuen Veränderlichen dann

und nur dann, wenn UJ' und JJ^f die Bahncurven mit einander gemein

haben, die Form

erhält, in der q die Function von J, ^, 5 bedeutet, die aus der obigen

Function q von x, y, 2 durch Einführung der neuen Veränderlichen

j, ^, j hervorgeht.

Zwei von einander unabhängige infinitesimale Punkttransformationen

Uj' und ^4/ ™ Räume (x, y, z) lassen sich mithin dann und nur dann

durch Einführung passender neuer Veränderlicher E, t), § gleichseitig auf

die Form

UJ-%, U.r=9% ((>=^:Const.)

bringen, wenn UJ' und U^f dieselben Bahncurven haben.

VMänderi Diese Veränderlichen J, t), § nennen wir hier kanonische Veränder-

liche. Die partielle Differentialgleichung erster Ordnung F=0, die

t/i/'und U^f gestattet, möge in den neuen Veränderlichen J, Q, § die Form

haben. Alsdann muss ^ = nach Voraussetzung die beiden infini-

tesimalen Punkttransformationen

gestatten. Wie in Satz 3, § 2, S. 607, erkennen wir aus der Form von

Ulf, dass ^ = frei von 5 ist, d. h. die Form hat:

%(h ^, p, q) = 0.

Da ferner die Erweiterung von Hg/" nach (17), § 2, S. 598, ergiebt:

U,7 -
(» |{ + (q, + H^) II + (q, + q?,) |{,

so muss, weil ^ = auch ]}^'f gestatten soll, nach (19), § 2, S. 600,

auch

((>. + |)p,)|| + (c. +
q(>.)|f

=

sein infolge von ^ = 0. Ist q nicht frei von §, so hat also f^
=

die Form:

1^3 -'^(^- ''»> = "

und ^ tritt hierin nur scheinbar auf. Wenn q^ ef-^ ist, so hat ^ =-=

die Form
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g: ==. ist also jedenfalls linear in p, q. Daraus folgt, dass auch die

ursprüngliche partielle Differentialgleichung F= 0, die ja rückwärts

durch Einführung von x, ij, z, also vermöge einer Punkttransformation,

hervorgeht, linear in^), q sein muss, nach Satz 21, § 5 des 12. Kap., S. 580.

Hiermit hat sich ergeben:

Satz 5: Wenn eine partielle Blfferenticägleichuny erster Ordnung

F(x,y,0,p,q) = O

im Baume (x, y, z) zwei von einander unabhängige infinitesimale Punkt-

transformationen mit denselben BaJmciirven gestattet, so ist sie in p, q linear.

Wir wollen von jetzt ab von den linearen partiellen Differential-

gleichungen völlig absehen. Für diese lassen sich zwar analoge In-

tegrationstheorien ableiten, wie wir sie in der Folge für die nicht

linearen entwickeln. Da wir aber in diesem Kapitel doch nur Bei-

spiele und keine erschöpfende Theorie vortragen wollen, so erscheint

es uns angebracht, uns hier auf die nicht linearen partiellen Di/f'e

rentialgleichungen erster Ordnung zu beschränJcen.

Aus dem Satze 5 folgt dann, dass wir immer vorauszusetzen haben,

dass TJJ' und TJ^f verschiedene Bahncurven haben.

Aber es sind auch jetzt noch zwei Fälle von einander zu trennen.

Im gegenwärtigen Paragraphen behandeln wir den einen, im nächsten

Paragraphen den anderen Fall.

Der Fall, den wir hier in diesem Paragraphen erledigen wollen,

ist der, dass die nicht lineare partielle Differentialgleichung

F{x, y, z, p, q) =
zwei vertauschbare und von einander unabhängige infinitesimale Punkt- xerunschh.

transformationen IJJ' und U^f gestatte. In Analogie mit § 5 des 4. Kap.,

S. 125, möge nämlich die Redeweise eingeführt werden, dass zwei

infinitesimale Transformationen U^f und ZJg/" in x, y, z vertauschbar

seien, wenn der Klammerausdruck (siehe § 2, S. 597), also der Ausdruck

(31) U,{UJ)- U,(UJ)r-r.O

ist für alle Werte der Veränderlichen x, y, z und für alle Functionen f
von X, y, z. Der begriffliche Grund für diese Bezeichnung spielt hier

nicht weiter ein, und wir unterlassen es daher, hierauf weiter einzugehen.

Nach Satz 2 des § 2, S. 605, giebt es nun solche drei von ein- Neue

ander unabhängige Functionen j, l), ^ von x, y, z, bei deren Verwertung

als neuer Veränderlicher L\f die Form

(32) U/^.f{
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cf
erhält. In jenem Satz hatten wir zwar die Form ~ hergestellt , aber

c h

es ist klar, dass die Vertauschung von j mit
i

die vorliegende Form

ergiebt. In den neuen Veränderlichen J, t), 5 wird f/g/ eine neue Form

(33) U,/-- |(j, \), i) IJ^ + .?(£, S), s) 1^ + l{h t), S) |{

annehmen. Wie in § 5 des 4. Kap., S. 124, bei Gelegenheit des Klammer-

Husdruckes infinitesimaler Berührungstransformationen (vgl. daselbst

Formel (59')) erhellt auch hier, dass der Klammerausdruck von UJ
und JJ^f\>'^\ Einführung der neuen Veränderlichen j, t),^ in den Klammer-

ausdruck von U^/" und Hg/" übergeht, also nach (31) auch

u,(u,n-n,(u/) = o

ist. Nach (32) und (33) kommt somit:

ci ci ' aj aj) ' dl aj
'"^

'

d. h. die Coeffmenten I, ^, ? in Vi^f sind frei von j. Weil U^f und Uc^f

verschiedene Bahncurven haben, darf Hg/" nach S. 613 nicht die Form

^ o haben. Daher sind ?j und t, nicht beide identisch gleich Null. Es

giebt nun zwei von einander unabhängige Functionen l) und J von

t) und i, für die

(34)

^(t),s)|f + e(9,5)|f
= o

ist. In den Grössen j, t), 5, die ja von einander unabhängig sind und

deshall) als neue Veränderliche nunmehr benutzt werden dürfen, hat

Uj/" nach wie vor die Form 0-', während Hg/' nach der Formel (25)

des § 2, S. 603, übergeht in:

Es sind aber Ugt) und Ugg, da \) und 5 frei von j sind, gerade die

linken Seiten von (34), sodass also Vi^f in

^l et)

übergeht. Es ist UgJ =^^ |(lj, 5), und hierin sind t), 5 durch l), ^ aus-

zudrücken. In den Veränderlichen J, Q, g haben UJ und U^f somit

die Form:
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Nunmehr setzen wir

wobei wir uns die Wahl der Function co vorbehalten. Da l,i), i
von

einander unabhängig sind, können wir sie weiterhin als neue Ver-

änderliche benutzen. Es ist aber f/iJ = l, Ui^f) = 0, ^iä==0, sodass

Ulf in den Veränderlichen J, t), § die Form

erhält. Ferner ist

Wenn wir daher co so als Function von t), § wählen, dass

wird, so nimmt TJ^f in den Veränderlichen J, Ij,
J

die Form an:

Bezeichnen wir die zuletzt eingeführten Veränderlichen y, l), 5 der

Bequemlichkeit halber wieder mit j, ^, 3, so können wir hiernach den

Satz aufstellen:

Satz 6: Wenn die heiden infinitesimalen Punkttransformationen UJ' Kanon.

und U^f i>n Baume {x, y, s) von einander unabhängig sind, ferner t;er- vertauschb.

sckiedene Balincurven haben und drittens mit einander vertauschbar sind, mit versch.
' Bahne.

d. h. ivenn drittens auch

U,{U,f)-ü,(UJ) =
ist, so giebt es drei von einander unabhängige Functionen j, \), 5 von

x,y,2, die als solche neue Veränderliche benutzt tverden können, in denen

Ulf und U^f die Form:

annehmen.

Trf= ^ ^ TTf—K

In diesen neuen Veränderlichen J, t), j, in denen UJ' und UJ' Part.

die Form 'nLen
7)f 7]f Veränderl.

haben, möge die partielle Differentialgleichung erster Ordnung JP=0,
die Ulf und Uj' gestattet, die Form
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haben. Da ^ = jetzt Uj' und U^f gestattet, so ist ^ = frei von

j und t), also von der Form

Solche Gleichungen haben wir schon in § 1, S. 588, betrachtet,

wobei wir allerdings die Veränderlichen statt mit j, l), g mit x, y, z

bezeichneten und als Caiiesische Punktcoordinaten deuteten. Wir fanden,

dass diese Gleichungen durch eine Quadratur integrierbar sind (vgl.

Satz 1, S. 590). Wir erinnern an die damaligen Ergebnisse, indem

wir für den Augenblick, um das Gefundene anschaulich aussprechen

zu können, £, l), 5 als rechtwinklige Punktcoordinaten in einem neuen

Räume deuten wollen, was offenbar gestattet ist. (Vgl. hiermit die

Auseinandersetzungen in § 4 des 8. Kap., S. 336.)

Wir haben gesehen, dass ^ ^ mit jeder Gleichung

- = a (a= Const.)

in Involution liegt oder, was dasselbe sagt, mit ihr oo^ Integralflächen

gemein hat. Es sind dies solche Cylinder, deren Erzeugende der Geraden

9 + aj =
in der (j^)- Ebene parallel laufen. Ist

die Gleichung eines dieser Cylinder, so muss, wie wir ebenfalls sahen,

die Function von ^ -f- aj der gewöhnlichen Differentialgleichung

(35) ^(c5,a^',^') =
genügen, die eben durch eine Quadratur integriert werden kann, wo-

durch sich oo^ Integralflächen ergeben mit der Gleichung:

(36) 5 = 0(1) + «£,&).

Wenn man auch die Constante a willkürlich lässt, so stellt diese Glei-

chung eine vollständige Lösung von ^ = dar.

Da die Differentialgleichung ^ = die infinitesimale Translation

Ui/*eEk^ gestattet, so führt diese jede Integralfläche in eine Integral-

fläche über. Es ist klar, dass sie eine Cylinderfläche in eine Cylinder-

fläche von derselben Richtung verwandelt. Da nun die oo^ Integral-

flächen, die zugleich der Gleichung

(37) \
= a

genügen, die einzigen Integralflächen sind, die Cylinder von der durch

l) + «? =
bestimmten Richtung sind, so folgt, dass U^f jeden dieser Cylinder
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wieder in einen solchen verwandelt. Die Schar der oo^ Cylinder also,

die durch (36) bei festem a dargestellt werde, gestattet "W^f. Wenn
man also (36) nach & auflöst, sodass die in Rede stehenden oo^ Cylinder

durch eine Gleichung

(38) cj(g, t) + aj) = Const.

dargestellt werden, so muss auch

a -(- W^a dt = Const.

diese oo^ Cylinder darstellen, mit anderen Worten: U^cj muss eine

Function von co allein sein:

(39) Uito = g)(cD).

Hierbei ist cp nicht identisch gleich Null, da sonst U^/' jeden einzelnen

der oü^ Cylinder für sich invariant liesse, was offenbar nur dann der

Fall wäre, wenn die Richtung der Cylinder mit der Richtung der

Translation M^f übereinstimmte. Letzteres tritt aber bei beliebiger Wahl

der Constanten a nicht ein. Dass wir hierbei den Fall, in dem die

Cylinder Ebenen parallel der (^*t)) -Ebene vorstellen, ausser Acht lassen

dürfen, erhellt sofort. Die oo^ Flächen (38) lassen sich mit Hülfe

einer beliebigen Function W von cj auch so schreiben:

TF(to) = Const.,

da hieraus wieder oj = Const. folgt. Aber jetzt ist nach (39):

Vi,W =W\(o)\X,(o = W\(o) . g)(w).

Da rpica) "^= ist, so kann Wiai) so gewählt werden, dass

TT' («)-9' («)'-!

wird. Also hat sich ergeben: Die partiellen Differentialgleichungen

haben für einen beliebigen Wert der Constanten a stets mit einander

solche (x>^ Integralflächen

^(E, 9,S, «) = Const.

gemein, dass

ist.

Von diesem analytisch ausgesprochenen Ergebnis können wir nun

auch dann Gebrauch machen, wenn wir j:, Ij, ,^
nicht mehr, wie es so-

eben vorübergehend geschah, als rechtwinklige Punktcoordinaten in

einem neuen Räume deuten, sondern die andere bisher immer gebrauchte

Auffassung wiederum einführen, nach der die Grössen j;, l), j nur ein

neues und eventuell krummliniges Coordinatensystem im ursprünglichen

Räume {x, y, 2) definieren.
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Aus unseren Ergebnissen können wir schliessen, dass die vor-

gelegte partielle Differentialgleichung i*'= 0, die U^f und [/g/' gestattet,

d*R^d^c^ auch ohne die -Rediiction auf hanonisclic Veränderliche, also direct ver-

k^non
^öge einer Quadratur integriert werden kann. Dies liegt darin, dass

Form. gj(>]j (jjg Gleichung

q

in den ursprünglichen Coordinaten x, ij, s direct aufstellen lässt. Um
zunächst dies zu zeigen, bemerken wir, dass f^

= 0, da diese Gleichung

frei von j und ^ ist, jede infinitesimale Transformation von der Form

J — a J^ (a = Const.)

gestattet, wie aus § 2, S. 600, sofort hervorgeht. Hieraus könnten

wir ja auch rückwärts nach Satz 4 des § 2, S. 610, wieder schliessen,

dass ^ = mit

p — aq =
oder

q

in Involution liegt und also mit dieser Gleichung oc^ Integralflächen

gemein hat. Nun aber kann die infinitesimale Transformation

auch so geschrieben werden:

Ui/"— all/.

Sie hat also in den ursprünglichen Veränderlichen x, y, z das Symbol

L\f — a UJ {a = Const.).

Die vorgelegte partielle Differentialgleichung F=0 gestattet daher

UJ'— aU^f für jeden Wert der Constanten a. Dies kann auch direct

erkannt werden. Denn nach (19) in § 2, S. 600, ist:

L\'F=0, U,'F=0
infolge von F= 0. Nach Formel (28) des § 2, S. 610, ist deshalb

auch wegen der auf S. 613 angegebenen Form von UJ' und U^f in-

folge von F= 0:

\F, lii' + V^'I - txl = - (^iP + Wi - QF,
[F, |2 2> + %(/ — ?2l = — {t,p + %q — y ^'.,

d. h. auch:

(40) [F, (|,i) + ri.q - Q - a{Up -f %^ - Q\ =
= —

{ {^xP + ^i3' — Si) — i^{tiP -f- %^ — y } ^V
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Nun ist aber ^//'

—

aU^^f die Erweiterung von:

Der Vergleich von (40) mit der Formel (28) des § 2, S. 610, lehrt

also, dass

U'F—aU:F=0 ^ =
^ - gestattet

infolge von F == ist, d. h. F == gestattet

Ulf— aU^f (a = Const.).

Aus Satz 4, § 2, S. 600, folgt nun, wie auch aus (40) erkannt

werden kann, dass 2*'= in Involution liegt mit jeder der oo^ Gleichungen

i^iP + VxQ "-
Si) - a(i,p + ri,q - Q =

oder:

(41) p + %g-A =a (a = Const.).

Dies folgt also daraus, dass jP= die infinitesimale Transformation

V^f — alJ.^f gestattet, genau ebenso wie die Involution von ^= mit

q

daraus, dass ^ = die infinitesimale Transformation V^^f— aUg/" ge-

stattet. Man übersieht, dass die Gleichung (41) gerade diejenige ist,

aus der (37) bei Einführung der neuen Veränderlichen i',l),5 hervorgeht.

Aus unserem auf S. 619 formulierten Ergebnis folgt nunmehr,

dass die Gleichung jp^= mit der Gleichung (41) für jeden Wert der

Constanten a solche oo^ Integralflächen

(42) Sl {x, y, z, a) = Const.

gemein hat, für die

UiSl=l

ist. Hiernach lässt sich il direct durch Quadratur berechnen, denn

die Flächen (42) müssen als Integralflächen von i*'= der Gleichung

als Integralflächen von (41) der Gleichung

und wegen lJ^Sli^\ der Gleichung:

genügen, ß^., ^y, ß, berechnen sich somit aus den drei Gleichungen:
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(43)

Da die partielle Differeutialgleicliung F= nach Voraussetzung nicht

linear ist, so lassen sich ilj,, ily^ Si, aus den drei Gleichungen (43)

stets bestimmen, denn nur die beiden letzten Gleichungen (43) sind

linear und sind von einander unabhängig, da Uif und f^g/^ verschiedene

Bestimmungßahncurven haben, ii bestimmt sich hiernach durch eine Quadratur
einer vollst. ^

^
Qu^adrat*"''

^^^ Fuuction vou X , ij , z uud einer Constanten a. Nun stellt (42) eine

vollständige Lösung von jP= vor, und damit ist die Integration von

J^= erledigt.

Unser Ergebnis ist hiernach dieses:

Satz 7 : Gestattet die nicJit lineare partielle BifferentialgMchung erster

Ordnung im Räume (x,y,z)'.

Fix, y, z, p, q) =
zwei bekannte und von einander unabhängige infinitesimale Punkttrans-

formationen, die vertauschhar sind, so lässt sie sich durch eine Quadratur

integrieren.

Wir geben ein Beispiel zu diesen Theorien:

Beispiel. Beispiel: Ein Liniencomplex, dem diejenigen oo^ Geraden

(44) X = rz -{- Q, y ^=^ sz ^ 6

angehören, deren Liniencoordinaten r, s, q, 6 der Bedingung

(45) i^(r, s, Q, ö) =
genügen, gestattet, wie wir in § 2, S. 611, sahen, die infinitesimale

Rotation um die ^-Axe:
df , bf

^ dx ^ (ly^

wenn seine Gleichung die Form hat:

(46) Wi^r' -\- s\ (i'+ ö', SQ—r0) = O.

Er gestattet auch die infinitesimale Translation

df
dz

längs der ^-Axe, wenn infolge seiner Gleichung (45) auch die Gleichungen

= r8t-{- 8r'Z-\- öq,

O^SÖt^dS'Z + 06,
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die aus (44) durch Variation von r, s, q, a und z hervorgehen, oder

also die Gleichungen

dr = (), ÖQ = — rdt, 8s = 0, 8a= s8t

richtig sind. Es muss also dann

CQ da

sein infolge von i^ = 0. Da die Gleichung ip = unmöglich die

beiden Gleichungen r = 0, s = nach sich ziehen kann, so muss

i/; := daher die Form

W{r, s, SQ — ra) =
haben, Vergleich mit (46) lehrt, dass ein Liniencomplex dann und

nur dann die beiden vertauschbaren infinitesimalen Transformationen

^' cz^ ^' ^ dx ' cy

gestattet, wenn seine Gleichung die Form hat:

(47) W\r' + s\ SQ — r6)--^0.

Mit Hülfe von (44) und der aus (44) folgenden Gleichungen

dx = rdz, dy = sdz

finden wir die Monge'sche Gleichung eines solchen Complexes:

(48) ^('^''^t--'
xdy- y_dx^_^

Die zugehörige partielle Differentialgleichung erster Ordnung, die sich

nach Satz 3 des § 1, 7. Kap., S. 260, berechnen lässt und nicht linear

ist, gestattet die beiden obigen infinitesimalen Transformationen f/^/",

U.J) die vertauschbar sind. Insbesondere ist der Complex (47) qua-

dratisch , wenn seine Monge'sche Gleichung (48) die Form hat:

(49) Ä {dx^ + dy")+ B{x, dy— y dxf -{-C{xdy— y dx) dz-\-Dds'= 0.

Die zugehörige partielle Differentialgleichung erster Ordnung hat nach

dem angegebenen Satze die Form:

iF-EE{ABB-a'){xp-^yqy-^AAB{p'+ ci')Jr^AC{xq-yp)+
^^ M + ^AB{x' + 2/2) + 4^2 _
Sie lässt sich nach der oben angegebenen Methode durch eine

Quadratur integrieren, indem sich ß^, ^y, Sl, nach (43) berechnen

lassen, sodass il= Const. durch eine Quadratur gefunden werden kann.
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Andeutung Ein zweites Beispiel sei hier kurz angedeutet:

Beispiele. ^^^ betrachten ein räumliches Viereck, z. B. das aus der x-Axe, y-Axe
und den unendlich fernen Geraden der (.130) -Ebene und der (2/0) -Ebene gebildete.

Es giebt 00^ Flächen zweiten Grades:

xy -f- Const. z = 0^

die dieses Viereck enthalten. Wir wählen zwei von diesen Flächen aus, etwa:

(51) xy -}- az = 0, xy -\- hz = 0,

und construieren alle oc* Geraden, deren vier Schnittpunkte mit den beiden

Flächen ein constantes Doppelverhältnis bilden. Diese Geraden bilden einen

Complex, zu dessen Monge'scher Gleichung eine gewisse partielle Differential-

gleichung erster Ordnung zugeordnet ist. Diese partielle Differentialgleichung,

die nicht linear ist, gestattet nun zwei bekannte vertauschbare infinitesimale

Transformationen. Dies sieht man so ein: Alle infinitesimalen projectiven Trans-

formationen von der Form

' cx^ ^^ cy ^ " 6z

denen wir schon in § 3 des 8. Kap., S. 334, begegneten, lassen die Coordinaten-

axen und die unendlich fernen Geraden der Coordinatenebenen in Ruhe und also

auch das ausgewählte räumliche Viereck. Sie führen deshalb jede Fläche zweiten

Grades, die dieses Viereck enthält, in eine ebensolche über. Insbesondere aber

bleiben die beiden Flächen (51) bei JJf invariant, wenn die Gleichungen

y8x -\- x8y -^ a8z =^^, ydx-\-xdy-\-bSz =
infolge von (51) bestehen. Dabei ist Sx = axöt, 6y = ßyöt, 8z = yz8t,
sodass zu fordern ist, dass die Gleichungen:

(a -f ß)xy -f ayz ==0, (a -f ß)xy 4- byz =
infolge der entsprechenden Gleichungen (51) bestehen, d. h. dass

a + ß = y

ist. Also lässt die infinitesimale Transformation:

Uf^ cixU- + ßy^-\-{ci-\- ß)z 1^
' cx^ ^^ cy ^ ^ ^' cz

beide Flächen (51) in Ruhe, wie auch die Constanten a, ß gewählt sein mögen.

JJf ist linear ableitbar aus den beiden infinitesimalen Transformationen

:

(52) ^^f-4i+^%' ''^f-^iy+'l^'

die mit einander vertauschbar sind. Da sie überdies projectiv sind, so führen

sie jede Gerade, die mit den beiden Flächen (51) ein constantes Doi:)pelverhältnis

bildet, in Geraden über, die mit diesen beiden Flächen dasselbe constante Doppol -

Verhältnis bilden. Der oben construierte Liniencomplex bleibt also bei l\ f und

f/jj
/ invariant , mithin auch die zugehörige partielle Differentialgleichung erster

Ordnung. Diese lässt sich also nach Satz 7 durch eine Quadratur integrieren.

Stellt man die Form dieser partiellen Differentialgleichung auf, so findet man,

dass sie ziemlich compliciert ist. Um so erheblichere Bedeutung hat daher unser

Ergebnis, dass sich ihre Integrierbarkeit durch eine Quadratur von vornherein

feststellen lässt.

Dies Beispiel giebt zugleich einen Hinweis, wie man viele andere hierher-

gehörige Beispiele construieren kann. Man wählt zwei vertauschbare infinitesi-

male projective Transformationen U^f und IKf si"« und führt sie und die von
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ihnen erzeugten endlichen Transformationen auf eine beliebig gewählte Schar

von Oü^ Geraden aus. Dadurch erhält man eine Schar von oo^ Geraden, d. h.

einen Liniencomplex, der f/j f und U^ f gestattet. Auch die zugehörige partielle

Differentialgleichung erster Ordnung gestattet alsdann U^ f und U^ f und ist folg-

lich nach Satz 7 durch eine Quadratur integrierbar.

§ 4. Partielle Differentialgleichungen 1. O. mit zwei nicht vertausch-

baren infinitesimalen Transformationen.

Das Problem^ eine vorgelegte partielle Differentialgleichung erster

Ordnung ,

zu integrieren, deckt sich nach Lagrange und Monge mit dem

Problem, das System von gewöhnlichen Differentialgleichungen zu in-

tegrieren, das die charakteristischen Streifen liefert, denn sobald diese

Streifen bekannt sind, liefert das Theorem 23, § 2 des 12. Kap., S. 552,

die allgemeinen Integralgebilde ohne weiteres. Das in Rede stehende

System geht aus den vier Gleichungen

dx iy dz dp dq

"i^p ~ F, ^ 'FppT^V^ ~ -f^f;p ~ -F,j-F,q

dadurch hervor, dass man vermöge F= eine der fünf Veränderlichen

^; Vj •^7 P} Q^j etwa q, als Function der übrigen ausdrückt und

hierin einführt. Dadurch ergiebt sich ein System von drei simultanen

gewöhnlichen Differentialgleichungen in vier Veränderlichen x, y, z, p:

/^^N dx ^ dy ^ dz ^ dp
^ ^ Xix~y,z,p) Y{x,y,z,p) Z{x,y,z,p) P{x,y,z,p)'

Kennt man nun ein Integral dieses Systems, so ist das Integrations-

problem der Gleichung jP=0 dadurch gefördert (vgl. § 4 des 12. Kap.).

Wenn auf der anderen Seite eine oder mehrere infinitesimale Trans-

formationen bekannt sind, die F= gestattet, so ist das Integrations-

problem dadurch ebenfalls gefördert, was jedenfalls in einigen Bei-

spielen aus den Ergebnissen des vorigen Paragraphen einleuchtet.

Man kann sich endlich denken, dass gleichzeitig ein Integral des integr.-

Systems (53), sowie gewisse infinitesimale Transformationen, die F=0
gestattet, von vornherein bekannt seien. Die Frage ist dann die, welche

Vorteile man in einem vorgelegten Falle aus diesen bekannten Um-
ständen zu ziehen vermag.

Es stellt sich somit eine grosse Anzahl interessanter Probleme,

die sämtlich rationell behandelt und endgültig erledigt werden können.

Ausserliche Rücksichten nötigen uns jedoch, hier nur eine geringere

Anzahl solcher Probleme ins Auge zu fassen. Die im vorigen Para-

liie, Geometrie der Berührungstranaformationen I. 40 [8. III. 1896.]
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graphen behandelten Integrationsprobleme sind natürlich ebenfalls hier-

her gehörige Beispiele.

Ehe wir an die Vorftthrnng weiterer Beispiele gehen, schicken wir

den Beweis eines wichtigen Satzes voraus.

Zu diesem Zwecke sei

eine vorgelegte partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Ferner

gestatte sie die infinitesimale Punkttransfonnation

u. ein bek.
' *^ '^' -^f« '

*^ ^ ^^ ^ cy ' ^^ ^
^

^ ^ C Z ^

Integral J.

und überdies sei J(x,y, z,p,q) ein von F unabhängiges Integral des

Systems von simultanen Differentialgleichungen (53), dass die oo^

charakteristischen Streifen von F= definiert.

Es giebt nach Satz 2, § 2, S. 605, solche drei von einander un-

abhängige Functionen j, t), § von x, y, z, die als neue Coordinaten

benutzt werden können, in denen Uf die Form

annimmt. In den neuen Coordinaten wird die Differentialgleichung

i^= eine von
i

freie Form haben, da sie U/* gestattet (vgl. S. 607):

i5(?;t),p,q) = 0.

In den neuen Coordinaten j, t), 5, p, q der Flächenelemente nehme das

Integral J die Form
S(?, t),5,P, q)

an. Nun ist S ein Integral des Systems, das die charakteristischen

Streifen von ^ == definiert. Die beiden Gleichungen

(54) g = 0, S = «

bestimmen also für jeden Wert der Constanten a solche 00^ Elemente

(j, Ij, l, p, q) der Gleichung ^ = 0, die 00^ charakteristische Streifen

der Gleichung ^= bilden. Ferner führt die infinitesimale Punkttrans-

formation U/' jedes Integralgebilde in ein Integralgebilde, also auch

jeden charakteristischen Streifen in einen charakteristischen Streifen über.

Wenn wir wollen, können wir j, ij, 5 auch als Cartesische Punkt-

coordinaten in einem neuen Räume (j, l), j) deuten. Alsdann hat die

partielle Differentialgleichung ^ = im Räume (j, l;, 5) die Eigen-

schaft, dass jeder ihrer oo^ charakteristischen Streifen durch die in-

finitesimale Translation U/" längs der §-Axe wieder in einen solchen

Streifen übergeht.



§4. Part. Differentialgln. 1. 0. mit zwei nicht vertausehb. infinites. Transform. G27

Da die beiden Gleichungen (54), wie gesagt, oo^' charakteristische

Streifen von f^
= definieren, so folgt mithin, dass auch die beiden

Gleichungen

:

^(j, t;, p, q) = 0, Sa% t), h + öf, P, q) = « + ^^t

für jedes Wertsystem der Constanten a und b gerade oo"^ charakte-

ristische Streifen von ^ = definieren. Sie lassen sich auch so

schreiben

:

(55) 5(£,t),p,q) = 0, S(g,^,s,p,ci)+ J ^^^'
l^^'^

^^'U t = a + hdt.

Mithin folgt, da auch (54) für jeden Wert von a insgesamt oo- charak-

teristische Streifen darstellt, dass die drei Gleichungen, die durch Zu-

sammenfassung von (54) und (55) hervorgehen, nämlich diese:

Uh ^, V, q) = 0, 3(E, ^, l, p, q) = a, ^Mi^j^l^ = j,^

im allgemeinen für jedes Wertsystem der Constanten a und h solche

oo^ Elemente von ^ = darstellen , die oo^ charakteristische Streifen

der Gleichung ^ = bilden. Jedenfalls ist

dl

ein Integral des Systems (53). Dies Integral lässt sich anders schreiben.

Bei der infinitesimalen Translation U/' werden p und q gar nicht ge-

ändert. Es ist also auch die Erweiterung

(Vgl. § 2, Formeln (17), S. 598.) Daher ist |^ nichts anderes als

Deuten wir nun i, l), § wieder wie gewöhnlich als neue Punkt-

coordinaten der Punkte {x, y, z) des ursprünglichen Raumes, so sind

l) 9? Ij P? q ^^® Coordinaten der Flächenelemente {x, y, z,p, q) im

neuen Coordinatensystem. Die Flächenelemente werden dann vermöge

der Erweiterung U'f von Uf unter einander transformiert. In den

neuen Veränderlichen nimmt Uf die Form U/' und demgemäss die

Erweiterung U'f die Form U'f an. In den ursprünglichen Coordinaten

*'? V} ^} Py 1 ^^1' Flächenelemente hat ferner das Integral 3 die Form
J{pc, y, z, p, q). Also hat U' 3 in den ursprünglichen Coordinaten die

Form U'J.

Wir haben daher gefunden:-

Satz 8: Ist i/'/ ist ein
Q /• ; /• ;

y- Integral.

UfE^ |(^, y,z)g-^^(x,y,,)l^-{- U.-, y, ,) ;^
40*
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eine infinitesimale BunTxttransformation des Baumes (x, y, 0), hei der die

partielle JDifferentialgleichmig erster Ordnung

Fix, y, z, p,q) =
invariant bleibt, und ist ferne)' J{x,y,z,p,q) ein Integral des Systems

von drei gewöhnlichen Differentialgleichungen, das die charakteristischen

Streifen der Gleichung -F= definiert, so ist auch

U'J

ein Integral dieses Systems. IJ'f bedeutet dabei die Ertveiterung von Uf,

die durch Mitberücksichtigung der Incremente, die p und q erfahren,

hervorgeht.

Durch nochmalige Anwendung dieses Satzes auf U'J statt J er-

giebt sich, dass auch IJ'{U'J) ein Integral des Systems ist, u. s. w.

Wohlbemerkt aber kann es vorkommen, dass U'J, auch wenn J von

F unabhängig ist, kein von F und J unabhängiges neues Integral

vorstellt. Es ist überdies dabei zu beachten, dass zwischen x, y, z, p, q

immer die Relation i^= besteht. Es kann z. B. U'J eine Constante

werden, oder auch, es kann U'J = Const. dieselben oo^ charakte-

ristischen Streifen wie J= Const. darstellen, u. s. w.

Wir gehen nunmehr dazu über, einige der oben allgemein ge-

kennzeichneten Integrationsprobleme zu behandeln und in der Haupt-

sache zu erledigen.

Zwei bek. Nehmen wir an, die vm-gelegte partielle Differentialgleichung erster

r./u. i\f. Ordnung
F{x, y, z, p, q) =

gestatte die beiden bekannten und von einander unabhängigen infinitesi-

malen Punkttransformationen:

Ebenso, wie wir es in § 3, S. 602, erkannten, können wir auch hier

einsehen, dass F == alsdann auch jede infinitesimale Punkttrans-

formation von der Form gestattet:

aUJ-UJ,
in der a eine beliebige Constante bedeutet. Wir ziehen diese Form

hier aus äusseren Gründen der früheren Form U^f— aUJ' vor. Nach

Formel (41), S. 621, oder auch nach Satz 4, § 2, S. 610, liegt also

F= mit jeder Gleichung von der Form
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(56) J EE^ ^«^ + ^»g-"^^ = a (a= Const.)

in Involution. Es ist folglich [FJ] == infolge von F= 0, d. b. es

ist J ein Integral des Systems (53). Dieses Integral J ist nicht bloss integral j.

eine Constante, denn sonst würde aus der Form (56) von J folgen,

dass Ulf und U^f entgegen der Voraussetzung von einander abhängig

wären. Es ist ferner J nicht von F abhängig, sobald die Gleichung

F= selbst nicht linear ist. Wir wollen in der Folge wie im vorigen

Paragraphen immer voraussetzen, dass die vorgelegte Gleichung F=
nicht linear sei.

Nach Satz 8 sind nun auch

Ui'j, u;j

Integrale des Systems (53). Hierbei sind verschiedene Fälle denkbar,

je nachdem sich hierdurch neue Integrale des Systems (53) ergeben

oder nicht.

Um die Discussion zu erleichtern, führen wir solche neue Ver-

änderliche j, t), 5 ein, in denen U^f nach Satz 2, § 2, S. 605, die

Form:

annimmt, während F=0 dabei eine von ^ freie und nach Voraus-

setzung nicht lineare Form

g(£,lj,|3,q) =
erhält und f/g/ e^^wa in:

u^fEEE «(E, ^, 5) |/ + ß(i, ^, s) 1^ + y(h ^, h) |{

übergeht, a und ß sind nicht beide identisch gleich Null, da U^f
und Ug/' und folglich auch Ilif und f^/" sonst dieselben Bahncurven

hätten, d. h. die partielle Differentialgleichung nach Satz 5 des § 3,

S. 615, linear wäre, was wir ausdrücklich ausgeschlossen haben. In

j, ^, 5 hat das Integral S die Form:

(57) ^^ap + ßq-y.

Die Erweiterung von U^/' giebt wieder:

ü^'f:

(58) U.'3^|«p + |,%-|l

wird. Wir gehen nun über zur Betrachtung der einzelnen Fälle.
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^"rjL^o^' Erstens wollen wir annehmen, dass [//
J" entweder identisch oder

infolge von F=0 verschwinde. Da U/S linear in p, q ist, während

(5 = nach Voraussetzung nicht linear ist, so muss hier

U/3 =
sein. Es ist also nach (58), da a, ß, y frei von p und q sind:

I^eeeO, I^eeO, ?^eeeO,

sodass a, ß, y nur j und t) enthalten und U^f die Form hat:

Hier ist nun augenscheinlich:

U,(U,/-)-U,(U,/-):"0,

d. h. auch 11^ f und f/g/' sind mit einander vertauschhar. Diesen Fall

haben wir im vorigen Paragraphen schon vollständig erledigt. Wir
fanden im Satze 7 (S. 622), dass das Integrationsproblem der partiellen

Differentialgleichung auf eine einzige Quadratur hinauskommt.

Zweiter Zweltons sci vorausffesctzt , dass U/ J an sich oder infolge von
Fall:

. . . . .

ri'/=coa8t.jf/'r= gleich einer von Null verschiedenen Constanten sei. Da mit

U^ f auch Const. f/j /' die Gleichung F= invariant lässt, so können

wir hier voraussetzen, dass insbesondere

oder also U^'3 — 1 sei. Da ^ = nach Voraussetzung nicht linear

in p, q ist, so folgt hier aus (58):

1^ = 0, I^eeO, V^^l.

a, ß sind also frei von j, während y die Form:

hat. Nun ist:

u,/-- 1^, ^XJ -: a{i, ^) 1^' + ß{i, t)) 1^ + (^ + Hh ^)) !{•

Hier giebt der Klammerausdruck:

(59) u,(u,/-)-ii,(U,/-)-|^ = u,/;

Daher ist auch in den ursprünglichen Veränderlichen:

(59') U,{U,f)-U,{UJ)-^UJ.

Wenn umgekehrt F= zwei infinitesimale Punkttransformafcionen

L\f' und t/g/' gestattet, die in dieser Beziehung zu einander stehen,
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so lässt sich U^f durch Einführung passender neuer Veränderlicher

j, 1), § auf die Form

bringen. Erhält U^f dabei die Form:

so ist

^J-= <h 0, s) i^ + ßih ^, h) ^; + y(h ^, h) aj

da dies nach (59') oder also nach (59) die Form ^— haben soll,, so

folgt rückwärts, dass a und ß frei von ^ sind, während y die Form

y = ä+A(?,9)

hat. Es wird demnach auch

Wir kommen also von der Annahme (59') wieder rückwärts zu der

ursprünglichen Annahme, dass Ui J an sich oder infolge von F=0
eine nicht verschwindende Constante sei.

Um nun im vorliegenden Fall das Integrationsproblem zu be- y^^^*^

handeln, führen wir abermals neue Veränderliche ein. Dabei ist zu

beachten, dass a und ß, wie gesagt (S. 629), nicht beide identisch

gleich Null sind. Deshalb giebt es stets zwei von einander unab-

hängige Functionen j^ und 1)^ von j und t) allein, die den Bedingungen

genügen. Ferner sei

gesetzt. Nun wählen wir ^(j, t)) so, dass

also:

^.h-^<^f,-hß'/^ + i + ^ = k-h + (^,

wird. Eine solche Function ^ giebt es stets. Also wird sich U^f in

den neuen Veränderlichen nach (25), § 2, S. 603, so darstellen:
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Ausserdem ist U^ i\ z:. 0, U^ t)^ = 0, U^ J^ ^: 1, sodass ll^f die Form

annimmt. Auch in den neuen Veränderlichen j^, t)^, jj hat ^ =
eine von g^ freie Form:

weil die Differentialgleichung auch in den neuen Veränderlichen Viif

gestatten muss. Ferner ist hier 3 nach (56) auf die Form gebracht:

Da nun die Erweiterung giebt:

^''
di,'

^2 / - El
^j^ + 9i

gt,^ + Si -^-,

so ist:

U/S = - 1, u;s = ExPi + t),q, -
s,
= a

Im vorliegenden Falle liefert also die wiederholte Anwendung des

Satzes 8 Jcein neues Integral. Aber ^^ = sollte noch Ug /" gestatten.

Also muss

sein infolge von f^j
= 0. Dies giebt:

d. h. j^i
= hat die Form:

^i(|,Pi, 0=^-

Die Integration dieser partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

bietet, wie wir nicht weiter ausführen wollen, genau dieselben Schwierig-

keiten wie die einer partiellen Differentialgleichung von der Form:

Sl {v.,n.,^)^o.

Wir zeigten aber, dass eine solche Gleichung, die ja auch auf eine lineare

Form gebracht werden kann, mit der gewöhnlichen DiflFerentialgleichung

erster Ordnung zwischen J, t):

identisch ist. (Siehe § 4 des 12. Kap., S. 576.) Umgekehrt ist klar,

dass die Integration jeder Gleichung co (Ji , ^j , ^/)= auf das ursprünglich

gestellte Problem zurückkommt.

Diese Reduction des Problems auf das der Integration einer ge-

wöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung kann nun auch ohne
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Einführung der neuen Veränderlichen direct geleistet werden. Zu

diesem Zwecke bestimmt man aus den beiden Gleichungen:

F=0, ^i P -\- Vi <i
— Si

die Grössen p und q als Functionen von x, y, z:

p = F{x;y,z,a), q =- Q(x,y, z, a),

die ausserdem die Constante a enthalten. Für eine Integralfläche muss

dz — pdx — qdy =
sein. Man hat also die totale Differentialgleichung in x, y, z

dz — Pdx — Qdy =
zu integrieren, die sich durch Multiplication mit einem gewissen Factor

integrabel machen lassen muss. Ist dieser Factor bestimmt, so ist nur

noch eine Quadratur nötig, um aus der letzten Gleichung eine voll-

ständige Lösung
Sl{x,y,z,a) = b

abzuleiten. Aus der Reduction auf kanonische Veränderliche, die wir

oben vornahmen, folgt, dass die Bestimmung des Integrabilitätsfactors

sich nicht weiter als auf die Integration einer gewöhnlichen Diiferential-

gleichung erster Ordnung zurückführen lässt.

So gelangen wir zu dem

Satz 9: Weiss man von einer nicht linearen partiellen Differential-

(jleiclmng erster Ordnung

F{x, y, z,p,q) =
im Räume {x, y, z), dass sie zwei heJcannte infinitesimale Punkttrans-

formationen Ui f und U^ f gestattet, die in der Beziehung

stehen, so lässt sich ihre Integration mit Hülfe dieser Umstände auf

die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung

zurückführen. Eine weitere Reduction ist unmöglich.

Hiermit sind die Fälle erledigt, in denen f7/J an sich oder

infolge von F = eine Constante ist. Es bleiben also die Fälle

übrig, in denen U^^ J eine wirkliche Function und daher ein Integral

von (53) ist. Es kann von J abhängig sein oder nicht.

Drittens setzen wir mithin voraus, dass L\' J eine Function Dritter

von J allein sei und zwar entweder an sich oder infolge von F= O.UijL,f{j).
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Wie allgemein auf S. 629 denken wir uns auch hier l, \), ^ als neue

Veränderliche eingeführt. Nach (58) ist also jetzt anzunehmen, dass

sei, wo also tp eine Function von ap -\- ß(\ -y bedeutet, und zwar

soll diese Relation entweder identisch oder infolge von ^ = be-

stehen. Da a und ß nicht beide Null sind (nach S. 629), so muss,

da auch ^ =^ nicht linear in p, q ist, die Function <p eine lineare

Function ihres Argumentes sein:

(61) 9, = x{ap -\-ßq-y)-\-c.

Hierin bedeuten x und c Constanten. Der Fall x = ist schon früher

erledigt. Es ist deshalb

x4=o
anzunehmen. Aus (60) und (61) folgt nun:

^=:x«, -^--^^, j^=.xy-c,

und zwar müssen diese Gleichungen an sich, nicht nur infolge von

% = 0, bestehen, weil sie frei von p und q sind. Hieraus ergiebt

sich weiter

a^y-.X{i,\))e''-i, ß = ii{ic,t))e''-^ , y = v(^,t})e'^ -{- c.

Es ist also:

Nun ist, da X, (i, v frei von § sind:

U, (U2 /) — U2 (Ui /) .— xVi, f -xcVi, f {x 4= 0).

Also ist auch in den ursprünglichen Veränderlichen x, y, s:

U,(U,f)- U,iU,f)'^^^^U,f--xcUJ (x^O).

Wir wissen aber, dass, wenn F= die beiden infinitesimalen

Punkttransformationen U^f und U^f gestattet, alsdann auch jede von

C/j/' und U<^f abhängige infinitesimale Punkttransformation

Const. UJ+ Const. UJ'

die Gleichung F=0 invariant lässt (siehe § 3, S. 620, 621). Sie ge-

stattet daher auch
*

Also können wir UJ und U^f durch UJ und ÜJ ersetzen. Es

ist aber:

ü,{U,f) - U[(UJ) - U,{U,n - cU,(UJ) - U.iUJ) + cU,(UJ),
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also in unserem Falle:

U,(UJ) - Ü\{UJ) ~ X U,f- xcUJ= ^ ÜJ.

Wenn wir jetzt noch

anstatt U^f benutzen^ was wir thun dürfen, da x =|= ist, so kommt:

ÜMf) - Ü',(UJ) - \ X UjEE, ÜJ.

Aber dieser Fall war der mveltc schon erledigte Fall (siehe S. 630),
««duct^^;"*

der zum Satz 9 führte. Wir erkennen daher, dass sich der jetzige

Fall dadurch, dass man anstatt t/,/" und U^f zwei passende, von U^f

und U^f abhängige infinitesimale Punkttransformationen benutzt, auf

den vorigen zurückführen lässt.

Also gilt der

Satz 10: Weiss man von einer nicht linearen partiellen Differential- Ergebnis.

gleichimg erster Ordnung
F(x,y,2,p,q) =

im Baume (x, y, z), dass sie zwei von einander unabhängige und nicht

vertauschhare bekannte infinitesimale Punkttransformationen UJ und UJ
gestattet, die in einer Beziehung von der Form

U,(U,f)— U,(U,f) -:r^.Const UJ-{- Const. Um-

stehen, so lässt sich ihre Integration mit Hülfe dieser Umstände auf die

Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung und

nicht iveiter zurückführen.

Viertens ist ietzt der letzte Fall zu behandeln, dass U'J ein von vierter... l'aU:

J unabhängiges Integral des Systems (53) ist und zwar ein auch bei (/i'/unabh.

Berücksichtigung von i*^= unabhängiges Integral. In diesem Falle

sind zwei Integrale des Systems (53) von drei simultanen Differential-

gleichungen bekannt. Nach Jacob i
's Multiplicatortheorie ergiebt sich

alsdann das noch fehlende dritte Integral des Systems (53) durch Quadratur.

Damit sind dann die charakteristischen Streifen von F= gefunden,

sodass das Integrationsproblem der Gleichung F= in diesem Falle

durch Quadratur gelöst ist.

Weiter gehen wir hier auf Integrationstheorien für die partiellen

DiflPerentialgleichungen erster Ordnung nicht ein, da wir uns aus

verschiedenen Gründen auf die Vorführung von Beispielen beschränken

müssen.
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Kapitel 14,

Über einige in der Geometrie auftretende partielle

Differentialgleichungen 1. 0.

Wiederholt wiesen wir auf das Verdienst hin, das sich Monge
dadurch erworben hat, dass er die Lagrange'sche Integrationstheorie

der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in eine geome-

trische Form einkleidete. Die geometrische Auffassung ist namentlich

deshalb nützlich, weil sie naturgemäss zur expliciten Aufstellung der

wahren Grundbegriffe führt, während auf der anderen Seite auch die

durch sie gewonnene Anschaulichkeit ihren Wert hat.

Nichts lag daher nach der Begründung der Liniengeometrie und

der Geometrie der Kugeln näher, als die hierdurch gewonnenen erwei-

terten geometrischen Vorstellungen für die Theorie der partiellen Diffe-

rentialgleichungen weiterhin zu verwerten. In diesem Sinne beschäf-

tigen wir uns im gegenwärtigen letzten Kapitel dieses Bandes der

Reihe nach mit den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung,

deren Charakteristiken HaupUangentencurven hez. Krümmungslinien auf

allen Integralflächen sind, alsdann mit einigen Kategorien von partiellen

Differentialgleichungen, deren Charakteristiken geodätische Linien auf

den Integralflächen sind, sowie schliesslich mit einigen anderen geome-

trisch definierten Classen von partiellen Differentialgleichungen erster Ord-

nung. Zwischen diesen interessanten Kategorien, die von Lie im

Jahre 1870*) eingeführt wurden, bestehen merkwürdige Beziehungen.

Ihre Theorien werden dabei in schönster Weise durch die Anschauungen

der Linien- und der Kugelgeometrie beleuchtet und bilden überdies

wichtige Abschnitte in diesen Disciplinen.

Die EntWickelungen dieses Kapitels werden im zweiten Bande

einerseits weiter ausgeführt und anderseits nach verschiedenen Rich-

tungen hin verwertet werden.

§ 1. Partielle Differentialgleichungen 1. O., deren Charakteristiken

Haupttangentencurven sind.

Unter den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

F(x, ij, z, p,q) =
im Räume (x, y, z) giebt es insbesondere solche, auf deren Integral-

flächen stets die oo^ Charakteristiken, die auf den Flächen verlaufen,

*) Om en Classe geometriske Transformationer, Verhandlungen der Gesell-

schaft der Wissenschaften zu Christiania, October 1870.



§ 1. Part. Differentialgln. 1. 0., deren Charakteristiken Haupttgncurven sind. 637

Haupttangentencurven der Integralflächen sind. In Theorem 9, § 5 des

7. Kap., S. 308, haben wir erkannt, dass dies unter den nicht linearen

partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung diejenigen sind, deren

zugeordnete Monge'schen Gleichungen nidit lineare Liniencomplexe defi-

nieren. Nach Satz 1, § 3 des 11. Kap., S. 500, hat jede derartige par-

tielle Differentialgleichung gerade oo'^ verschiedene Charakteristiken.

Die Flächen, auf denen die Charakteristiken Haupttangentencurven sind,

d. h. die Integralflächen der betreffenden partiellen Difierentialgleichung,

construiert man nach Satz 10, § 2 des 12. Kap., S. 553, indem man
oo^ Chakteristiken auswählt, die eine Umhüllende haben. Die zugehörige

Monge'sche Gleichung ordnet jedem Punkte einen Elementarkegel zu,

und die Linienelemente der Charakteristiken gehören diesen Elementar-

kegeln an. Daher wird die erwähnte Umhüllende eine Curve des Linien-

complexes sein, der durch die Monge'sche Gleichung definiert wird.

Wählt man umgekehrt eine Curve c dieses Complexes beliebig, so

gehen durch jeden Punkt p der Curve <x>^ Charakteristiken. Ihre

Linienelemente in diesem Punkte p bilden den Elementarkegel des

Punktes p. Diesem Elementarkegel gehört auch das Linienelement der

Complexcurve c im Punkte p an. Demnach giebt es unter den Charak-

teristiken sicher eine, die in p die Curve c berührt. Die Flächen also,

auf denen die Charakteristiken Haupttangentencurven sind, erhält man
dadurch, dass man eine beliebige Curve des Complexes auswählt und

die oü^ Charakteristiken bestimmt, welche die Curve zur Umhüllenden

haben. Noch sei erwähnt, dass sich die Curve c auch auf einen Punkt

reducieren kann.

Also hat sich ergeben:

Satz 1: Unter den Curven eines nicht linearen Liniencomplexes gieht

es solche <x>^ Curven, denen die folgende Eigenschaft zukommt: Alle die-

jenigen oo^ Curven dieser Schar, die eine beliebig gewählte andere Curve

des Complexes berühren, erzeugen eine Fläche, auf der sie Haupttangenten-

curven der einen Schar sind*).

Da zu jeder nicht linearen partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung in x, y, z nach Satz 5, § 4 des 11. Kap., S. 511, eine Monge-

sche Gleichung

il{x, y, Z'^ dx, dy, dz) =
die nicht linear ist, und umgekehrt nach Satz 3, § 1 des 7» Kap., S. 260,

zu jeder nicht linearen Monge'schen Gleichung eine nicht lineare par-

*) Es ist naturgemäss , die im Satze genannten oo^ Curven als die Haupt-
tangentencurven des Complexes zu bezeichnen. In diesem Bande brauchen wir
aber diese Bezeichnung noch nicht einzuführen.

Liuien-
complex.
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tielle Differentialgleichung erster Ordnung gehört, so können wir nach

Satz 1, § 1 des 7. Kap., S. 254, auch den folgenden Satz aussprechen:

Satz 2: Soll eine Monge"sehe Gleichung

^{x, y, z-, dx, dy, dz) =
im Baume {x, y, z) die Eigenschaft haben, dass unier ihren Integralcurven

solche <X)^ Curven enthalten sind, von denen die oo^ Curven, die eine

beliebige Integralcurve umhiUlen oder durch einen gemeinsamen Punkt

gehen, stets Haupttangentencurven auf der durch sie erzeugten Fläche

sind, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass die Monge'sche Glei-

chung die Gestalt habe:

^{ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0.

Sie gehört alsdann zu einem Liniencomplex , und die erwähnten oo^ Curven

sind die Charakteristiken derjenigen nicht linearen partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung

F(x, y, z, p, q) = 0,

deren Elementarkegel die Kegel des Complexes sind. Die Flächen, auf

denen die Charakteristiken HaupUangenteneurven sind, sind die Integral-

flachen der Gleichung F==0.

Lineare Ist eine vorgelegte partielle Differentialgleichung erster Ordnung

linear in p, q:

X(x, y, z)p + Y{x, y, z)q — Z{x, y, z) = 0,

so hat sie nach S. 541, § 2 des 12. Kap., nur oc^ Charakteristiken,

nämlich die cx;^ Integralcurven des äquivalenten Systems

dx dy dz

Eine allgemeine Integralfläche der partiellen Differentialgleichung er-

giebt sich, indem man nach einem beliebigen Gesetz oo^ unter diesen

Charakteristiken zu einer Fläche zusammenfasst. Sollen nun die oo^

Charakteristiken auf einer solchen Fläche Haupttangentencurven sein,

so müssen die Schmiegungsebenen jeder Charakteristik Tangentenebenen

auf allen den 'Integralflächen sein, die durch die Charakteristik hindurch

gehen. Nun aber können wir stets eine solche Integralfläche construieren,

die eine beliebige dieser Charakteristiken enthält und in einem Punkt

der Curve eine beliebig gewählte, die Curve berührende Ebene zur

Tangentenebene hat. Mithin müsste, damit die gestellte Forderung
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erfüllbar wäre, in jedem Punkte einer Charakteristik jede die Curve

berührende Ebene Schmiegungsebene sein. Das ist aber für krumme
Curven nicht der Fall. Die Charakteristiken müssen also oo^ Geraden

sein und daher ein Strahlensystem bilden. Alsdann sind die Integral-

flächen Regelflächen, deren Erzeugende dem Strahlensystem angehören.

Die Erzeugenden sind aber stets Haupttangentencurven der Regelflächen.

(Vgl. hiermit die Note in § 1 des 11. Kap., S. 488.) Hiermit sind

wir zu folgendem Ergebnis gelangt:

Theorem 25: Eine partielle Differentialgleichung erster ?• Diffgi-

_ "1. O., dereu
Ordnung char.Haupt-

tgcurveu
Fix, y, z, p,q) = sind.

im Baume (x, y, z) hat dann und nur dann die Eigenschaft]

dass auf jeder ihrer Integralflächen die auf der Fläche ge-

legenen oc^ Charakteristiken Haupttangentencurven der Fläche

sind, wenn sie entweder die partielle Differentialgleichung

eines nicht linearen Complexes ist oder aber wenn sie eine

lineare partielle Differentialgleichung ist, deren Charahte-

ristiken ein Strahlensystem bilden.

Hiermit haben wir eine schöne geometrische Definition aller

der partiellen Difi^erentialgleichungen erster Ordnung gefunden, deren

Charakteristiken auf allen Integralflächen Haupttangentencurven sind.

Es liegt nun nahe zu versuchen, die allgemeine analytische Form Anai. Form

der hierher gehörigen partiellen Differentialgleichungen, insbesondere

natürlich der nicht linearen, zu bestimmen. Zu diesem Zwecke könnte

man nach Satz 3, § 1 des 7. Kap., S. 260, die Gleichungen

0(yz' — zy', zx' — xz', xy'— yx', x', y', z') = 0,

c^ c^ c^

bilden und aus ihnen die Grössen x', y', z'
, q zu eliminieren versuchen.

Die Elimination ist aber, solange <& = in allgemeiner Form vor-

liegt, offenbar nicht möglich und also führt der eingeschlagene Weg
nicht zu der gesuchten allgemeinen Form. Bei besonderer Wahl der

Gleichung $ = lässt sich allerdings die Elimination leisten. Jeden-

falls erkennt man, dass die Bestimmung aller derartiger nicht linearer

Gleichungen F == nur Differentiationen und Eliminationen erfordert.

Entsprechend kann man zur Bestimmung der linearen partiellen

Differentialgleichungen, auf deren Integralflächen die Charakteristiken

Haupttangentencurven sind, von einem beliebigen Strahlensysteme



640 Kap. 14. Über einige in der Geometrie auftretende part. Differentialgln. 1. 0.

Anal. Will man die analytischen Bedincnmofen ableiten , denen die Function F
Bedingg

^i>ff°\''^^
unterworfen werden muss, damit die Charakteristiken der partiell

Diffgl
en

Differentialgleichung

F{x,y,z,][>,q) =
Haupttangentencurven sind, so kann man so verfahren: Die oo^ Flächen-

elemente {x, y, s, p, q) einer Integralfläche längs einer Charakteristik,

also die Flächenelemente eines charakteristischen Streifens, genügen

nach Satz 12, § 2 des 12. Kap., S. 555, dem System von vier gewöhn-

lichen Differentialgleichungen

:

(1)
dx dy dz dp dq

Sollen sie längs einer Haupttangentencurve gelegen sein^ so müssen sie

der in § 4 des 10. Kap., S. 472, aufgestellten Bedingung (5G) genügen:

(2) dpdx-\-dqdy = 0.

Dies thun sie nach (1) dann und nur dann, wenn

(3) (F... + F.p) F, + (F, + F.q) F, =
ist, und zwar ist zu fordern, dass diese Gleichung infolge von jF=
bestehe. Ist dies der Fall, so ist für jeden der oo-' durch (1) definierten

charakteristischen Streifen der partiellen Differentialgleichung F ==

die Bedingung (2) erfüllt. Bei dieser Ableitung war es gleichgültig,

ob i^ = nicht linear oder linear ist.

Es gilt daher der

Satz 3: Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F{x, y, z, p,q) =
im Baume (x, y, z) hat dann und nur dann die Eigenschaft, dass ihre

Charakteristiken auf allen Integralflächen Haupttangentencurven sind, ivenn

die Gleichung

(F. + Kp)F, + {F, + Fq)F, =
infolge von F= besteht. Alle derartigen partiellen Di/ferentialglricJiungcn

lassen sich durch Bifferentiatimi und Elimination angeben*).

*) Die homogene partielle Differentialgleichung erster Ordnung

(K + Kp)F^-h(F^+F^q)F^ =
für F in den fiwf unabhängigen Veränderlichen x, y, z, p, q, die oben fiictisch

durch geometrische Betrachtungen integriert worden ist, bietet unter mehreren
Gesichtspunkten besonderes Interesse. An dieser Stelle möge nur das Eine be-

merkt werden, dass diese Gleichung zu den sogenannten aemilineareii i^artiellen

Differentialgleichungen gehört; dies geht leicht daraus hervor, das ein linearer

Liniencomplex nicht wie andere Liniencomplexe Oü*, sondern nur oo' Flächen-

elemente ic, y, z,p, q des Eaumes bestimmt. Bei dieser Auffassung liefern oc*
beliebig gewählte lineare Liniencomplexe eine vollständige Lösung der vorliegenden

inirtielien Differentialgleichung in fünf unabhängigen Veränderlichen.
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Wenn insbesondere die Charakteristiken einer partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung sämtlich Geraden sind^ so sind sie selbst-

verständlich auf jeder Integralfläche Haupttangentencurven. Die zu-

gehörigen partiellen Differentialgleichungen sind also als Specialfälle

unter den soeben bestimmten enthalten.

Wir wollen uns nun die Aufgabe stellen, alle partiellen Differential- f-^^^^^^^^

gleichungen erster Ordnung zu hestimmm , deren Charakteristiken Geraden sind. *^ ^j*^^"

Ist die gesuchte partielle Differentialgleichung linear in p und q,

so sind ihre Charakteristiken die Geraden eines beliebigen Strahlen-

systems, und das Problem ist damit erledigt.

Wir dürfen uns also auf den Fall beschränken, dass die gesuchte

partielle Differentialgleichung

F{x, y, z, p, q) =
nicht linear ist. Da ihre Charakteristiken Geraden sein sollen, die

einem Liniencomplex angehören, so sind die nicht singulären Integral-

flächen F=0 abwickelbare Flächen, deren Rückkehrcurven beliebige

Curven des Complexes sind. Jede Charakteristik muss also auf einer

abwickelbaren Integralfläche liegen. Aber eine abwickelbare Fläche

wird durch eine Tangentenebene stets längs einer Erzeugenden in ihrer

ganzen Ausdehnung berührt, d.h. die oo^ Flächenelemente dieser Integral-

fläche längs einer Charakteristik oder also die oo^ Flächenelemente eines

charakteristischen Streifens haben sämtlich dieselbe Ebene. Da p, q

die Coordinaten der Stellung der Ebene eines Elementes sind, so sind

also längs jedes charakteristischen Streifens p und q constant, d. h.:

dp = 0, dq = 0.

Da andererseits die charakteristischen Streifen dem System (1) genügen,

so ist also längs jeden charakteristischen Streifens:

... dF , dF ^ dF , cF ^
^ ^ dx * dz -^ ' cy * dz ^

Nun gehört jedes Flächenelement der Gleichung F= einem charakte-

ristischen Streifen an. Also müssen alle oo"* Elemente der Gleichung

F= auch den Gleichungen (4) genügen. Diese beiden partiellen

Differentialgleichungen für F haben die drei von einander unabhängigen

Lösungen:

p, q, z — px — qy,

und jede andere Lösung ist von diesen dreien abhängig. Also muss

die gesuchte partielle Differentialgleichung die Form haben:

(5) F{p, q,z—px~ qy) = 0.

Im o. Beispiel des §1,7. Kap., S. 2(55, und auch später haben wir die

Lie, Geometrie der Herühruugstrausformatioueu I. 41 [30. III. 1896.]
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partiellen Differentialgleichungen von dieser Form schon betrachtet. Wir
sahen, dass die schon von Lagränge (vgl. die Fussnote, S. 518) in-

tegrierte Gleichung (5) zu Charakteristiken in der That oc^ Geraden hat,

die eine (vrirkliche oder ausgeartete) Fläche berühren. (Siehe Fig. 58,

S. 266.) Der von den geradlinigen Charakteristiken gebildete Complex

besteht also aus allen Tangenten einer Fläche Sl. Die allgemeinen

Integralfiächen sind die abwickelbaren Flächen, welche die Fläche Sl

längs Curven berühren. Die charakteristischen Streifen bestehen aus

den Flächenelementen, deren Punkte eine Tangente von Sl bilden, während

ihre Ebenen mit der Tangentenebene von Si im Berührungspunkte dieser

Tangente zusammenfallen.

Es hat sich daher ergeben:

Satz 4 : Sind die CharakterisfiJcen einer partiellen Bifferenticdgleiclmng

erster Ordnung
F{x, y, z, j), q) =

im Baume {x, y, z) sämtlich geradlinig, so sind sie entweder die oc- Ge-

raden eines heliehigen StraJdensystems , und dann ist die partielle Differetitial-

gleichung linear, oder aber sie sind die oc"' Taiigenien einer heliehigen Fläche.

Im letzteren Falle ist die partielle Diff'erentialgleichung diejenige nicht

lineare partielle Diff'erentialgleichung, die dem Complex aller Tangenten

der Fläche zugeordnet ist.

Das hiermit erledigte Problem der Bestimmung aller partiellen

Differentialgleichungen F{x, y, s, p, q) = 0, deren Charakteristiken Ge-

raden sind, zerlegten wir durch eine gemnetrisclie Betrachtung in zwei

analytische Probleme, die sich alle beide auf die partielle Differential-

gleichung erster Ordnung für F'.

(6) {F. + F.p) F, + {F, + F.q) F„ =
bezogen. Wir suchten nämlich unter den Lösungen F dieser Gleichung

insbesondere diejenigen, die entweder die drei linearen partiellen Diffe-

rentialgleichungen zweiter Ordnung

(7) F,p = 0, Fp, = 0, F,, =
oder aber die beiden linearen partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung

(8) F,-j-F.p = 0, F,j + F,q =
erfüllen. Im Laufe dieses Kapitels werden wir eine Anzahl ähnlicher

Probleme erledigen, die teilweise analytisch einen complicierten Cha-

rakter haben. Wenn wir dabei anscheinend leicht zum Ziele kommen,

so beruht dies darauf, dass wir uns nicht von vornherein zu einer

bestimmten Methode wenden, sondern abwechselnd synthetische (be-

griffliche) und analytische Betrachtungen anstellen.
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§ 2. Partielle DüTerentialgleichungen 1. O., deren Charakteristiken

Krümmungslinien sind.

Im letzten Paragraphen des 12. Kap. führten wir eine beliebige

Punkttransformation des Raumes (x, y, z) auf eine vorgelegte partielle

Differentialgleichung erster Ordnung

F(x, y, z,p,q) =
aus. Dadurch ging eine neue partielle Differentialgleichung

hervor-, die Elemente von JP=0 wurden in die von F^ = 0, die In-

tegralgebilde von F == in die von F^ = und insbesondere die

charakteristischen Streifen von F= in die von F^ = übergeführt.

(Vgl. Satz 20, S. 579.) Im vorigen Kapitel betrachteten wir alsdann

solche Punkttransformationen, die eine vorgelegte partielle Differential-

gleichung insbesondere in sich überführten.

Es giebt nun aber noch allgemeinere Transformationen als die Punkt- gemeinere

transformationen, bei denen ebenfalls jede partielle Differentialgleichung

erster Ordnung wieder in eine solche verwandelt wird und die Integral-

gebilde der ursprünglichen in die der neuen Gleichung übergehen. Auf

die allgemeine Frage nach allen derartigen Transformationen gehen

wir hier nicht näher ein. (Vgl. S. 583.)

Wir machen jedoch darauf aufmerksam, dass wir schon einige

derartige Transformationen, die keine Punkttransformationen sind, kennen

gelernt haben. Sie sollen hier kurz erwähnt werden.

Zunächst gehört hierher die Dualität im Räume (S. 229, § 3 des Dualität

6. Kap.). Eine allgemeine bilineare Gleichung

(Q\ 1
^^'1^ + ^^^ + ^1^ + ^l^^l + ^^^^ + ^''-^ + ^'2^ + ^^^^-^l

"*"

[ -f («gx -\-b^y-\- c.,z + d;)z, + {a^x + b,y + c^z + d^ =
ordnet jedem Punkt {x, y, z) eine Ebene zu, nämlich die Ebene, die

durch die vorliegende Gleichung in den laufenden Coordinaten x^,y^,z-^

dargestellt wird. Sie ordnet ferner allen oo^ Punkten (x,, y, z) einer

Ebene

(10) Ax-^By^Cz-\-B =
solche Oü^ Ebenen zu, die sämtlich durch einen gemeinsamen Punkt

gehen, denn wenn man x, y, z als drei Parameter auffasst, die an die

Gleichung (10) gebunden sind, so stellt (9) in den laufenden Coordi-

naten x^, y^, Zy die oo" Ebenen eines Ebenenbündels dar, da die F^arameter

X, y, z in (9) linear auftreten. Wir sagen, dass die Dualität der Ebene
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(10) diesen Punkt zuordnet. Betrachten wir eine Ebene e und einen

Punkt p in ihr. Dem Punkte p wird durch (9) eine Ebene e^ zu-

geordnet. Der Ebene e wird ein Punkt p^ zugeordnet, den man erhält,

wenn man den gemeinsamen Punkt der oo^ Ebenen sucht, die den

Punkten von e entsprechen. Da p zu den Punkten von e gehört, so

folgt, dass e^ durch p^ geht. Der Inbegriff einer Ebene e und eines

Punktes p in ihr ist aber ein Flächenelement. Also folgt: Die Dua-

lität ordnet jedem Flächenelement {p, e) ein Flächenelement {Pi,ei) zu.

Ist z. B.

(11) ~yx^-^xy^-\- z^ — z =
die bilineare Gleichung, die bei der Definition der Dualität zu Grunde

gelegt wird, so findet man das dem Flächenelement {x, y, z, p, q) zu-

geordnete Flächenelement (a^^, y^^, z^, }\, gj in folgender Weise: Es

müssen p^^, q^ und — 1 proportional den Richtungscosinus der Ebene

sein, die durch (11) dargestellt wird, wenn x^, y^, z^ die laufenden

Coordinaten bedeuten. Daher ist:

Pi = y> Qi = — ^

Ferner folgt, da die Gleichung (11) in x, y, z und x^, «/^, z^ vollkommen

symmetrisch ist, analog:

P = yi, 1= — ^v

Aus diesen vier Gleichungen und aus (11) ergiebt sich durch Auflösung

nach x^,y^,z^,p^,qi:

(12) x^=—q, yi=p, z, = z — xp — yq, p, = y, q,= — x.

Das Flächenelement {x^, y^, z^, p^, q^), in das hiernach das Element

(x, y, z, p, q) übergeht, ist nichts anderes als das Element, das zum

Element (x, y, z, p, q) hinsichtlich des linearen Complexes mit der

Pfaff 'sehen Gleichung

xdy — ydx -\- dz =
Trf. der redpTok ist, vgl. S. 454, § 4 des 10. Kap. (Man vgl. auch die Formeln
vereine, (47)^ g, 467.) Bcl der Dualität (12) geht jeder Elementverein in den-

jenigen Elementverein über, der zu ihm hinsichtlich des linearen Complexes

reciproTt ist. Dies haben wir an der angeführten Stelle im Einzelnen

gezeigt. Man kann es auch auf einmal dadurch nachweisen, dass man

zeigt, dass die Bedingung der vereinigten Lage

dz — pdx — qdy =
(vgl, § 1 des 12. Kap., S. 523) bei der Transformation (12) invariant

bleibt. In der That ist nach (12)

dZi — Pi dx^ — q^ dyi = dz — p dx — q dy.



Legen
dre'scl

Trf.

§ 2. Part. Differentialgln. 1. 0., deren Charakteristiken Krümmungslinien sind. 645

Liegt mm eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

(13) F{:x, y, z, p,q) =
vor, so gehen ihre oo* Elemente (x, y, z, p, q) vermöge der Dualität

(12) in diejenigen oo* Elemente (x^, y^, ^i, Pi, (/i)
über, die der Gleichung

(14) F{— q„ p„ 01 - x,p, — y,q„ y„ — x,) =
genügen. Jedes Integralgebilde von (13) geht dabei in ein Integral-

gebilde von (14) über. Daher sind die beiden partiellen Differential-

gleichungen (13) und (14) mit einander völlig äquivalent, denn hat man

die zweite integriert, so ist damit auch die Integration der ersten er-

ledigt. Kennt man insbesondere eine vollständige Lösung von (14),

so kann man vermöge der Inversion der Dualität (12) sofort eine voll-

ständige Lösung von (13) aufstellen. Diese Transformation (12) einer

partiellen Differentialgleichung erster Ordnung in eine andere kennt

man schon lange als die Legendre'sche Transformation. Die völlige

Äquivalenz der beiden Gleichungen (13) und (14) beruht darauf, dass

sich die Dualität als eine solche Transformation innerhalb des fünf-

dimensionalen Gebietes aller Flächenelemente auffassen lässt, bei der

jeder Elementverein in einen Elementverein übergeht.

Diese Legendre'sche Transformation steht in engem Zusammen-

hang mit der folgenden älteren, nämlich schon von Euler angegebenen '^Trf.*'

*

Transformation:

(15) x, = p, yi=y, z^=z—px, p^= ~ x, q^ = q.

Auch diese Transformation der Flächenelemente führt jeden Element-

verein in einen Elementverein über, denn hier ist ebenfalls:

(16) dz^— p^dx^ — q^dy^ = dz — pdx — qdy.

Wenn also eine Schar von Elementen {x, y, z, p, q) vorliegt, die der

Bedingung
dz — pdx — qdy =

genügt, d. h. einen Verein bildet, und wenn man alsdann diese Schar

vermöge (15) in eine Schar von Elementen (x^, y^, z^, p^, q^ trans-

formiert, so besteht nach (16) für die neue Schar die Gleichung

dZy — P]_dx^ — q^dy^ = 0,

d. h. die neue Schar ist ebenfalls ein Verein. Bei der Euler 'sehen

Transformation (15) gehen alle die Flächenelemente, deren Punkte in

einer Ebene

liegen, in Elemente derselben Art über. Insbesondere gehen die oo^

Elemente durch einen Punkt
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X = Xq, y = C, 3 = S^^

dieser Ebene in die oo"- Elemente
(^'i, ^i, ^'i, 7>i, ^i) über, für die

y^ = c, x^Xy -j- 2^ = 2^

ist, wie aus den drei ersten Gleichungen (15) sofort' hervorgeht. Es

sind dies die Elemente einer Geraden in der Ebene ;*/
= c, und zwar

findet man diese Gerade, wenn man innerhalb der Ebene y ^= c auf

den Punkt (xq, y/^) die Dualität ausübt, die durch die bilineare Gleichung

x^x, 4- ^j — ^(,=
definiert wird (vgl. § 5 des 2. Kap., S. 57).*)

Vermöge der Transformation (15) führte Euler die Integration

einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

F(x, y, z, p, q) =
auf die Integration der Gleichung

F(— Pi, Vu ^i —Ih^i, ^1, Qi) = ^

zurück. Da die Transformation (15) jeden Elementverein in einen

Elementverein überführt, so erhellt in der That, dass sie jedes Integral-

gebilde der ersten Gleichung in ein Integralgebilde der zweiten verwandelt.

Im 10. Kap. haben wir in § 4, S. 466, eine neue Transformation

der Flächenelemente kennen gelernt. Wir ordneten damals jedem Element

(x, y, z, p, q) eines Raumes (x, y, z) ein Element (X, Y, Z, F, Q) eines

anderen Raumes (X, F, Z') zu und fanden (siehe Theorem 20, S. 474),

dass dabei jede allgemein gewählte Fläche, aufgefasst als Elementverein

Trf d wieder in eine Fläche übergeht. Ferner geht dabei jede Gerade, auf-

.^^*gg"„ gefasst als ein Elementverein, in eine Kugel über. Diese Transforma-

tion wird sich analytisch durch fünf Gleichungen von der Form:

X = I{x,y,z,p,q), Y=^{x,y,z,p,q), Z= ß{x, y, 0, p, q),

F=^{x,y,z,p,q), Q = €i(x,y,z,p,q)

darstellen. (Ihre wirkliche Gestalt liegt übrigens in den Formeln (53)

und (54), S. 468, vor.) Wenn wir es auch damals nicht in voller

Allgemeinheit ausgesprochen haben, dass diese Transformation jeden

Elementverein wieder in einen Elementverein verwandelt, so haben wir

dies doch für die Vereine von oo^ Elementen im Einzelnen gezeigt.

Wenn nun eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

*) Die Euler 'sehe Transformation, die besonders von Ampere für die

Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung verwertet wurde,

dehnt sich auf n Dimensionen aus. Von der im Text gegebenen Deutung der

Eul er' sehen Transformation findet sich wohl weder bei Euler noch bei Ampere
eine Spur. Die Legendre'sche Transformation ist der Aufeinanderfolge zweier

Eul er 'scher Transformationen äquivalent.
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F{x, y, z, p, q) =
vorliegt, so wird die Transformation ihre oo* Elemente in die Elemente

{X, Y, Z, F, Q) einer neuen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

F,(X,Y,Z,F,Q) =
überführen, und es erhellt, dass eine allgemeine Integralfläche von F=0
vermöge der Transformation in eine Integralfläche von _P\ = übergeht.

Die Integrationsprobleme dieser beiden partiellen Differentialgleichungen

sind also mit einander äquivalent.

Die vorgeführten Beispiele von Element -Transformationen ordnen

sich als specielle Fälle einem allgemeinen Begriff" unter. Wir bezeichnen

nämlich allgemein eine Transformation, welche die Elemente (x, y, z, p, q)

des Raumes in neue Elemente (x^, y^, ^i, Pi, Qi) vervrandelt:

(11)
f^i^'^'^^'^'^'^'^)' ^i^^*^^'^'^'^'^^' ^i=o(-«;y,^,i',?),

insbesondere als eine Berührungstransformation des Baumes, wenn sie rühfungs-

jeden Elementverein in einen Elementverein überführt. Nach § 1 des ^^*;,^gg

12. Kap., S. 523, ist die Gleichung

(18) ds — pdx — qdy =
die Bedingung der vereinigten Lage zweier Flächenelemente (x, y, 0, p, q)

und (x -\- dx, y -\- dy, 2 -\- dz, p -\- dp, q -\- dq). Da die vereinigte

Lage bei der Transformation nicht gestört werden soll, so soll die

Gleichung

d^i — Pi dxi— (/i
dy^ =

eine Folge von (18) sein. Da sie linear und homogen in den Difie-

rentialen dx^, dy^, dz^ ist, die sich nach (17) linear und homogen durch

die Differentiale der ursprünglichen Veränderlichen x, y, z, p, q aus-

drücken , so kann die letzte Gleichung nur dann eine Folge der Glei-

chimg (18) sein, wenn infolge von (17) eine Gleichung von der Form:

(19) dz^ — p^ dx^ — q^ dy^ = q (dz — pdx — q dy)

besteht, in der q eine Function von x,y,z,p,q bedeutet.

Wir definieren daher die ßerühruugstransformationen des Raumes

analytisch in folgender Weise:

Eine Transformation

(U)
j^'i^^^^*^'^'^'-^^'^^' yi=d(^,y,^,p>ü)> ^i=B(^,y,^,p,(i)^

der Veränderlichen x, y, z, p, q in die Veränderlichen x^, y^, z^, p^, q^
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heisst eine Berührungstransformation des Baumes {x,y,z), wenn

vermöge der Transformation eine Gleichung von der Form

(19) ds^ — p^ dx^ — q^ di/i = Q{dz —- pdx — q dy)

besteht, in der q eine Function von x,y, z, p,q bedeutet.

rührangs-
Liegt eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

*auf e'r'^' F(x, y, z, p,q) =
Diffgl. 1.0.

vor, so werden ihre oc^ Flächenelemente {x,y, z, p,q) durch die Be-

rührungstransformation (17) in neue oü* Flächenelemente {x^, y^, z^,Pi, q^
übergeführt, deren Gleichung

Fi(x„y^,2^, Pi,q,) =
durch Elimination von x, y, z, p, q aus F= vermöge (17) hervor-

geht. Dann leuchtet ein, dass die Berührungstransformation (17) jedes

Integralgehilde der Gleichung F= in ein Integralgebilde der Glei-

chung Fj^ = überführt. Sie verwandelt jeden Elementstreifen der

Gleichung JP= in einen Elementstreifen der Gleichung F^ == 0. Unter

den Elementstreifen spielen nun die charakteristischen Streifen der

Gleichung F= eine ausgezeichnete Rolle, da sie diejenigen sind,

durch die je eine continuierliche Schar von Integralgebilden geht (vgl.

Theorem 23, § 2 des 12. Kap., S. 552). Daraus folgt, dass die Bc-

rilhrungstransformation (17) jeden charakteristischen Streifen der Gleichung

F= in einen charaJiteristischen Streifen der Gleichung JF\ = ver-

wandelt. Dies ergiebt sich also genau so wie früher für den besonderen

Fall der Erweiterung einer Punkttransformation (vgl. Satz 20, § 5 des

12. Kap., S. 579). Dass die Erweiterungen der Punkttransformationen

des" Raumes sich dem allgemeinen Begriff: Berührungstransformation

des Raumes unterordnen, erhellt nach § 5 des 12. Kap. sofort.

Ebenso wie damals (Satz 22, S. 581) erschliessen wir auch hier

sofort, dass die Berührungstransformationen des Raumes die Involutions-

beziehung, sei es die zwischen Gleichungen oder die zwischen Functionen,

invariant lässt.

Doch wir wollen hierauf an dieser Stelle nicht \veiter eingehen.

Erst im zweiten Bande werden wir die Theorie der Berührungstrans-

formationen im Räume eingehend entwickeln. Hier wird uns in der

Folge nur die Berührungstransformation beschäftigen, die wir vorhin

(S. 646) als ein Beispiel erwähnten und die in § 4 des 10. Kap. ge-

nauer untersucht wurde, wenn wir auch damals absichtlich ihre Be-

zeichnung als Berührungstransformation unterdrückt haben.

Dass jene Elementtransformation eine Berührungstransformation

ist, haben wir vorhin auf begrifflichem Wege erkannt. Denn sie führt
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Vereine von oo^ Elementen immer wieder in solche über, wobei sie

insbesondere die oo^ Elemente einer Geraden des Raumes (x, y, z) in

die einer Kugel des Raumes (X, Y, Z) verwandelt. Irgend zwei ver-

einigte Flächenelemente im Räume {x, y, z) gehören immer einer

Fläche an. Da diese vermöge der Transformation in einen Verein im

Räume (X, Y, Z) übergeführt wird, so erhellt, dass jene Transfor-

mation in der That vereinigte Elemente in vereinigte Elemente über-

führt und deshalb eine Berührungstransformation ist.

Analytisch kann man dies aus den Gleichungen (53) und (54) in § 4 des

10. Kap., S. 468, erkennen. Sie ergeben nämlich

dZ— PclX- QdY= ^ (dz—pdx — q_dy).

Die Bedingung (19) ist also hier erfüllt.

Wir wollen diese Berührungstransformation, welche die Geraden ^- ^^^|'

'

des Raumes {x,y, z) in die Kugeln des Raumes (X, Y, Z) verwandelt, "^^p"^""-

auf eine solche partielle Differentialgleichung erster Ordnung

Fix, y, z, p,q) =
anwenden, deren Chorakteristihen HaupUangentencurven sind.

Sie wird diese Differentialgleichung in eine neue partielle Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung im Räume (X, Y, Z) überführen:

F,(X,Y,Z,P,Q)=^0.

Dabei gehen die charakteristischen Streifen von i*^ = in die der Glei-

chung F^== über. Da aber die Curven der charakteristischen Streifen

der Gleichung i*^= 0, also ihre Charakteristiken, nach Voraussetzung

Haupttangentencurven der Integralflächen von F= sind, so folgt aus

Theorem 20, S. 474, sofort, dass die Charakteristiken der neuen partiellen Part. Diffgi

,

Bifferentialgleichung F^ = Kriimmungslinien auf den Integralflächen Krümmgsi.'

von Fi = sind.

Wenn umgekehrt
F,{X,Y,Z,P,Q) =

eine solche partielle Differentialgleichung erster Ordnung im Räume
(X, Y, Z) ist, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen Krüm-

mungslinien sind, so liefert die Ausführung der inversen Transfor-

mation, indem wir von den Elementen (X, Y, Z, P, Q) zu den Elementen

{x, y, z, p, q) übergehen, dass die hervorgehende partielle Differential-

gleichung erster Ordnung

F{x, y, z, p, q) =
im Räume (x,y, z) die Eigenschaft hat, dass ihre Charakteristiken auf

allen Integralflächen Haupttangentencurven sind.
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Da wir im vorigen Paragraphen diejenigen partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken Haupttangenten-

curven sind, sämtlich bestimmt haben, so erhellt, dass hiermit auch die

Bestimmung aller derjenigen partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung geleistet ist, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen

Krümmungslinien sind.

Wir wollen aber die Sachlage noch eingehender untersuchen, um die

Erledigung des Problems, die partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung zu bestimmen, deren Charakteristiken Krümmungslinien sind,

in einer durchsichtigeren Form darzustellen. Um den Leser mit diesen

Theorien vertraut zu machen, holen wir etwas weiter aus und betrachten

im Anschluss an das 10. Kap. noch eine Reihe von Gebilden und

Problemen in den beiden Räumen (x, y, 2) und (X, Y, Z), die einander

entsprechen.

Zu diesem Zwecke gehen wir näher auf die Beziehungen ein, die

, vermöge unserer Berührungstransformation zwischen den beiden Räu-

men (x, y, z) und (X, Y, Z) hergestellt werden. Wir wissen, dass

jeder Geraden des Raumes (x, y, d) eine Kugel des Raumes (X, Y", Z)

entspricht, also jeder Schar von oo^ Geraden eine Schar von 00^ Kugeln.

Dies führte uns . schon früher (S. 472) zu dem Ergebnis: Einer

Regelfläche im Räume (x, y, s) entspricht die Umhüllende einer Schaar

von oc^ Kugeln im Räume (X, Y, Z).

Ein Strahlen- oder Geradensystem, d. h. eine Schar von oo^ Geraden,

die im Räume (x, y, s) gegeben ist, liefert im Räume (X, Y, Z) eine

Schar von oo^ Kugeln. Zur Abkürzung der Redeweise wollen wir

Kugel-
festsetzen, dass unter einem Kugelsystem eine Schar von oc^ Kugeln

System,
i^erstandeii werden soll. Jedem Strahlensystem des Raumes (x,y, z)

entspricht also ein Kugelsystem des Raumes (X, Y, Z). Die beiden

Brennflächen des Strahlensystems (vgl. S. 456) gehen durch unsere Be-

rührungstransformation in zwei Flächen über, die von allen oo^ Kugeln

des Kugelsystems berührt werden. Wir werden sie als die Brennflächen

des Kugelsystems bezeichnen. Vermöge unserer Transformation geht

z. B. ein im Räume (.r, y, z) gelegenes Strahlensystem erster Ordnung

und erster Classe, d. h. die Gesamtheit der Schnittgeraden zweier fester

Geraden (vgl. Satz 12, § 4 des 7. Kap., S. 295) in ein solches Kugel-

system des Raumes (X, Y, Z) über, das aus allen 00^ Kugeln besteht,

die zwei feste Kugeln berühren, denn wir wissen, dass zwei einander

schneidenden Geraden des Raumes (x, y, z) zwei einander berührende

Kugeln des Raumes (X, Y, Z) entsprechen (nach S. 464).

Betrachten wir eine Fläche « im Räume {x, y, z). Sie hat zwei
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Scharen von Haupttangentencnrven. Wir wählen die Haupttangenten-

curven einer Schar ans und construieren ihre oo' Tangenten. Diese oo^

Haupttangenten der Fläche a bilden ebenfalls ein Strahlensystem. Ihm

entspricht im Räume (X, Y, Z) folglich ein Kugelsystem. Der Fläche

C3 entspricht im Räume {X, Y, Z) eine Fläche fl. Den Elementen der

Fläche 03 längs einer Haupttangentencurve entsprechen solche Elemente

der Fläche Sl, die längs einer Krümmungslinie liegen. Eine Haupt-

tangente hat mit a zwei benachbarte Elemente gemein und geht daher

in eine Kugel über, die mit ß zwei consecutive Elemente, also

zwei Elemente längs einer Krümmungslinie gemein hat. (Vgl. die Ta-

belle S. 475.) Eine derartige Kugel wollen wir eine Krümmimgskugel

der Fläche Sl nennen. Die Krümmungskugeln sollen also die Kugeln

sein, welche die Hauptkrümmungskreise der Fläche Sl zu grössten

Kreisen haben. Nun erhellt, dass dem Strahlensystem der vorhin aus-

gewählten Schar von oc^ Haupttangenten der Fläche a im anderen

Räume (X, Y, Z) ein Kugelsystem entspricht, das aus der einen Schar

von oü^ Krümmungshigeln der Flüche Sl hesteht

Liegt im Räume (x, y, z) ein Liniencomplex, also eine Schar von

oo'' Geraden, vor, so geht er vermöge der Berührungstransformation in

eine Schar von cx>-' Kugeln im Räume {X, Y, Z) über. Eine Schar

von oo'^ Kugeln bezeichnen wir kurz als einen Kugelcomplex: Jeder

Liniencomplex des Raumes (x, y, z) liefert demnach ' einen Kugelcomplex cS^S^

des Raumes {X, Y, Z). So giebt die Schar aller c5o^ Tangenten einer

Fläche (o den Kugelcomplex, der aus allen oc^ Kugeln besteht, welche

die zugeordnete Fläche ß berühren.

Ein linearer Liniencomplex des Raumes {x, y, z) besteht aus allen

den Geraden:

(20) x = rz -\- Q, y = sz -\- 0,

die einer Gleichung von der Form:

(21) Äö ~ Rq + C(SQ ~~-r6)-\- Dr-\-Es-^ G =
genügen, nach Theorem 7, § 3 des B. Kap., S. 218. Nun liefert eine

Gerade (20) mit den Liniencoordinaten r, s, q, 6 im Räume {x, y, z)

eine Kugel, deren Gleichung nach Theorem 19, § 4 des 10. Kap., S. 463,

so lautet:

wobei

:

rj E^ SQ — rö
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ist. Die oo^ Geraden des linearen Liniencomplexes gehen somit in die-

jenigen oo^ Kugeln über, in deren Gleichung (22) die Parameter

r, s, Q, an die Gleichung (21) gebunden sind. Diese oo^ Kugeln (22)

haben eine besondere Eigenschaft. Sie schneiden nämlich sämtlich

eine feste Kugel unter constantem Winkel (p.

Um dies zu beweisen, wollen wir unter 26, 3), 3 ^^^ Mittelpunkts-

coordinaten und unter 91 den Radius einer Kugel des Kugelcomplexes

verstehen, sodass diese Kugel die Gleichung hat:

(23) (X - dcf + (r- fjf + {z- ^y-w = o.

Nach (22) ist dann

(24)S = ^i^, f = -i^;, 3 = ^-^. SR = ±=4^1.

Hieraus folgt umgekehrt:

(24')
±3t-3' ±^-S' ^ ±9i-3

_ ^' + ^^ + 3^-9^' ^ _ + 9^ + 3
±SR-3 ' ^ ±9^-3

Setzen wir diese Werte in (21) ein, so kommt:

. (^(3e^ + ^2 ^ 32 _ 91^) _ (5 - E)^ - i(B + E)^ +

Dem Kugelcomplexe gehören also alle die Kugeln (23) an, deren Be-

stimmungsstücke X, 9), 3? 3ft die Bedingung (25) erfüllen.

Wenn nun diese Kugeln (X, ?J, 3, 3?) eine Kugel mit den Coor-

dinaten 2c q, ^q? 3o? ^0 i^ ^^^ That unter constantem Winkel cp schnitten,

so müsste für alle diese Kugeln:

(X- diof + (g) - %y + (3 - 3o)"^ -\-(i^- ^%r- ^ '^% cos 9, =
sein. Insbesondere müsste dies für die im Complex enthaltenen Null-

kugeln der Fall sein, für die 9? = ist. Die Mittelpunkte (3e, ?), 3)
dieser Nullkugeln wären dann auf der festen Kugel gelegen, d. h. die

vorstehende Gleichung müsste die feste Kugel darstellen, wenn in ihr

X, 2), 3 als laufende Coordinaten betrachtet und 91 == gesetzt wird.

So käme als Gleichung der fraglichen festen Kugel:

(3e - ae«)^ + (?) - %y + (3 - 3o)^ - ^0^ = 0.

Da aber X, D, 3 ^^^ M = der Bedingung (25) genügen müssen, die

sich auch so schreiben lässt:
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SO müsste die Gleichung der festen Kugel in X, Y, Z so lauten:

_ (
C-G^)^-4 (^J> + 5^^) _

Die Coordinaten der festen Kugel wären hiernach:

.-, B - E ^ . B -\- E
3o" 2^ '

J^«
"^ 2^ ' -^0 2A '

(^")
i 1

Jedenfalls lässt sich die Gleichung (25) des Complexes so schreiben*).

(25') (X_a:o)^+(s^_^J2+(3_3„)2+(iSR_,-9tj._29i9ioCos9^ = 0,

wobei

cos 9)
}/{C — Gy — 4:{ÄI) -{- BE)

ist. Da q) naithin für alle Kugeln des Kugelcomplexes denselben Wert hat,

so folgt in der That, dass der Kugelcomplex (25) im Baume {X, Y, Z),

der aus dem linearen Liniencomplex (21) im Baume (x, y, z) vermöge

unserer Berülirungstransformation hervorgellt, aus allen den 00^ Kugeln Kugsu, d.

(^jD?3>^) besteht, die eine feste Kugel (26) unter einem geuissen untlr conat.

Constanten Winkel schneiden. schnei/en,

Es giebt 00^ lineare Liniencomplexe, da ihre allgemeine Gleichung

(21) fünf wesentliche Constanten enthält. Andererseits giebt es im

Räume (X, Y, Z) gerade 00* Kugeln. Wählen wir eine solche als die

feste Kugel (26) und wählen wir den Winkel tp beliebig, aber be-

stimmt, so ergiebt sich ein Kugelcomplex, bestehend aus allen oo-"^

Kugeln, welche die feste Kugel unter dem Winkel (p schneiden. Mithin

giebt es gerade oo-'^ derartige Kugelcomplexe, was nach dem Vorher-

gehenden auch von vornherein klar ist.

Ist insbesondere der lineare Liniencomplex (21) ein specieller, d. h.

besteht er aus allen Schnittgeraden einer festen Geraden, so besteht

der zugehörige Kugelcomplex augenscheinlich aus allen oo^ Kugeln,

die eine feste Kugel herühren.

*) Oder SO:

(i' - 3£o)^ + (?) - %y + (3 - So)^ + (/at =F i ^i/y-^
Ap + BE _ ^
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Wir stellen die Ergebnisse tabellarisch zusammen:

Raum (x,y,0).
\

Raum (X, Y, Z).

Zusammou- 1) Schar von oo' Geraden. 1) Schar von oo^ Kugeln.
^ ** **

2) Strahlensystem und seine beiden i 2) Kugelsystem und seine beiden

Brennflächen.
1
Brennflächen.

3) Strahlensystem erster Ordnung
und erster Classe.

4) Strahlensystem der Haupttangen-
ten der einen Schar auf einer Fläche w.

5) Liniencomplex.

G) Linearer Liniencomplex.

7) Specieller linearer Liniencomplex

3) Kugelsystem, bestehend aus allen

Oü^ Kugeln, die zwei feste Kugeln be-

rühren.

4) Kugelsystem der Krümmungs-
kugeln der einen Schar, die zu einer

Fläche Sl gehören.

5) Kugelcomplex.

6) Kugelcomplex, bestehend aus allen

OO^ Kugeln, die eine feste Kugel unter

constantem Winkel schneiden.

7) Kugelcomplex, bestehend aus allen

oo" Kugeln, die eine feste Kugel be-

rühren.

Betrachten wir im Räume {x, y, £) ein StraJüensystetn. Seine oo^

Geraden sind die Integralcurven eines gewissen Systems von zwei

simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung:

dx äy dz

cc{x, y, z) ß{x, y, z) y{x, y, z)

und zugleich die Charakteristiken der zugeordneten linearen partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung:

(27) «i) + ^g-y = 0,

und zwar bilden sie eine vollständige Lösung der letzteren. (Vgl. hierzu

die Note auf S. 488, § 1 des 11. Kap.) Jede Regelfläche, deren Geraden

dem Strahlensystem angehören, ist eine Integralfläche. Insbesondere

sind die beiden Brennflächen singulare Integralflächen. Die Curven,

längs deren die Strahlen des Systems die Brennflächen berühren, sind

augenscheinlich ebenfalls Integralgebilde.

i'art ])i£fgi. Nehmen wir nun unsere Berührunffstransformation vor, so geht
eines Kugel-

. . .

'^
^ . .

Systems, das Strahleusystcm in ein Kwielsystem im Räume (X, Y, Z) über. Die

lineare partielle Differentialgleichung (27) wird in eine partielle Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung

<p{X,Y,Z,P,Q) =
übergeführt, für die alle oc^ Kugeln des Kugelsystems eine vollständige

Lösung vorstellen. Die allgemeine Integralfläche von qp == ist dem-

nach eine Fläche, die von oo^ Kugeln des Systems umhüllt wird.

Insbesondere sind die Brennflächen des Kugelsystems singulare Integral-

flächen,
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In ähnlicher Weise stehen die folcrenden Probleme und Theorien weitere
O Aus-

führungen.einander gegenüber:

Raum [x, y, z).

Problem : Vorgelegt sei ein beliebiger

Liniencomplex. Man soll alle in ihm
enthaltenen Strahlensysteme bestimmen,

deren Geraden Haupttangenten der einen

Schar auf einer Fläche (Brennfläche des

Strahlensystems) sind.

Dieses Problem findet nach der Note
in § 1 des 9. Kap., S. 370, seinen ana-

lytischen Ausdruck in einer partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung:

F{x, y, z, p, q) = 0.

Problem : Vorgelegt sei ein beliebiger

Liniencomplex. Gesucht werden alle

Flächen, deren Haupttangenten dereinen

Schar dem Liniencomplex angehören.

Dieses Problem findet seinen ana-

lytischen Ausdruck in einer partiellen

Differentialgleichung zweiter Ordnung
von der Form

, 4- 2Ns-\- NH = 0,

nach § 1 des 9. Kap, S. 371. Ist

<t>{ydz— zdy, zdx— xdz^ xdy — ydx,

dx, dy, dz) =
die Monge'sche Gleichung des vorge-

legten Liniencomplexes , so erhält man
die betreffende Differentialgleichung, in-

dem man vermöge $ = und

dz = pdx -\- qdy

die Grösse , als Function von x,v,z,
dx '-'' '

^j, g berechnet und in die Differential-

gleichung der Haupttangentencurven

' dx \dxl

einsetzt.

Raum (X, F, Z).

Problem: Vorgelegt sei ein Kugel-

complex, also eine beliebige Schar von

(X)^ Kugeln. Alle in ihm enthalteneu

Kugelsysteme (Scharen von oo^ Kugeln)

zu bestimmen, deren Kugeln die eine

Schar der Krümmungskugeln einer Fläche

bilden.

Dies Problem findet seinen analy-

tischen Ausdi'uck in einer partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung

^.(x, r,z, p, ^) = o.

Problem : Vorgelegt sei ein beliebiger

Kugelcomplex. Gesucht werden alle

Flächen, deren Krümmungskugeln der

einen Schar dem Kugelcomplex an-

gehören.

Dieses Problem findet seinen ana-

lytischen Ausdruck in einer partiellen

Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Ist

die Gleichung des vorgelegten Kugel

-

complexes, in der 3£, ^^, 3 ^^^ Mittel-

punktscoordinaten und 9i den Radius
der Kugeln des Complexes bedeuten, so

erhält man die betreffende Differential-

gleichung
, wenn man 8t vermöge $ =

und

(3£_X)^+(?)-i^)^+(3-^)^=9{^

(X-X) + (3-;^)7^ = o,

(?)-r)-f (3--^)(^ = o

als Function von X, Y, Z^ P, Q be-

rechnet und in die Gleichung für die

Hauptkrümmungsradien

{BT~S"-)n--

-Ui+_^-2P(?Ä+(i-fP^)r}

Hierbei bedeuten E, S, T die

zweiten partiellen Ableitungen von Z
nach X und Y.

Von den Kugelcomplexen sei hier noch eine besondere Kategorie erwähnt: ^"^j^^^

Wir betrachten die oo^ Kugeln, deren Mittelpunkte {X, ^2), 3) auf einer gegebenen der die

Fläche Dilatat.

gestattet.
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liegen, während ihre Radien di beliebig sind. Man kann diese Kugelcomplexe

in besonderer Weise definieren: Im Räume giebt es eine Bei-ührungstransfor-

mation, die als Dilatation bezeichnet wird und das Analogon der Dilatation in

der Ebene ist (vgl. § 2 des 1. Kap., S. 14). Bei ihr wird jedes Flllchenelement

um eine constante Strecke n parallel verschoben, sodass der Punkt des Elementes

dabei auf der Normalen des Elementes bleibt. Es leuchtet ein, dass diese Trans-

formation die Flächenelemente einer Kugel vom Radius 9t in die einer con-

centrischen Kugel vom Radius St + " verwandelt. Man sieht, dass die soeben

betrachteten Kugelcomplexe als diejenigen Kugelcomplexe charakterisiert werden

können, von denen jeder bei allen Dilatationen des Raumes in sich transformiert

wird. Wenn nun eine Fläche ./ die Fläche ?5 = t> zur einen Centrafläche hat,

so sind oo* Kugeln des Complexes die Krümmungskugeln der einen Schar der

Fläche /. Nach Gauss kommt das Problem, die Flächen /zu finden, die f^ ==

zur einen Centrafläche haben, auf die Bestimmung der geodätischen Linien der

Fläche 2f = ö zurück. Dem Kugelcomplex entspricht im Räume (x, y, z) ein

gewisser Liniencomplex. Die Bestimmung der Flächen, deren Haupttangenten

der einen Schar diesem Liniencomplex angehören, liefert im Räume (X, Y, Z)

des Kugelcomplexes die Flächen, deren Krümmungskugeln der einen Schar dem
Kugelcomplex '^ = angehören. Im vorliegenden Fall deckt sich also das Problem,

die Flächen zu finden, deren Haupttangenten der einen Schar jenem Liniencomplex

angehöi-en, mit dem Problem, die geodätischen Linien der Fläche % = zu bestimmen.

Wir wenden uns jetzt wieder 7ai unserem früheren Problem zurück,

j^g^^^^l^^' nämlich zu dem Problem, diejenigen partiellen Differentialgleichungen

Krümmgsi. ^^^.^g,. Ordnung
F,{X,Y,Z,P,Q) = i)

zu bestimmen, deren Charakteristiken auf allen Integralfläc-lien Kriimmungs-

linien sind.

Wir haben gesehen, dass die gesuchten partiellen Differential-

gleichungen vermöge unserer Berührungstransformation aus denjenigen

partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

F(x, y, z, p, q) =
hervorgehen, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen Haupt-

tangentencurven sind. Im vorigen Paragraphen fanden wir im Theorem 25

(S. 639), dass die Differentialgleichungen der letzteren Art in zwei

wesentlich verschiedene Kategorien zerfallen. Die eine Kategorie be-

steht aus denjenigen linearen partiellen Differentialgleichungen, die in

der oben auseinandergesetzten Beziehung zu Strahlensystemen stehen,

d. h, für die alle oo^ Geraden eines Strahlensystems eine vollständige

Lösung bilden. Die andere Kategorie ist die Gesamtheit der partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung, die zu den Monge'schen Glei-

chungen von Liniencomplexen gehören.

Wenden wir auf diese Differentialgleichungen unsere Berührungs-

transformation an, so gelangen wir folglich unmittelbar zu dem
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Theorem 26: Sind die Charakteristiken einer partiellen Ergebnis.

Bifferentialgleichung erster Ordnung im Baume Krümmungs-
linien auf allen Integralflächen, so sind 0wei wesentlich ver-

schiedene Fälle möglich. Im ersten Fall besteht eine voll-

ständige Lösung aus oo'^ Kugeln, die heliehig gewählt werden

können, sodass die allgemeine Integralfläche von beliebigen

oü^ Kugeln dieses Kugelsystems umhüllt wird. Im zweiten

Fall ist die partielle Differentialgleichung der analytische

Ausdruck des Problems: Alle Flächen zu finden, von denen

die od^ Krümmungskugeln der einen Schar einem beliebig ge-

gebenen Kugelcomplex angehören. Alle derartigen partiellen

Bifferentialgleichungen lassen sich durch Differentiation und
Elimination aufstellen*).

Um die analytische Bedingung dafür aufzustellen, dass die Charak-^-'^'^^ijj.^«*;

teristiken einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, die wir
j^^.^^^^ i

statt in der Form F^ = der Bequemlichkeit halber nunmehr so *'* ^^*''-

schreiben:

F{X, Y, Z, P, Q) = 0,

auf allen Integralflächen Krümmungslinien werden, verfahren wir so:

Auf einer Integralfläche: Z=(o(X,Y) erfüllen die Streifen längs

der Krümmungslinien nach S. 473, § 4 des 10. Kap., die Differential-

gleichung :

{dX-\-FdZ)dQ — {dY+ QdZ)dP = 0.

Andererseits erfüllen die charakteristischen Streifen nach Satz 12, § 2

des 12. Kap., S. 555, das System:

dX_dY_ dZ ^ dP _ dQ
Fp— F^- FpP+F^Q- -F^ - F,P - - Fy - F,Q'

Mithin lautet die gesuchte Bedingung so:

(28) [Fp + P(Fp P + F^ Q)\ IFy + Fz Q^ -
- [i^Q + Q{FpP + F^ q)\ [_I\ + I\ P] =

oder anders geordnet:

(28') {Fy-\-F,Q)Fp-{Fx + FzP)F(,+

+ {FyP-FxQ + FzPQ) (F,P-\-F^Q) = 0.

Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung F = im Räume

(X, Y, Z) hat also dann und nur dann die Eigenschaft, dass ihre

*) Lie, Verh. d. G. d. W. zu Christiania Oct. 1870.

Lie. Geometrie der Berührungstransforraationen I. 42 [27.111.1896.]



658 Kap. 14. Über einige in der Geometrie auftretende part. Differentialgin. 1.0.

Charakteristiken auf allen Integralflächen Krümmungslinien sind, wenn

die Gleichung (28) oder (28') infolge von _F=0 hesteht*).

(irreuCh^ar
^^^ Wenden uns nun zu einem noch specielleren , aber immerhin

Haupttgc. u.jn^gj-ggganten Problem, indem wir dieienigen partiellen Differential-

sind gleichungen erster Ordnung suchen, deren Charakteristiken auf de^i In-

tegralflächen zugleich Haupttangentencurven und Krümmungslinien sind.

Wenn auf einer Fläche eine Curvenschar zugleich eine Schar von

Haupttangentencurven und eine Schar von Krümmungslinien ist, so

fallen entweder die beiden Scharen der Haupttangentencurven oder die

beiden Scharen der Krümmungslinien zusammen. Im ersteren Falle

sind die Haupttangentencurven Geraden, im letzteren sind die Krüm-

mungslinien Minimalgeraden. In jedem Falle also sind die Charakte-

ristiken der gesuchten partiellen Differentialgleichungen Geraden.

Nun bestimmten wir im vorigen Paragraphen alle partiellen Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken Geraden sind

(vgl. Satz 4, S. 642). Entweder haben wir es mit einer partiellen Diffe-

rentialgleichung zu thun, die zum Complex aller Tangenten einer Fläche

(oder den Treffgeraden einer Curve) gehören, — und auf ihren Integral-

flächen sind die Charakteristiken Haupttangentencurven und Krümmungs-

linien, da die Flächen abwickelbar sind, — oder aber die partielle Diffe-

rentialgleichung ist linear und gehört zu einem Strahlensystem, dessen

Geraden die Charakteristiken sind. In diesem letzteren Falle sind die

Integralflächen die Regelflächen des Strahlensystems. Aber die Geraden

einer nicht abwickelbaren Regelfläche, die ja stets Haupttangenten-

curven sind, sind nur dann auch Krümmungslinien, wenn sie Minimal-

geraden sind.

Also hat sich ergeben:

Satz 5 : Sind die Charakteristiken einer partiellen Differentialgleichung

erster Ordnung
F{x, y, B, p, q) =

im Baume (x, y, z) zugleich Haupttangentencurven und Krümmungslinien,

so ist die partielle Differentialgleichung entweder von der Farm

Fiß, q, z — xp — yq) = 0,

oder aber sie ist linear und ihre Charakteristiken sind osS^ Minimal-

geraden.

Lin.p.Bffgi., Schliesslich stellen wir uns noch das Prol)lem, die linearen par-

K^mmgsh tieilen Differentialgleichungen erster Oi-dnung zu bestimmen, deren

CharaJcteristiken Krümmungslinien sind.

*) Wir bemerken auch hier (vgl. Fussnote S. G40), dass die Gleichung (28)

eine semilineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung für F ist.
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Es möge

(29) a(x, y, z)p + ß{x, y, z)q — y{x, y, ^) =
eine solche Gleichung sein. Sie hat oo^ Charakteristiken, es sind dies

die Integralcurven des Systems

dx dy dz

a{x, y,z) ~ ß{x,'y~Jj ~ Y{x,y, z)

'

Zunächst wollen wir annehmen, dass die oo^ Charakteristiken die^'^''^'- *'^
' (Jrtnogonal-

Orthogonalcurven einer Schar von oc^ Flächen curven

G}(x, y, z) = Const.

seien, d. h. dass a, ß, y proportional den Ableitungen von « oder also

adx -\- ßdy -\- yds = gdoj

sei, wobei q eine Function von x,y,z bedeutet. Wir werden später

factisch erkennen, dass der hier zunächst ins Auge gefasste Fall der

einzig mögliche ist. Wählen wir auf einer der oo^ Flächen co = Const.

eine beliebige Curve c und ziehen wir durch die Punkte von c die

orthogonalen Trajectorien der Flächen o = Const., d. h. Integralcurven

von (29) , so bilden diese Trajectorien eine Integralfläche von (29).

Diese Integralfläche schneidet alle Flächen co == Const. senkrecht, und

die Schnittlinien müssen Krümmungslinien auf der Integralfläche sein,

da sie die Trajectorien orthogonal schneiden und da die Trajectorien

selbst nach Voraussetzung Krümmungslinien sein sollen. Nach einem

bekannten Satze von D u p i n ist daher die auf der einen Fläche

CO = Const. willkürlich gewählte Curve c auch eine Krümmungslinie

dieser Fläche. Die Flächen to = Const. haben mithin unbestimmte

Krümmungslinien. Es giebt aber bekanntlich nur zwei Kategorien

von Flächen mit unbestimmten Krümmungslinien, nämlich die Kugeln

und die Minimal -Developpabelnj d. h. die von Minimalgeraden erzeugten

abwickelbaren Flächen.

Sind die Flächen a = Const. Minimal- JDeveloppabeln, so sind ihre

Tangentenebenen Minimalebenen. Aber die Senkrechten zu einer Mini-

malebene sind nach der bekannten projectiven Deutung der Orthogona-

lität (vgl. S. 429, § 1 des 10. Kap.) die in der Ebene verlaufenden

Minimalgeraden. Daraus folgt, dass die orthogonalen Trajectorien

jener Schar von oo^ Minimal-Developpabeln die oo^ Minimalgeraden

in diesen Flächen selbst sind. Dies führt daher zu den linearen par-

tiellen Differentialgleichungen (29), die zu Strahlensystemen von Mini-

malgeraden gehören. Jede Integralfläche einer solchen Differential-

gleichung, d. h. jede Regelfläche eines solchen Strahlensystems, hat in

der That ihre oo^ Charakteristiken, nämlich ihre oo^ erzeugenden

Minimalgeraden, zu Krümmungslinien.
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Sind die Flächen lo = Const. Kugeln, so giebt es eine lineare

partielle Differentialgleichung (29), deren Integralcurven oder Charak-

teristiken die c»^ orthogonalen Trajectorien der Kugeln sind. Jede

Integralfläche, d. h. jede von oc^ dieser Curven erzeugte Fläche durch-

setzt alle oo^ Kugeln senkrecht und schneidet daher nach dem Satze

von Joachimsthal alle oo^ Kugeln in der einen Schar der Krüm-
mungslinien der Fläche. Die andere Schar der Krümmungslinien sind

senkrecht zu diesen oo^ sphärischen Schnittcurven und daher die <x>^

erzeugenden orthogonalen Trajectorien oder Charakteristiken.

Hiermit sind Bwei Kategorien von linearen xjartiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung geiionnen, deren Charakteristiken auf allen

Integralflächen Krümmungslinien sind. Die Charakteristiken der einen

bilden ein beliebiges Strahlensystem von Minimalgeraden, die der

anderen sind die Orthogonalcurven einer beliebig gevs^ählten Schar von

oc^ Kugeln.

Wir werden nachher (S. 664) erkennen, dass hiermit edle linearen

partiellen Differentialgleichungen der gewünschten Art gefunden sind.

Ehe wir aber daran gehen, dies nachzuweisen, machen wir darauf

aufmerksam, dass die fragliche Kategorie von linearen partiellen Diffe-

rentialgleichungen in einer umfassenderen Kategorie enthalten ist, der

eine ebenfalls interessante Eigenschaft zukommt, sodass wir es vor-

ziehen, zuerst diese allgemeinere Kategorie zu bestimmen, und dann

Problem
^^'^* ^^^ bisherige Problem vollständig zu erledigen. Zu der in Rede

stehenden umfassenderen Kategorie wird man auf folgende Weise geführt.

Nehmen wir an, die lineare partielle Differentialgleichung

(29) ap -j- ßq — y =
habe die Eigenschaft, dass ihre Charakteristiken auf allen Integral-

flächen Krümmungslinien sind. Alsdann schneiden sich zwei Integral-

flächen längs einer Krümmungslinie. Nach einem Satze von Bonnet

bilden sie daher längs ihrer Schnittlinie einen constanten Winkel mit

einander. Wohlbemerkt hängt die Grösse dieses Winkels noch von

der Auswahl des Paares von Integralflächen ab.

Lin.p.Dffgi., Diese Überlegung führt uns dazu, überhaupt das Problem zu

inteKraifln. stellcu, alle Unearcn partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

AVinkei ZU bestimmen, von denen je zwei Integralflächen längs ihrer Schnittlinie

(Charakteristik) einen constanten Winkel mit einander bilden. Wie ge-

sagt, wollen wir zunächst dies Problem erledigen.
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Zu diesem Zwecke nehmen wir an, es sei

(29) ap-\-ßq-y =
eine lineare partielle Differentialgleichung von der verlangten Art. Ist

dann u ein beliebiges Integral des äquivalenten Systems

/qrvN fix dy dz
^' ^ a ß Y

SO stellt u = Const. oc' Integralflächen von (29) dar. Diese Flächen

haben oo^ orthogonale Trajectorien. Von diesen wählen wir eine aus.

Da jede Fläche u = Const. oc^ Charakteristiken enthält, so geht durch

die Schnittpunkte jener Trajectorie mit den Flächen u= Const. je eine

dieser Charakteristiken. Insgesamt erhalten wir so c»^ Charakteristiken,

die eine Integralfläche bilden. Diese Fläche enthält die ausgewählte

Trajectorie. Da sie in den Punkten dieser Trajectorie alle Flächen

u = Const. senkrecht trifft und andererseits jede Fläche u = Const.

unter constantem Winkel schneidet, so folgt, dass sie alle Flächen

u = Const. überall rechtwinklig schneidet. Indem wir so, wie mit der

ausgewählten Trajectorie, überhaupt mit oo^ orthogonalen Trajectorien

der Flächenschar u = Const. verfahren, erhalten wir oc^ Integralflächen

t; = Const-, die alle oo^ Integralflächen <fc = Const. orthogonal schnei-
jj^^g^^^fg^

den. Dann ist v ebenfalls ein Integral des Systems (30), und ins-

besondere ist:

(31) UxVx -}- li'yVy 4- MjVi =^ 0.

Das Integral v ist nur dann von it abhängig, wenn die Flächen

u = Const. und die zu ihnen orthogonalen Flächen v = Const. zu-

sammenfallen. Dies lässt sich immer vermeiden, sobald die Flächen

u = Const. nicht lauter Minimalebenen zu Tangentenebenen haben,

d. h. keine Minimal-Developpabeln sind. Dass die Integralflächen nicht

sämtlich Minimal-Developpabeln sind, folgt daraus, dass die letzteren

die nicht lineare partielle Differentialgleichung 1 -[- j)'^ -(- g^ __ q gj..

füllen. Wir können also immer annehmen, dass das System (30) ^wei

von einander unabhängige Integrale u, v habe, die der Bedingung (31)

genügen.

Sind die Flächen u = Const. Minimal-Developpabeln, aber die

Flächen v = Const. nicht, so sind die Flächen v = Const. erzeugt von

den Orthogonalcurven der Minimal-Developpabeln u = Const., d. h.

von Minimalgeraden. Die Flächen ii= Const. und v= Const. schneiden

also einander in Minimalgeraden, d. h. die Charakteristiken müssen

Minimalgeraden sein. Dann aber sind sie Krümmungslinien auf allen

Integralflächen, und daher schneiden die Integralflächen einander in
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diesem Falle nach einem bekannten Satze sicher unter constanten

Winkeln. Dieser Fall ist also erledigt.

Ist tp irgend ein Integral des Systems (29), so können wir für

dieses dieselbe Betrachtung wie soeben für u anstellen. Es giebt also

ein zweites Integral xfj des Systems (29), für das:

ist. Aber jedes Integral des Systems (oO) ist eine Function der beiden

von einander unabhängigen Integrale u und v; also sind auch (p und

tl) Functionen von ii und v allein. Daher lautet die letzte Identität so:

+ ^v^v{v^^ + V + >^^^) ^-

oder nach (31) so:

Die rechte Seite hiervon ist eine Function von u und v allein.

v^besond
Diesc Betrachtungen lehren also: Es giebt zu jedem Integral u

^'' des Systems (30) ein zweites Integral v dieses Systems derart, dass

(31) UxVx + UyV,j + U,V, E^ 0,

(32) -4 T «7 V ^ «(^, ^)

ist, Ist II allgemein gewählt, so sind dabei die Integrale u und v von

einander unabhängig. Ferner dürfen wir annehmen, dass in (32) auf

der linken Seite der Zähler nicht identisch gleich Null ist, denn sonst

wären, da u ein allgemein gewähltes Integral des Systems (80) ist,

alle Integralflächen Minimal -Developpabeln. Ebenso darf der Nenner

als von Null verschieden angenommen werden.

Aus dem Vorhergehenden lassen sich wichtige Schlüsse ziehen.

Ist q) ein beliebiges Integral des Systems (30), also eine Function von

u und V, so ist nach (31):

W + ^>/ + <P^' ^ (pu'{ux' + «t/ 4- u:') -f <3P.'(v/ -\-Vy-\- v/),

daher nach (32):

fpx^ + <3P/ + «JP^'
-" {(pJoj{:u, v) + (p^'} {vj + V + v/} .

Nun lässt sich qp stets so als Function von u und v wählen, dass

(33) (pu^(o(u, v) -f 9)„^ =
wird. Alsdann ist identisch:
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Die Bedingung (33) zerlegt sich so:

{fpuV— » + (fo) ifuV— « — qpJ = 0.

Da CO weder gleich Null noch unendlich gross ist, giebt es folglich

zwei von einander unabhängige Integrale der verlangten Art. Sie seien

mit (f und xjj bezeichnet. Dann ist also:

(34) cp/ + g'/ + 9^^' = 0, tJ + i',/ + ip,' ;- 0.

Mithin definieren (p = Const. und i/> = Const. zwei Scharen von oo^
sc^arL

Integralliächen, die Minimal-Devcloppdbeln sind. Ihre oo^ Schnittlinien "^-

^»^^'J'*'-

müssen die Charakteristiken der linearen partiellen Differentialgleichung

(29) sein.

Wählen wir timr/ekeJirt zwei beliebige Scharen von je oc^ Minimal-

Developpabeln aus, also zwei Flächenscharen

(35) (p = Const. und j^ = Const.,

für welche die Identitäten (34) bestehen, so haben sie oo^ Schnitt-

curven, vorausgesetzt, dass q) von i^ unabhängig ist. Diese Schnitt-

curven sind die Charakteristiken einer leicht zu bildenden linearen

partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, nämlich dieser:

P 'i — 1
I

(36) (px fpy fpz
I

= 0.

^x tl^y tz
\

Wir behaupten, dass diese Gleichung die Eigenschaft hat, dass ihre

Integralflächen constante Winkel mit einander längs der Schnittlinien

bilden.

In der That, wenn <I> und W zwei beliebige Integrale des zu-

gehörigen Systems von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen sind,

so sind sie beliebige Functionen von qp und t^ allein, und = Const.

und ^= Const. sind allgemeine Integralflächen. Der Cosinus des

Winkels, den die Flächen Q = a, W =^ h in einem Punkte (x, y, z)

ihrer Schnittlinie mit einander bilden, ist gleich

Es muss bewiesen werden, dass dieser Ausdruck längs der ganzen

Schnittlinie constant, also eine Function von a und h allein oder also

von und W allein oder schliesslich von g? und ^ allein ist. Dies

folgt aber sofort, wenn man bedenkt, dass (D und W Functionen von

tp und t^ allein sind und dass cp und il) die Identitäten (34) befriedigen.

Danach ist nämlich der vorstehende Ausdruck gleich
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also eine Function von (p und -^ allein.

Wir sind hier auf diejenigen linearen partiellen Differentialgleichungen

geführt worden, deren Charakteristiken die Schnittcurven zweier Scharen

von oo^ Minimal -Developpabeln sind.

Mithin gilt mit Rücksicht auf den früher betrachteten Fall, dass

alle Charakteristiken Minimalgeraden sind, der

Ergebnis Satz 6'. Eine lineare partielle Differenüalgleichuny erster Ordnung

im Baume {x,y, z) hat dann und nur dann die Eigenschaft, dass je

zwei ihrer Integralflächen längs ihrer ganzen Schnittcurve einen constantcfii

Winkel mit einander hilden, wenn ihre oo^ Charakteristiken die Schnitt-

curven zweier Seharen von je oo^ Minimal-Developpabeln sind, oder aber

wenn die Charakteristiken Minimalgeraden sind. Im letzteren Fall gehört

jede Charakteristik nur einer einzigen Minimal-Developpabeln an.

Bückkehr
zum urspr
Problem.

Nach den früheren Auseinandersetzungen (S. 660) sind unter diesen

Gleichungen diejenigen linearen partiellen Differentialgleichungen ent-

halten, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen Krümmungs-

linien sind. Man darf aber nicht glauben, dass jede der in Satz 6 an-

gegebenen Differentialgleichungen die letztere Eigenschaft hat. Dass

dies in der That nicht immer der Fall ist, kann man so beweisen:

Wählt man im Räume eine beliebige Schar von oo^ Curven, so

gehen durch jede zwei Minimal-Developpabeln. Sie definieren also zwei

Scharen von ^o^ Minimal-Developpabeln (35). Wählen wir diese als

die im Satz 6 erwähnten, so sehen wir, dass unter den Charakteristiken

der betreffenden Differentialgleichung (36) die oc^ beliebig gewählten

Curven enthalten sind. Die von diesen beliebig gewählten oo^ Curven

gebildete Fläche ist eine Integralfläche, und die oo^ Curven sind ihre

Charakteristiken. Nun kann man aber oo^ Curven immer so wählen,

dass sie auf der von ihnen gebildeten Fläche keine Krümmungslinien

sind. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir geben hierzu ein an sich interessantes Beispiel: Wählt man

im Räume eine beliebige Schar von oo^ Kreisen, so gehen durch jeden

zwei Minimal-Developpabeln, nämlich zwei Nullkugeln. Wir erhalten

so zwei Scharen von oo^ Nullkugeln. Die Schnittlinie zweier Null-

kugeln ist aber stets ein Kreis. Also kommt hier als Schar der Cha-

rakteristiken eine Schar von oc^ Kreisen, denen die gegebene Schar

von oo^ Kreisen angehört. Da wir nun nicht wissen, ob das hierin
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enthaltene Ergebnis schon bekannt ist, sei es ausdrücklich angegeben:

Jede allgemein geivählte SeJiar von oo^ Kreisen im Baume ist in einer Schar ^.f Preisen

von oü'^ Kreisen enthalten, die so beschaffen ist, dass zivei Flächen, die"'-^^^-
^""^

von je oü^ Kreisen der Schar erzeugt werden, einander stets längs ihrer

Schnittlinie unter constantem Winkel treffen.

Aus dem Vorhergehenden erhellt, dass die oo^ Curven, die sich
^^'„jgpf'

als Schnitte zweier Scharen von oo^ Minimal -Developpabeln ergaben, ^'^'o^ems.

noch eine besondere Bedingung erfüllen müssen, damit sie die Cha-

rakteristiken einer solchen linearen partiellen Diiferentialgleichung erster

Ordnung seien, deren Integralflächen die Charakteristiken zu Krümmungs-

linien haben.

Diese Bedingung können wir nun leicht finden:

Wir wissen, dass zu jeder Schar von Integralflächen u = Const.

der bisher betrachteten linearen partiellen Differentialgleichung eine

Orthogonalschar v = Const. von Integralflächen vorhanden ist. Sind

nun die Charakteristiken Krümmungslinien, so schneiden die beiden

orthogonalen Flächenscharen it = Const. und v == Const. einander

in Krümmungslinien und gehören daher nach den Untersuchungen

von Dupin und Darboux zu einem dreifach-orthogonalen Flächen-

system. Es giebt also eine Flächenschar oj = Const., die alle Flächen

u = Const. und v = Const. orthogonal schneidet. Da die Schnittlinien

der Flächen ii = Const. und v = Const. die oo'-^ Charakteristiken sind,

so folgt: Die oo'^ Charakteristiken müssen die orthogonalen Trajectorien

einer Flächenschar « = Const. sein. Diesen Fall haben wir aber auf

S. 659 betrachtet, wo wir fanden, dass die Flächen co = Const. ent-

weder Minimal-Developpabeln oder Kugeln sein müssen, sodass die

Charakteristiken entweder Minimalgeraden oder die Orthogonalcurven

einer Schar von oo^ Kugeln sind. Factisch haben wir daher schon

damals alle Differentialgleichungen der gesuchten Art gefunden.

Also sehen wir:

Satz 7: Die Charakteristiken einer linearen partiellen Differential- Ergebnis.

gleichung erster Ordnimg im Baume (x, y, £) sind dann und nur dann

auf allen Integralflächen Krümmungslinien, wenn sie entweder oo" Minimal-

geraden oder die Orthogonalcurven irgend einer Schar von oo^ Kugeln sind.

§ 3. Einige partielle Differentialgleichungen 1. O., deren

Charakteristiken geodätische Linien sind.

Im ersten Paragraphen bestimmten wir diejenigen partiellen Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnung im Räume, deren Charakteristiken
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Haupttangentencnrven auf allen Integralflächen sind, und im zweiten

Paragraphen bestimmten wir darauf diejenigen, deren Charakteristiken

Krümmungslinien auf allen Integralflächen sind. Hieran reiht sich ein

de^Jn char
^^^i^tes Problem, nämlich die Bestimmung derjenigen partiellen JDiffe-

^"""'^^^''^''rentialgleichimgen erster Ordnung im Baume, deren CharaJcteristiJcen auf

allen Integralflächen geodätische Linien sind. Dies Problem wird hier

aber nicht in vollem Umfange erledigt werden. Wir beschränken uns

vielmehr darauf, einige wichtige Kategorien derartiger Differential-

gleichungen zu bestimmen.

Eine solche Kategorie lässt sich aus den im vorigen Paragraphen

bestimmten Differentialgleichungen auf folgendem Wege ableiten.

AWeHg.
j]g gg- jjjj Räume {X, Y, Z) eine partielle Diff'erentialgleichung

Diffghid. gj.g^gj. Ordnung:

(37) 0(X,Y,Z,P,Q)^O

vorgelegt, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen Krümmungs-

linien sind. Ferner sei mit J eine Integralfläche dieser Differential-

gleichung bezeichnet.

Unter den beiden Scharen von Krümmungslinien auf der Fläche J
besteht dann nach Voraussetzung die eine aus Charakteristiken der

Differentialgleichung (37). Constrniert man längs einer dieser Krüm-

mungslinien, die wir mit ! bezeichnen wollen, die Flächennormalen,

so bilden sie eine abwickelbare Fläche, deren Rückkehrcurve g eine

geodätische Linie auf der einen Centrafläche ^ der Fläche J ist. Im

Folgenden betrachten wir immer nur diese eine Centrafläche ^ von J.

Betrachten wir zwei Integralflächen J^ und J^ von (37), die ein-

ander längs einer Charakteristik, d. h. längs einer Krümmungslinie !

berühren, also einen charakteristischen Streifen gemein haben, so sehen

wir, dass ihre Centraflächen ^^ und ^2 ^i'^® geodätische Linie i] ge-

mein haben. Dann steht die Schmiegungsebene in einem beliebigen

Punkte der Curve g senkrecht auf der zugehörigen gemeinsamen Tangenten-

ebene der Flächen J^ und J^, und zu diesen beiden Ebenen ist drittens

die Tangentenebene der Centrafläche ^^ und ebenso die Tangentenebene

der Centrafläche ^^ in dem betreffenden Punkte von g senkrecht. Mithin

berühren die beiden Centraflächen ^^ und ^^ einander längs g.

Wenn also zwei Flächen J^ und J^ einander längs einer Krümmungs-

linie berühren, so berühren auch die entsprechenden Centraflächen 3"i und

^2 einander längs der zugehörigen geodätischen Linie.

Wählen wir irgend ein Flächenelement (X, Y, Z, F, Q) der Glei-

chung (37), so haben diejenigen Integralflächen J von (37), die dieses
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Element enthalten, denjenigen charakteristischen Streifen, also Element-

streifen längs einer Kriimmungslinie f, gemein, der das Element

(X, Y, Z, P, Q) enthält. Durch Angabe des Elementes (X, Y, Z, P, Q)

ist also der Elementstreifen längs t festgelegt, also auch die zugehörige

UmhüUungscurve der Normalen längs !, d. h. auch die geodätische

Linie g der Centraflächen ^ und nach dem Vorhergehenden auch der

gemeinsame Elementstreifen der Centraflächen ^ längs g. Die Normale

des Elementes (X, Y, Z, P, Q) berührt g in einem bestimmten Punkte

(X, f), 3)? ^"ifl fliö Centraflächen % haben in diesem Punkte von g

ein bestimmtes Element (36, ^, 3, ^, O). Zu jedem Flächenelemente

(X, Y, Z, P, Q) der Gleichung (37) ist hiermit ein Flächenelement

(•^? D; 3; "^7 ^) "* bestimmter Weise zugeordnet. Nun giebt es oo^

Elemente {X, Y, Z, P, Q)', die der Gleichung (37) angehören, demnach

auch cx)* Elemente (X, 2), 3; ^; ^)- ^on dem denkbaren Fall, dass

die Zahl der letzteren geringer ist, sehen wir hier zunächst ab. Die

oo* Elemente (3t\ 2), 3? ^, ^) werden durch eine gewisse Gleichung

(38) cp{^,t],3,'^,£^) =
definiert sein. Diese Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung

erster Ordnung, deren Integralflächen notwendig die eine Schar von

Centraflächen ^ der Integralflächen J von (37) sind. Durch jeden

charakteristischen Streifen von (37) gehen unendlich viele Integral-

flächen J von (37), ihnen entsprechen unendlich viele lutegralflächen ^
von (38), die sämtlich den Elementstreifen längs einer gewissen geo-

dätischen Linie g gemein haben. Deshalb sind diese Elementstreifen

die charakterischen Streifen von (38).

Somit hat sich ergeben:
Ka^e'gorie

Satz 8: Liegt im Baume eine partielle Differentialgleichung erster d. gesuchten

Ordnung vor, deren CJiaralderistiken aufjeder Integralfläche Krummang s-

linien sind, so sind die zugehörigen Centraflächen der einen Art die

Integralflächen einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, deren

Charakteristiken auf allen Integralflächen geodätische Linien sind.

Der Übergang von beliebigen Flächen F zu ihren Centraflächen % wird nicht

etwa durch eine Berührungstransformation des Raumes vermittelt. Zwar entspricht

jedem Flächenelement (X, Y, Z, P, Q) einer gegebenoi. Fläche F ein bestimmtes

Element (3c, ^, Q, ^.ß, O) der zugehörigen Centrafläche g-. Um aber das Element

(X, 2), 3 5 ^1 ^) 2" finden, genügt es nicht, dass man nur das eine Element

{X, Y, Z, P, Q) kenne, sondern man muss zugleich das unendlich benachbarte

Element der betreffenden Krümmungslinie kennen, denn erst dann kann man den
Krümmungsmittelpunkt (3£, ?), Q) und die Tangentenebenc der Centrafläche da-

selbst construieren. Bei der Anwendung auf die <x>^ Elemente {X, Y, Z, P, Q)
einer partiellen Differentialgleichung $ = 0, deren Charakteristiken Krümmungs-
linien sind, gehört jedoch jedem Element {X, Y, Z, P, Q) ein bestimmtes Element
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(X, ^, 3, ^^, O) zu. Dies liegt darin, dass mit dem Element (X, Y, Z, F, Q)
vermöge der Gleichung ^ == auch der hindurchgehende charakteristische Streifen

längs der Krümmungslinie festgelegt ist.

Terfahr^en. Jetzt woIIgii wii' eiiieii Zweiten Weg einschlagen, der uns eben-

falls zu gewissen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

führen wird, deren Charakteristiken geodätische Linien sind. Wir

werden nachher erkennen, dass diese neue Kategorie mit der in Satz 8

erwähnten übereinstimmt. Zugleich werden wir damit ein Verfahren

erhalten, um die analytische Form dieser Kategorie abzuleiten.

Es sei (X, f), 3) der Mittelpunkt und ^ der Radius einer Kugel.

Die Kugel herührt eine unendlich benachbarte Kugel (3c-{- dX, ?) + f^?),

3 + ^3^ '^ -\- <^'^) dann und nur dann, wenn die Bedingung

(39) (W + (P])-' + d'^' ~-dW=0
erfüllt ist, die sich, wie wir hier nur nebenbei bemerken, auch so

schreiben lässt:

(40) dr + d%y+ d^' + (di'Siy= 0.

Kugel- Es sei nun ein Kugelcomplex , also eine Schar von oo^ Kugeln

(X, ^), 3, 9ft), dadurch definiert, dass der Radius 9i als eine Function H
der Mittelpunktscoordinaten 3£, 5), 3 gegeben sei:

(41) 9^=if(ac,^,3)-

Jeder Punkt (de, fj, 3) <^6s Raumes ist dann der Mittelpunkt einer

Kugel des Kugelcomplexes. Zu jeder Kugel (36, f), 3? 9*^) <ies Complexes

giebt es unendlich viele unendlich benachbarte Kugeln (K + ddc, ^ -|- r?f),

3 "h ^3) dßs Complexes. Unter diesen werden diejenigen, welche die

gewählte Kugel (X, 5), 3? ^^l) berühren, nach (o9) und (41) durch die

Bedingung

(42) dr^+dw+d^''- (If ^^ + l^d^ + ^3
^^)'= ^

bestimmt. Dies ist die Bedingung, die der Mittelpunkt der unendlich

benachbarten Kugel zu erfüllen hat. Der Radius $)? + d'iR dieser Kugel

unterscheidet sich vom Radius 9ft um dH.

zugeh. Die Gleichung (42) ist nun eine Monge'sehe Gleichung in 3:, 3), 3?
Monge sehe

^^^^ zwar ist sic vom zweiten Grade in den Differentialen. Der Elemcntar-

kegel, den diese Monge'sche Gleichung einem beliebigen Punkte (i\ S), 3)

zuordnet, ist also ein Kegel ziveiten Grades und zwar, wie die Form

der Gleichung (42) zeigt, ein Botationshegel , dessen Axe im Punkte

(X, ?), 3) ^^^f derjenigen Fläche

^(^,?),3) = Const.
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senkrecht steht^ die durch den Punkt (3t\ D, 3) hindurchgeht. In der

That, da die Normale dieser Fläche Richtungscosinus proportional

dH cH dH

hat, so ist der Cosinus des Winkels A, den die Fortschreitungsrichtung

((73t" : d'^J) : d^) mit dieser Normalen bildet:

cos A — v7 ^

ya'+(iir+(if)'y-+''r+.B.-
Infolge von (42) kommt also:

(43) cos A = ^

Da dieser Wert von den Differentialen dX, d^, d^ unabhängig ist,

so folgt die Richtigkeit der obigen Behauptung.

Da der Abstand dh der beiden unendlich benachbarten Flächen

und

an der Stelle {X, f), ß) den Wert

dh = -:=^-=.
Vh^ + Hl + Hl

hat, so ist überdies
dh

cos A = , •

de

Mithin schneiden die beiden Flächen H= c und H= c -\- de auf den

Mantellinien des Elementarkegels eines Punktes der Fläche H= e

gerade die Strecke de ah.

Die Monge'sche Gleichung (42) definiert nach Satz 3 , § 1 des zugeu. p.

7. Kap., S. 260, eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit

denselben Elementarkegeln. Wir finden sie, indem wir (?3t", d^, d^
und die Hülfsgi-össe q aus der Grleichung (42) und den drei Gleichungen:

Q^=^dl- Hx(Hxd?c + H,^dfj + Ü3</3),

Q€i=^d^ -^ mj){HxdI + K^d^ + H:sd^),

~Q =dB-HQ{H,dI-j-Ksdfl + Hsd^)

eliminieren. Zunächst geben die drei letzten Gleichungen:
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und zweitens geben sie infolge von (42):

q'(^' + O' + 1) = {Hl + Hl + Hl- l){dH)\

sodass aus den beiden letzten Gleichungen q und dH sofort eliminiert

werden können. Dadurch geht die gesuchte partielle Differential-

gleichung hervor:

1- {Hl -f Ä,5 + Hl - i)o:p^ + £1^ + 1) = 0.
(44)

seinen d
Diesc partielle Differentialgleichung hat nun besondere Eigen-

p.Dffgi. 1 o.gßjjaften : Ihre Elemente (3£, ^, 3^ ^, Q) umhüllen die oben besproche-

nen Elementarkegel. Durch den Punkt (X^ ^, 3) eines solchen Elementes

geht eine der Flächen:

H{^, f>, B) = Const.

Diese Fläche hat eine in der Ebene des Elementes gelegene Tangente.

Ferner berührt die Ebene des Elementes den zugehörigen Elementar-

kegel längs einer Geraden. Somit gehen vom Punkte des Elementes

zwei ausgezeichnete Geraden in der Ebene des Elementes aus. Diese

beiden Geraden stehen auf einander senkrecht, da die Axe des Rota-

tionskegels auf der Fläche H= Const. senkrecht steht. Die Gerade^

längs deren das Element den Kegel berührt, ist, wie immer, die Tan-

gente an diejenige Charakteristik, die durch den Punkt (X, ^, 3) geht.

Auf jeder Integralfläche der partiellen Diff'erentialgleichung (44)

liegt mithin ein Orthogonalsystem, gebildet von den oc' Charakteristiken

und den oo^ Schnittcurven y der Integralfläche mit den c»^ Flächen

HQi, d, 3) = c.

Noch mehr: Wir sahen, dass die Mantellinien des Elementarkegels,

sobald man ihn durch die benachbarte Fläche

Hß, ?), 3) = c + de

derjenigen Fläche H= e begrenzt, die durch seine Spitze geht, gerade

die Länge de, d. h. für alle Punkte (3t', ^i), 3) ^^r Schnittcurve der

Integralfläche mit der Belache H= c dieselbe Länge haben. Demnach

ist das vorhin gefundene Orthogonalsystem so beschaffen, dass die

Schnittcurven y der Integralfläche mit den Flächen 11= Const, auf

den zu ihnen senkrechten Charakteristiken der Fläche constante Strecken

abschneiden. Jene Schnittcurven sind also Parcdlelcurven und daher

ihre ortliogonalen Trajectorien , d. h. die Charakteristiken, geodätische

Linien auf der Integralfläche.
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Also hat sich ergeben*):

Theorem 27: Ist H eine beliebig gegebene Function von Ergebnis

^y D? 3; ^ö sind die Charakteristiken der partiellen Differen-

tialgleichung erster Ordnung:

{^H, + OüTg - Äg)^ - (Ä| + i/| + Ä^ - 1)(^H n^ + 1) =
im Baume {de, ^, 3) auf jeder Integralflüehe geodätische Linien.

Man kann nun leicht einsehen, dass die hiermit orefundene Kate- überehi-
° stimmg. mit

gorie von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, deren d. früher,

Charakteristiken geodätische Linien sind, mit der oben (S. 667) ge-

fundenen Kategorie identisch ist.

Es sei nämlich ^ irgend eine Integralfläche unserer partiellen

Differentialgleichung (44). Wir denken uns die Tangenten an ihre oo^

Charakteristiken construiert. Dann giebt es, da diese Charakteristiken

geodätische Linien auf der Fläche ^ sind, nach einem Satze der

Flächentheorie oo^ Parallelflächen, welche die construierten oo'^ Tan-

genten senkrecht schneiden. Wir wollen eine besondere unter diesen

Parallelflächen wirklich construieren. Zu diesem Zwecke beachten wir,

dass nach dem Früheren de das Bogenelement einer Charakteristik ist,

das von den Flächen

H= c und H =^ c -\- de

auf der Charakteristik abgeschnitten wird. Man erhält daher die

Punkte einer der gesuchten Parallelflächen, wenn man auf der Tan-

gente im Punkte (36, ^, 3) einer Charakteristik gerade die Strecke

H{^, 5), 3) aufträgt. Da die Parallelflächen die Tangenten der Cha-

rakteristiken senkrecht schneiden, so folgt, dass die so construierte

Parallelfläche alle die oo^ Kugeln des gegebenen Kugelcomplexes

m = Ha, d, B)

berührt, deren Mittelpunkte (36, ^, 3) auf der betrachteten Integral-

Hache ^ liegen. Bezeichnen wir diese Parallelfläche mit J, so sind

die oü^ Kugeln die Krümmungskugeln der Fläche J. Die Fläche ^
ist die eine Centrafläche von J und die Tangenten einer Charakteristik

von ^ schneiden J in den Punkten einer Krümmungslinie.

Diese Construction ordnet jeder Integralfläche ^ von (44) eine

bestimmte Fläche J zu, von der ^ die eine Centrafläche ist. Wenn zwei

Integralflächen ^ von (44) einander längs einer Curve, d. h. nach Satz 3,

§ 3 des 11. Kap., S. 503, längs einer Charakteristik berühren, so haben

*) Lie, Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania, Oct. 1870.
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die entsprechenden Flächen J diejenige Curve gemein, die durch Ab-

tragen der Strecken H(^, ^, 3) ^^^ ^^^ Tangenten der Charakteristik

von ihren Punkten (36, ^, 3) ^^^ ^^ ^^^^ ^^^ Endpunkte bestimmt

wird. Sie ist Krümmungshnie der betreffenden Flächen J^ und diese

Flächen J schneiden die abwickelbare Fläche jener Tangenten senk-

recht, d. h. diese Flächen J haben längs der Krümmungslinie den

Elementstreifen gemein.

Ist (3£, D, 3? ^; ^) ein Flächenelement der Gleichung (44), so

sind mithin denjenigen Integralfiächen ^ von (44), die dieses Element

enthalten, solche Flächen J zugeordnet, die ebenfalls ein Element

(X, Y, Z, P, Q) gemein haben. Die Normale dieses letzteren Elementes

geht durch den Punkt (3c, ^73); berührt daselbst die Charakteristik

desjenigen charakteristischen Streifens, dem das Element (ßi, 5), 3?^; ^)
angehört, und hat bis zum Punkt (X, ^, 3) die Länge lf(3£, D, 3)-

Zu jedem der oc^ Elemente (36, D, 3? ^? ^) der Gleichung (44) ist

also ein bestimmtes Element (X, F, Z, P, Q) zugeordnet. Somit er-

halten wir oo* Elemente (X, Y, Z, P, Q). Sie werden eine gewisse

Gleichung

^(X, Y, Z, P,Q) =
erfüllen, und die Integralflächen dieser partiellen Differentialgleichung

sind die Flächen J. Aus dem Vorhergehenden erhellt ferner, dass die

Charakteristiken von = Krümmungslinien auf den Integralflächen

J von = sind.

Hiermit sind wir genau zu dem Ausgangspunkt dieses Paragraphen

zurückgekommen. Daraus folgt, dass die im Theorem 27 angegebene

Kategorie von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, deren

Charakteristiken geodätische Linien sind, mit der in Satz 8 (S. 667)

angegebenen Kategorie übereinstimmt.

Zugleich haben wir hiermit auf einem neuen Wege partielle Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnang = gefundat, deren Charaliteristihen

auf allen Integralflächen Krümmungslinien sind. Die Integralflächen

J der Gleichung = sind diejenigen Flächen , deren oo^ Krüm-

mungskugeln der einen Schar Kugeln des vorgelegten Kugelcomplexes

(41) sind. Allerdings ist wohl zu beachten, dass wir hier nicht noch-

mals auf die Frage eingegangen sind, ob hiermit auch alle partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung gefunden sind, deren Charak-

teristiken Krümmungslinien sind.

f. p. Dffgi', Soll eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung
deren Char.

«^^^- <p{^,fj,s,f,ny=o
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die Eigenschaft haben, dass ihre Charakteristiken auf allen Integral-

flächen geodätisclie Linien sind, so muss 9= eine Bedingung erfüllen,

die man analytisch so findet:

Nach Satz 2, % 2 des 12. Kap., S. 555, bildet man das System, das

die charakteristischen Streifen bestimmt:

dl d^ d^
qP3£ — ^3^

dO
-g^^^-CjPgO

Längs eines charakteristischen Streifens kann man X, ^, 3? ^; ö als

Functionen eines Parameters t auffassen, sodass

dt 9?:
d^
dt <P^: f = <p.^^-^cp^€l

ist. Nun verlangt man, dass die Schmiegungsebene

:

ae-x f)-Y 3-z
= 0.

dx



674 Kap. 14. Über einige in der Geometrie auttretende part. Differentialgln. 1. 0.

Linien sind. Sind die Charakteristiken insbesondere Geraden, so hat die Gleichung
nach § 1, S. 641, die Form

Diese Kategorie ist nicht unter der im Theorem 27 angegebenen enthalten. Von
ihr können wir absehen und also voraussetzen, dass die Oü^ Charakteristiken von
(45) keine Geraden seien.

Es möge % eine beliebige Integralfläche von (45) sein. Auf g liegen oo*
Charakteristiken y, die geodätische Linien sind. Wir construieren die oü" Tangenten
dieser Curven y. Es giebt bekanntlich oo ^ Parallelflächen 77, die diese cjü^ Geraden
senkrecht schneiden. Die Fläche % ist eine gemeinsame Centrafläche der Flächen 77.

Die Tangenten einer Charakteristik y schneiden die Flächen II in den Punkten
von Krümmungslinien f.

Zu jeder Integralfläche g von (45) construieren wir eine Schar von cx)^Flächen 77.

Die Gesamtheit aller Flächen 77 hängt daher ebenso wie die aller Integralflächen g
nicht nur von willkürlichen Constanten, sondern noch von einer willkürlichen

Function ab. Zu jedem Element (X, |),3» ^, ^) der Gleichung (45) erhalten wir

Oü^ Elemente (X, Y, Z, P, Q) von Flächen 77, nämlich die einander parallelen

Elemente, deren gemeinsame Normale diejenige Charakteristik im Punkte (3c, ^^, 3)
berührt, zu deren charakteristischem Streifen das Element (3£, ^^, 3, ^, Ci) gehört.

Die Zahl der Elemente (3e, f), 3, «ß, O) der Gleichung (45) ist gleich oo*. Wir
erhalten dementsprechend Oü*- oo^ oder also oo*^ Elemente (X, Y, Z, P, Q) der

Flächen 77. Es sind nicht weniger als oo*. Denn sonst hätten die oü^ Charak-
teristiken höchstens oo^ Tangenten und wären daher Curven eines Liniencomplexes

und mithin Haupttangentencurven , also, da sie geodätisch sind. Geraden.

Jedes Flächenelement {X, Y, Z, P, Q) des Raumes gehört somit mindestens

einer Fläche 77 an uhd gehört daher zu einem Elemente (S, ^, 3, ^, Q)- Dies

bestimmt sich so: Wir construieren die Normale des Elementes (X, Y, Z, P, Q)
und fassen die Elementarkegel ins Auge, die den Punkten (3£, ^, 3) der Normalen
vermöge der Gleichung (45) zugeordnet sind. Würde die Normale allen diesen

Kegeln angehören, so wäre sie selbst eine Charakteristik. Da aber die Charakte-

ristiken keine Geraden sein sollen, so brauchen wir uns mit diesem Fall nicht

weiter abzugeben. Es wird also unter jenen Kegeln nur eine discrete Anzahl

geben, welche die Normale des Elementes (X, Y, Z, P, Q) enthalten. Es sei

(X, D, 3) die Spitze eines solchen Kegels. Das Element (S, ?), 3, ^, £l) der Glei-

chung (45), das den Kegel längs jener Geraden berührt, gehört einem charakte-

ristischen Streifen von (45) an. Es sei y die Charakteristik des Streifens. Alle

diejenigen Integralflächen % von (45), die dieses Element (X, ^^, 3, '^i Cl) ent-

halten, haben die geodätische Linie y gemein und berühren einander längs y.

Unter den oo' Flächen 77, die zu einer jeden dieser Integralflächen gehören,

giebt es je eine, die gerade das Element (X, Y, Z, P, Q) enthält. Alle Flächen II

also, die das Element (X, Y, Z, P, Q) enthalten, haben solche Centraflächen f^,

die einander längs der geodätischen Linie y berühren. Mithin berühren diese

Flächen 77 einander längs der zugehörigen Krümmungslinie ! in einem Element-

streifen, dem das Element (X, Y, Z, P, Q) angehört.

Da durch jedes Element (X, Y, Z, P, Q) des Raumes eine Fläche 77, ja sogar

unendlich viele gehen, so ist es klar, dass die Flächen 77 nicht sämtlich einer

partiellen Differentialgleichung erster Ordnung genügen können. Sie sind viel-

Cemeiiis. mehr gemeinsame Integralflächen zioeier partieller Differentialgleichungen zweiter
iiitegrainn. Ordnung.

^DiSf^ii. In der That, alle die Flächen 77, denen ein Element (X, Y, Z, P, Q) gemein ist,

-• *^- haben, wie wir sahen, einen Elementstreifen gemein. So giebt es im Räume oo*

Streifen, die einem gewissen System von simultanen gewöhnlichen Differential-

gleichungen
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dX dY dZ dF dQ
^46) A = B^C = B^ E
genügen werden , in dem A, B ^ C, D, E gewisse Functionen von X , Y, Z, P, Q
bedeuten. Da die Curve eines solchen Streifens auf jeder Fläche TT, die den Streifen

enthält, eine Krümmungslinie ist, so besteht nach §4 des 10. Kap., S. 473, für

diese oo* Streifen die Relation:

(47) [dX -\- PdZ)d{) — idY-\- Q dZ) dP = 0.

Setzen wir hierin die Werte der Differentiale aus (46) ein, so kommt:

(A + PC) E — {B -\- QC)B = 0.

Diese Gleichung muss identisch bestehen, denn sonst würde sie ja eine partielle

Differentialgleichung erster Ordnung sein, der alle Flächen TL genügen, und eine

solche giebt es nicht, wie wir wissen. Sind B, S, T die zweiten Ableitungen von
Z nach X und F, so können wir aber die Gleichung (47) mit Rücksicht auf (46)

so schreiben:

(^4- PC){SdX-{- TdY) — (J5 + QC){BdX-\- S dY) =
oder :

{A + PC) (SA + TB) - (B + QC) [EA + SB) = 0.

Dies ist eine partielle Differentialgleichung ziveiter Ordnung, der alle Flächen U Erste p.

genügen. Diffgi.2.0.

Um eine zweite partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung aufzustellen,

der alle Flächen U genügen, beachten wir, dass jedem Element {X, Y, Z, P, Q)
ein Element (3£ , D , ^ , ^ , O) entspricht. Von den beiden Krümmungskugeln einer

Fläche n durch das Element (X, Y, Z, P, Q) hat die eine ihren Mittelpunkt im
Punkte (3e, ?), ß). Ihr Radius Si ist die Entfernung der Funkte (X, Y, Z) und

(3£, ^3» 3) "^on einander. Sie wird sich als eine gewisse Function von X, F, Z, P, Q
darstellen lassen:

9t = () (X, r, Z, P, Q).

Alsdann ist 9t der eine Hauptkrümmungsradius der Fläche U im Punkte (X, 1", Z).

Da die Hauptkrümmungsradien die Wurzeln der quadratischen Gleichung:

(Ä^-i?T)9t*+ i(l + Q^)R-^lPQS+{\ + P^T]y\^P^-\- Q^^ —
-(l + P«+ Qy-=o

sind, so muss 9t = p(X, F, Z, P, Q) dieser Gleichung genügen Setzen wir

diesen Wert ein, so ergiebt sich eine zweite partielle Differentialgleichung zweiter J^weite p.

Ordnung, der alle Flächen TT genügen. Sie ist, wie ihre Form in Ji, S, T zeigt,
^^*^^^ '" ^'

von der oben aufgestellten wesentlich verschieden.

Die Flächen IT, deren allgemeine Gleichung nickt nur ivillkürliche Constanten,

sondern eine willkürliche Function enthält, sind somit gemeinsame Integralflächen

zweier partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Wenn zwei Flächen U
einander berühren, so haben sie einen Elementstreifen längs einer Krümmungslinie
gemein. Dass diese gemeinsamen Streifen durch ein System (46) bestimmt sind,

das nur die ersten Ableitungen P, Q und nicht auch die zweiten B, S, T enthält,

ist beachtenswert.

§ 4. Einige weitere Kategorien von partiellen Differential-

gleichungen 1. O.

In diesem Schlussparagraphen wollen wir noch einige geometrische

Probleme behandeln, die mit einander und mit den früher behandelten

Problemen Berührungspunkte haben.

43*
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^Tbrm** Wir stellen uns zunächst die Aufgabe, alle Flächen zu hestimmen,

deren Normalen einem gegebenen Liniencomplexe angehören.

Construieren wir in einem beliebigen Punkte des Raumes den

Elementarkegel des Complexes und die Flächenelemente, die auf den

Mantellinien des Kegels senkrecht stehen, so werden letztere wiederum

einen Elementarkegel umhüllen. Jedem Punkte des Raumes wird somit

ein zweiter Elementarkegel zugeordnet. Diese Elementarkegel gehören

natürlich im allgemeinen keinem Liniencomplex an, aber sie bestimmen

eine gewisse Monge'sche Gleichung. Es leuchtet ein, dass unser Problem

darauf hinauskommt, die partielle Bifferentialgleichung erster Ordnung

zu integrieren, die dieser Monge'schen Gleichung zugeordnet ist.

dM°N°r-
^^^ ^^^ Problem etwa so zu erledigen, wie Transon (vgl. § 2 des

maienprobi. 7 Kap., S. 273) CS gcthau hat, denken wir uns den Liniencomplex da-

durch gegeben, dass wir jedem Punkte (x, y, z) des Raumes eine Ge-

rade durch ihn zuordnen. Die Richtungscosinus cc, ß, y dieser Geraden

seien also irgendwie gegebene Functionen von x, y, z. Bezeichnen

wir mit j, \), 5 laufende Punktcoordinaten, so werden dann durch die

Gleichungen

:

(AQ\ E^TZ^ _ ^) — 2/ _ ä ^i
y^^) a ~ f ~ y

00^ Geraden, also ein Liniencomplex, dargestellt. Dabei spielen x, y, z

die Rolle von Parametern. Wir können sagen, dass die 00^ Geraden

des Liniencomplexes auf die 00^ Punkte (x, y, z) des Raumes abgebildet

sind. Die Gleichungen (48) der Complexgeraden können wir auch so

schreiben

:

(49) i = x^^(i, ^ = i/ + p^, i
= z-^qy.

Dabei bedeutet dann q den Abstand des variabeln Punktes (j, t), 5) der

Geraden von dem festen Punkte {x, y, z) auf der Geraden.

Specialfall. I^ dem Falle, dass die Pfaff'sche Gleichung

a dx -\- ß dy -\- y dz =
integrabel ist, d. h. auf die Form

d(p(x,y,z)==0

gebracht werden kann, haben die 00^ Flächen

cp (x, y, z) = Const,

die geforderte Eigenschaft, und zwar sind ihre Normalen gerade die-

jenigen Geraden des Complexes, deren Bildpunkte die Punkte der Flächen

selbst sind. Aber dies sind nicht alle Flächen der gesuchten Art,
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Wie in diesem besonderen Fall, so suchen wir auch im allgemeinen
"^j^ff"

Fall überhaupt solche Flächen

deren Normalen zu den Geraden (49) gehören. Dabei brauchen aber

die Bildpunkte (x, y, z) der Normalen durchaus nicht die Fusspunkte

der Normalen selbst zu sein. Vielmehr ist der Abstand q des Flächen-

punktes (j, t), l) von dem Bildpunkte {x, y, £) der Normalen dieses

Flächenpunktes von Punkt zu Punkt ein anderer. Wenn wir aber

eine Fläche i/; = kennen, deren oo^ Normalen zu den Geraden (49)

des Complexes gehören, so hat jede der oo^ Parallelflächen dieser

Fläche dieselben Normalen und gehört daher auch zu den gesuchten

Flächen. Hieraus folgt, dass wir von vornherein nach oo^ Parallelflächen

'^(?;9;5) = Const.

fragen können, deren oo^ Normalen zu den Geraden (49) gehören.

Diese oc^ Flächen müssen die Integralflächen einer integrabeln Pfaff-^pfaffgche°

sehen Gleichung: ®^

(50) adi-^ßdi)-\-ydi =
sein, wobei d^, di), d^ die Incremente von i, l), j längs einer Normalen

bedeuten. Es kommt also darauf an, die in (49) auftretende Grösse q

so als Fiincüun von x, y, s zu hestimmen, dass die Pfa/f'sche Gleichung

(50) integrahel ivird.

Die Gleichung (50) lautet, ausführlich geschrieben, nach (49) so:

adx-^ ßdy -\- ydz -\- (a^ -{- ß^ -\- y') dQ -\- Q{a da -\- ß dß -}- y dy) = 0.

Da «'^ -\- ß^ -j- y^ ----- 1 ist, so ist auch

ada-\- ßdß-^ ydy=-J),

sodass die Gleichung (50) die Form hat:

(50') (« + 9.)dx^{ß^ p,) dy + (7 + (,.) dz = 0.

Nach Satz 1, § 2 des 6. Kap., S. 198, ist diese Gleichung dann und

nur dann integrabel, wenn q die lineare partielle Difi'erentialgleichung

erfüllt:

(51)
I

(^^-^^)a: + (>'^-^^)|f + (^--/^4: +
1 + (^. - 7.)«: + (7. - «.)^ + K - ^.)y = 0.

Diese lineare partielle Differentialgleichung ist dem System von drei

simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen äquivalent:

äx dy dz — dq
(52) h (P,-y,)« + (y.-«.)^+(%-P.)y
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Die drei ersten Glieder dieses Systems sind frei von q. Die beiden

Gleichungen

:

System
'
(53) 7

Ton 2 gew. /p;q\ ^^^
_# ^^

Dififgln. K'^^)

wird man also zuerst integrieren. Hat man sie integriert, also zwei

von einander unabhängige Integrale u{x,y,z) und v{x,y,z) gefunden,

so eliminiert man etwa y und s vermöge

u{x,y,d) = a, v(x,y,z) = h

aus (52) und bestimmt dadurch t- als Function von x und den beiden
^ ^ dx

Constanten a, h. Hieraus findet man q durch eine Quadratur als Function

von X, a, h. Setzt man darin für a und h wieder u und v ein, so hat

man die gesuchte Function q von x, y, z in der Form gefunden:

(54) Q = cö{x,y, z) -{- Const.

Zur Integration des Systems (53) ist zu bemerken, dass wegen

c

dx

^uiti'^r'^
ein Multiplicator dieses Systems von vornherein bekannt ist, nämlich

der Multiplicator Eins. Es ist also nur nötig, ein Integral u von (53)

zn bestimmen. Das zweite, v, ergiebt sich dann nach der Multiplicator-

theorie durch eine Quadratur. Der innere Grund hierfür liegt darin,

dass die Integralflächen ip = Const. der Gleichung (50'), sobald sie

integrabel ist, Parallelflächen sind.

riT^Aertn
WcgCH der Bedeutung von x, y, z als Coordinaten des Bildpunktes

tn°e'm*^r
^^^" Geraden (49) findet man die Integralflächen ^ = Const. in folgender

compi. Weise: Unter den oo^ Curven
angehöreu.

ii{x, y, z) = Const., v(x, y, z) = Const.

greift man oo^ heraus. Sie bilden eine Fläche, nämlich die Fläche

derjenigen Punkte (x, y, z), welche die Bildpunkte der Normalen einer

der gesuchten Scharen von Parallelflächen tp= Const. sind. Diese Flächen

i/; = Const. bestimmt man folglich dadurch, dass man durch die Punkte

{x,y, z) der soeben construierten Fläche die betreffenden Geraden (49)

legt und auf ihnen von den Punkten (x, y, z) aus die Strecken

Q = (o(x,y,z)

aufträgt. Die Endpunkte bilden eine der Flächen t^ = Const., und die

Parallelflächen zu dieser Fläche sind die übrigen Flächen f = Const.

Dies ist im Wesentlichen die von Transon selbst gegebene Lösung

des zu Anfang gestellten Problems, alle Flächen zu finden, deren Nor-

malen einem gegebenen Liniencomplex angehören. Wie wir oben sahen,
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findet das Problem zunächst seinen analytischen Ausdruck in einer im

Allgemeinen nidit linearen partiellen Differentialgleichung erster Ord-un*! p! Diffgi.

nung. Im Vorangehenden ist also das Integrationsproblem dieser

Gleichung auf eine lineare partielle Differentialgleichung (51) zurück-

geführt, und zwar auf eine Gleichung, deren Integrationsproblem er-

hebliche Vereinfachungen gestattet.

Nunmehr wollen wir zeigen, wie Lie 1871 die Möglichkeit dieser

Reduction auf ihren inneren Grund zurückführte *).

Ist

(55) 0(tjd2 — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) =
die Monge'sche Gleichung des vorgelegten Liniencomplexes (nach Satz 1,

§ 1 des 7. Kap., S. 254), so sind die Elementarkegel derjenigen par-

tiellen Differentialgleichung, deren Integralflächen die gesuchten Flächen

sind, diejenigen Kegel, die man erhält, wenn man zu den Mantellinien

der Elementarkegel von (55) in den Kegelspitzen die senkrechten

Flächenelemente construiert und deren umhüllende Kegel sucht. Ist

ix, y, Zj p, q) eines dieser Flächenelemente, so ist es also bestimmt

durch die Forderung, dass es auf einer der durch (55) gegebenen Fort-

schreitungsrichtungen (dx : dy : dz) des Punktes (x, y, z) senkrecht

stehen soll, d. h. dass

dx : dy : dz = 2) : q : — 1

sein soll. Da die Gleichung (55) homogen in dx, dy, dz ist,' so werden

diese Flächenelemente der Gleichung genügen:

-*/ . -.\ n Part. Diffgi.0(—y- zq, zp + X, xq — yp, p, q, — 1) = 0. des
Problems.

Da xq — yp eine Function der übrigen hierin auftretenden Argumente

ist, so ist einfacher

(56) F{p, q, X + zp, y-{- zq) = 0;

die allgemeine Form dieser Gleichung.

Das Normalenproblem kommt also analytisch darauf hinaus, eine

partielle Differentialgleichung erster Ordnung von der Form (56) zu

integrieren.

Wir bemerkten schon, dass, wenn eine Fläche dieser Gleichung

(56) genügt, auch jede Parallelfläche von ihr eine Integralfläche von

(56) ist. Diese Eigenschaft können wir mit Hülfe des Begriffes:

Dilatation im Baume anders aussprechen.

*) Verhandl. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania, 1871; Math. Ann. Bd. V.
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Dilatation. Unter einer Dilatation im Baume verstehen wir eine Transfor-

mation der Flächenelemente, die jedes Element [Xj y, z, p, q) in ein

solches Element {^i, yi, ^i, p,^, Qi) verwandelt, dessen Punkt {oCi,y^,2i)

auf der Normalen des ursprünglichen Elementes in einem constanten

Abstand n liegt und dessen Ebene der Ebene des ursprünglichen Ele-

mentes parallel ist (vgl. § 2, S. 656). Es ist dies das Analogon der

Dilatation in der Ebene (vgl. § 2 des 1. Kap., S. 14, sowie § 5 des

2. Kap., S. 58). Die Gleichungen der Dilatation sind offenbar die

folgenden

:

[ i_
nj) j^ nq

^
n

(57) j

'"''
|/iT?^-F?' ^^~"^"^yi4-y+l^' '''~^~yr^^*'

Augenscheinlich führt die Dilatation jede Fläche m eine Parallelfläche

iiher. Sie ist eben eine Berührimgstransformation (vgl. § 2, S. 647),

und dies kann man analytisch dadurch nachweisen, dass man zeigt,

dass infolge von (57):

dZ]^ — p^ dx^ — q^ dy^ = dz — pdx — qdy

ist. Sie verwandelt also nicht nur jede Fläche in eine Parallelfläche,

sondern führt überhaupt jeden Elementverein in einen Elementverein

über. In der That erkennt man sofort geometrisch, dass sie jede

Curve — aufgefasst als Verein von oo^ Flächenelementen — in eine

Röhrenfläche vom Radius n und jeden Punkt — aufgefasst als einen

Verein von od^ Flächenelementen — in eine Kugel vom Radius n

verwandelt. Femer fühi-t sie jeden Elementstreifen in einen neuen

Elementstreifen über, den man als den parallelen Elementstreifen im

Abstände n bezeichnen kann.

Da mit jeder Integralfläche der partiellen Diöerentialgleichung (56)

auch alle Parallelflächen dieser Gleichung genügen, so erhellt, dass

die Dilatation (57) jede Integralfläche von (56) in eine Integralfläche

überführt, anders ausgedrückt: Die partielle Dijf'erentialgleichimg (56)

gestattet die Dilatation (57). Analytisch geht dies zum Überfluss daraus

hervor, dass nach (57):

Pi =P, «1 = Uf ^1 + ^iPi = ^ + ^P, ^1 + ^i2 = 2/ + ^U

ist.

Es giebt nun oo^ Dilatationen im Räume, da die Constante n

})eliebig gewählt werden kann. Die partielle Differentialgleichung (56)

gestattet also alle oo^ Dilatationen im Baume. Insbesondere gestattet sie

DÄt, die infinitesimale Dilatation, die sich ergiebt, wenn man n unendlich
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klein, gleich öt, wählt. Bei der infinitesimalen Dilatation erfahren

X, y, z, p, q die Zuwüchse:

(58) l/i+i>'+2* Vi-\-P'-\-q' >/i+i>'+2^

02) = 0, dq = 0.

Sucht man umgekehrt alle partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung
F(x,y,0,-p,q) = O,

welche die infinitesimale Dilatation gestatten, so hat man zu fordern,

dass das Increment, das F bei der infinitesimalen Dilatation erfährt,

nämlich

dF=F.,dx + F,dy + F.dz + F^dp + F,dq,

infolge von F= verschwinde. Es soll also nach (58)

:

cF , cF cF
^ ex ' ^ ci dz

=

infolge von F= verschwinden. Da die Coefficienten dieser Gleichung

unmöglich infolge von F=0 sämtlich verschwinden können, so muss

also die letzte Gleichung an sich bestehen. Sie ist eine lineare partielle

Differentialgleichung für F in fünf unabhängigen Veränderlichen x, y, ^,

p, q, und es sind

p, q, x-\-zp, y-\rzq

vier von einander unabhängige Lösungen. Die allgemeine Lösung ist

demnach eine beliebige Function von diesen vier. Somit ergiebt sich:

Eine partielle Bifferentiahjleiclnmg erster Ordnung im Baume {x,y,z) p- Diffgi-,

gestattet dann und nur dann die infinitesimale Dilatation, wenn sie die DHat. inv.

Form hat:

F(p, q, x-{- 2p, y+ zq) = 0.

Es ergiebt sich somit, dass das Normalenprohlem gerade mid nur

in denjenigen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung seinen

Ausdruck findet, welche die infinitesimale Dilatation gestatten.

Jeder der oo^ charakteristischen Streifen der partiellen Differential-

gleichung

(56) F(p, q, X 4- ZP, y + ^q) =
wird durch eine Dilatation in einen Elementstreifen übergeführt, durch

den ebenfalls unendlich viele Integralflächen gehen, also wieder in d.^ciiar"

einen charakteristischen Streifen. Führen wir alle oo^ Dilatationen ausjefüh^t.
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(57) auf" einen charakteristischen Streifen aus, so geht er somit in oo^

charakteristische Streifen über. Dieselben sind, wie wir sagen können,

einander parallel, genau ausgesprochen: die Elemente jedes dieser oo^

Streifen haben dieselben Normalen wie die des gewählten Streifens

und schneiden auf den Normalen eine constante Strecke n ab. Alle

oü^ so erhaltenen charakteristischen Streifen haben also dieselben oo^

comiiiexer Normalen. Diese bilden eine Begelflache, die dem gegebenen Linien-

complex angehört. Es giebt überhaupt zu jeder Regelfläche des

Complexes oc^ Elementstreifen, deren Elemente die Geraden der Regel-

fläche zu Normalen haben, und es ist klar, dass die Dilatationen diese

tId"'.»! char
'^^ streifen unter einander vertauschen. Diese oo^ Streifen hüden mit-

streifeii.
j^^^^ ^j^^ j^^j g^^^ Düatatioitcn invariante Schar. Aber wohlbemerkt sind

diese Streifen nicht sämtlich charakteristische Streifen von (56). Denn

da es nur oo^ charakteristische Streifen von (56) giebt, so sind im

Complex nur oo^ Regelflächen enthalten, deren Geraden die Normalen

der Elemente von je oo^ charakteristischen Streifen sind.

Kennt man diese oo^ ausgezeichneten Regelflächen des Complexes,

so ist das Integrationsproblem im Wesentlichen gelöst, denn dann con-

struiert man zunächst diejenigen oo^ Curven, die alle Erzeugenden

einer Regelfläche orthogonal schneiden. Sie sind Charakteristiken, und

die Elemente längs dieser Charakteristiken und senkrecht zu den Er-

zeugenden bilden die charakteristischen Streifen. Aus den charakte-

ristischen Streifen kann man schliesslich in bekannter Weise die In-

tegralflächen eonstruieren.

^d**i^v^' -D^^ Problem kommt also darauf hinaus, jene oo'^ Regelflächen im
Scharen. Lijjiencomplcx ZU finden oder, was dasselbe besagt, jene bei allen

Dilatationen invarianten oo'^' Scharen von je oo^ parallelen charakte-

ristischen Streifen zu bestimmen. Diese Scharen werden durch F==0
und zwei Gleichungen

U{x, y, 2, p, q) = Const., V{x, y, 2, p, q) = Const.

definiert sein, wobei die Functionen U und V von einander und von

t unabhängig und nach § 4 des 12. Kap., S. 566,

[FU] = 0, [FF] =
vermöge F =^ sein muss. Ferner muss die Schar der durch

(59) F=0, U=a, V=h
bei bestimmten Werten der Constanten a, b dargestellten oo^ charak-

teristischen Streifen insbesondere bei der infinitesimalen Dilatation (58)

invariant sein. Bei Ausführung der infinitesimalen Dilatation bleibt
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J^^z=0, wie wir wissen ^ invariant. U und V dagegen erfahren die

Zuwüchse, die aus dem Ausdruck

'
~"

Y\ -f p^2« dx'^ ^1"+ P* +~2* dy yi~-\- p* ^ q" dz

durch Substitution von U und V an Stelle von /' und Multiplication

mit 8 t hervorgehen. Es muss also

(60) BU=0, BV=0
infolge des Systems (59) sein und zwar für alle Wei-tepaare der Con-

stanten a, h. Es müssen mithin die Gleichungen (60) infolge von

F= allein bestehen.

Hiernach lassen sich U und V definieren als zwei von einander

und von F unabhängige Functionen f, die den beiden Gleichungen

(61) [Fn = 0, Bf=0
infolge von F= genügen. Es sind dies zwei lineare homogene par-

tielle Differentialgleichvmgen für /", vmd sie enthalten fünf unabhängige

Veränderliche x, y, z,p, q. Sie werden durch f'E^F identisch erfüllt.

Eine der Veränderlichen, etwa q, können wir vermöge ^'=0 als

Function von x, y, z, p ausdrücken. Dadurch reduciert sich das System

(61) auf zwei homogene lineare pai-tielle Differentialgleichungen für /'

mit vier unabhängigen Veränderlichen x,y,s,p. Da die Gleichungen

nun identisch bestehen müssen, wenn in ihnen die von einander unab-

hängigen Functionen U und V, aus denen q vermöge F= eliminiert

ist, für /' eingesetzt werden, so folgt, dass das System mindestens zwei

von einander unabhängige Lösungen haben muss. Andererseits kann

es höchstens 4— 2 oder also zwei von einander unabhängige Lösungen

haben. Es ist daher ein zweigliedriges vollständiges System in vier

Veränderlichen.

Wir können aber das Zurückgehen auf die Theorie derartiger

Systeme vermeiden, wenn wir, wie früher geschehen, jede Gerade des

vorgelegten Liniencomplexes auf einen Punkt {x, y, z) auf ihr beziehen.

Jeder Begelfläche des Complexes als einer Schar von oo^ Complexyeraden
^^^^^^^^-^^

entspricht dann als Bild eine gewisse Curve auf ihr. Kennen wir diese Regeian.

Bildcurve, so ist auch die Regelfläche bekannt. Den oc^ Kegelflächen,

deren jede nach dem obigen eine bei allen Dilatationen invariante

Schar von oo^ charakteristischen Streifen vertritt, entsprechen gewisse

oo"^ Raumcurveu. Diese oo^ Bildcurven genügen dem obigen System

(53) von zwei simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen erster

Ordnung und sind die damals mit ii = Const., v = Const. bezeichneten

Curven.
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Die hier betrachteten partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung F=0
sind dadurch charakterisiert, dass sie bei einer gewissen infinitesimalen Berüh-

rungstransformation, nämlich bei der infinitesimalen Dilatation, invariant bleiben.

Hieran knüpfen wir eine Bemerkung, die eine Verallgemeinerung der Betrach-

tungen im 1. Beispiel des § 2, 4. Kap., S. 96, ferner im 4. Beispiel daselbst, S. 100,

und im 1. Beispiel des §3,4. Kap., S. 111, ist und hier nur in aller Kürze ange-

deutet werden soll: Wenn eine Berührungstransformation des Raumes so beschaffen

ist, dass sie alle Paare von Elementen, die gleiche Normale, parallele Ebenen
und Constanten Abstand n von einander haben, in solche Paare von Elementen

überführt, die ebenfalls gleiche Normale, parallele Ebenen und constanten Ab-
Berührtrf., stand Wj von einander haben, so sagen wir kurz, dass die Berührungstransforma-

inf. Diiat. Uon die infinitesimale Dilatation invariant lässt. Jede solche Berührungstransfor-
inv. ist. mation wird die bei der infinitesimalen Dilatation einzeln invarianten Gleichungen

F(2), q, X -\- sp, y -\- 2q) =
unter einander vertauschen. Es ist dies nur ein specieller Fall eines allgemeinen

Satzes in Lie's Invariantentheorie der Berührungstransfoimationen , worauf wir

hier nicht weiter eingehen. Fasst man nun die Wellenbewegung in einem isotropen

^^^Q^ll^' Medium, die ja in der Elasticitätstheorie , insbesondere in der Optik, betrachtet

wird, als eine eingliedrige Gruppe von Dilatationen auf und beachtet man, dass

die Refractionen und Reflexionen solche Berührungstransformationen sind, bei

denen die infinitesimale Dilatation invariant bleibt, so kommt man unmittelbar

zu einer neuen Auffassung gewisser Sätze der Optik, die insofern Interesse dar-

bietet, als sie zu Verallgemeinerungen längst bekannter Sätze führt. Wir kommen
auf diese Betrachtungen, die von Lie seit Jahren in seinen Vorlesungen ent-

wickelt und auch an verschiedenen Stellen in seinen gedruckten Arbeiten an-

gedeutet worden sind, im zweiten Bande ausführlich zurück.

Es liege nun wieder eine partielle Differentialgleichung erster Ord-

nung von der Form

(62) F{p, q, X + zp, y + zq) =
vor, deren Integralflächen also definiert sind als diejenigen Flächen,

deren Normalen einem gegebenen Liniencomplex angehören. Jede

d^TinSäi- Integralfläche hat zwei Centraflächen. Alle diese Centraflächen genügen
flächen,

g-j^gj. partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, die man folgender-

massen findet: Die Normalen einer Integralfläche J von {^2) sind Tan-

genten der beiden Centraflächen und zwar bestimmen sie auf beiden

Centraflächen je oo^ geodätische Linien, deren Tangenten sie sind. Die

Centraflächen sind also so beschaffen, dass sie je oc^ geodätische

Linien enthalten, die zugleich Curven des vorgelegten Liniencomplexes

sind. Wenn umgekehrt eine Fläche die Eigenschaft hat, dass oo^

geodätische Linien auf ihr Curven eines vorgelegten Liniencomplexes

sind, so ist sie eine Centrafläche von oo^ Flächen, die alle oo^ Tan-

genten der geodätischen Linien zu Normalen haben, also von oo^

Flächen, deren Normalen dem vorgelegten Complex angehören.

Nun kann man erkennen, dass alle FläcJien, auf denen oc^ geodä-

tische Linien Curven eines vorgelegten Liniencomplexes sind, einer par-
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Hellen Differentialgleichung erster Ordnung genügen. Zu diesem Zweck

betrachten wir einen Complexkegel und legen durch jede Mantellinie

die Tangentialebene T und darauf die zur Tangentialebene senkrechte

Ebene E. Alle diese oo^ Ebenen umhüllen einen Kegel mit derselben

Spitze. Hiermit ist jedem Punkte ein neuer Kegel zugeordnet. Wir
fassen diese oc^ neuen Kegel als die Elementarkegel einer partiellen p. iMifgi.

Differentialgleieimng erster Ordnung auf. Auf jeder Integralfläche der letz- «nese

teren liegen wie überhaupt auf jeder Fläche oo^ Curven y des vorgeleg-

ten Complexes. In einem Punkte xi einer dieser Curven y ist die Tan-

gentenebene der Fläche eine Ebene E, und sie steht senkrecht auf einer

Tangentialebene T des ursprünglichen Complexkegels des Punktes p,

die y berührt. Die letztere Ebene ist nach Satz 21 des § 5^ 7. Kap.^

S. 303, Schmiegungsebene von y in p. Die oo^ Curven y auf der

Integralfläche der hergestellten partiellen Differentialgleichung haben

mithin die Eigenschaft, dass ihre Schmiegungsebenen auf den jeweiligen

Tangentenebenen der Integralfläche senkrecht stehen und sind demnach

geodätische Curven der Integralfläche.

Hiermit haben wir eine Kategorie von partiellen Ditterential-

gleichungen gefunden, die auf jeder Integralfläche oc^ Curven eines

vorgelegten Liniencomplexes zu geodätischen Linien haben.

Ist der Liniencomplex insbesondere linear, so ist sein Complex-
eom**ier

kegel in ein Büschel degeneriert. Der vorhin construierte neue Kegel

ist daher ebenfalls ein Büschel, d. h. die betreifende partielle Difi'eren-

tialgleichung ist linear. Wie wir wissen, kann man alle Geraden eines

linearen Complexes durch eine infinitesimale Schranhung in einander

transformieren (nach § 3 des G. Kap., S. 210). Daraus folgt, dass auch

die gefundene lineare partielle Difiierentialgleichung diese infinitesimale

Schraubung gestattet. Die Integralflächen sind also hier Sehrauheii-^chTAxiheu-

flüchen.

Andererseits sind alle Flächen, deren Normalen dem linearen Com-

plex angehören, offenbar Schraubenflächen. Die soeben besprochenen

Flächen müssen nach unserer allgemeinen Theorie ihre Centraflächen

sein. In der That ist jede Centrafläche einer Schraubenfläche augen-

scheinlich wieder eine Schraubenfläche, welche durch dieselbe infini-

tesimale Schraubung in sich übergeht, wie die ursprüngliche Schrauben

fläche.

Wir haben in diesem Kapitel eine Reihe von geometrischenAufzüiiig. d.

Problemen behandelt, die ihren analytischen Ausdruck in gewissen Probleme.

besonderen Kategorien von partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung
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F{x, y, z, p, q) =
fanden. Es waren dies die folgenden Probleme:

1. Problem: Bestimmung der Differentialgleichungen F= 0, deren

Charaliteristiken auf allen Integralflächen Hcmpttangentenmrvm sind.

Wir sahen in § 1, S. 642, dass diese partiellen Differentialgleichungen

F =0 der Bedingung:

(F. + F,p) F, + {F, + F.q)F, =
genügen, und haben alle derartigen Gleichungen i^=0 aufgestellt.

2. Problem: Bestimmung der Differentialgleichungen F=Oy deren

Charakteristiken auf allen Integralflächen Krümmimgslinien sind. Diese

Gleichungen jP=0 erfüllen nach § 2, S. 657, die Bedingung:

{^Fy-irF.q)F,-{F^-\-F.p)F,+ {F,p-F.q+F,^pq){F,p+ F,q)= 0.

Auch alle derartigen Gleichungen F= haben wir aufgestellt.

3. Problem: Bestimmung der Differentialgleichungen F=0, deren

Charakteristiken auf allen IntegralfläcJien geodätische Linien sind. Diese

Gleichungen jP= genügen nach § 3, S. 673, einer Bedingung für F,

die auch die zweiten Ableitungen von F enthält. Einige hierher-

gehörige Kategorien von Gleichungen jP= haben wir aufgestellt.

4. Problem: Bestimmung der Differentialgleichungen F=0, deren

Integralflächen zu Normalen lauter Geraden eines gegebenen lÄnien-

eomplexes haben. Dies Problem deckt sich mit der sofort ausführbaren

Integration der Gleichung:

pF,-{-qF,j-F. = 0.

5. Problem: Bestimmung der Differentialgleichungen F=0, deren

Charakteristiken gerade Linien sind. Wir sahen in § 1, S. 641, dass

diese Differentialgleichungen F= entweder den beiden Gleichungen

F, + I\p = 0, I\ + F^q =
genügen oder aber die linearen partiellen Differentialgleichungen sind,

deren Charakteristiken ein Strahlensystem bilden. Auch diese Glei-

chungen F= haben wir sämtlich bestimmt.

6. Problem: Bestimmung der Differentialgleichungen 1 = 0^ deren

Integraltlächen oo^ geodätische Curven enthalten, die einem vorgelegten

Liniencomplex angehören. Dies Problem wurde auf das vierte zurück-

geführt.

Man sieht, dass die Probleme mit Ausnahme des dritten auf

Gleichungen F=0 führen, die solchen Bedingungen genügen, die par-

tielle Differentialgleichungen erster Ordnung für F mit den fünf unab-
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hängigen Veränderlichen x, y, z, p, q sind. Es gelang uns durch

geometrische Betrachtungen, diese partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung in fünf unabhängigen Veränderlichen vollständig zu

integrieren.

Weiterhin hmn man je zwei der angegebenen sechs Probleme rom- Andeutung

biniercn. So liefert das erste mit dem vierten combiniert das Problem, Probiemr.

alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

F{x,y,z,p,g) =
zu bestimmen, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen Haupt-

tangentencurven sind und deren Integralflächen zu Normalen lauter

Geraden eines vorgelegten Liniencomplexes haben.

Es ist nun sehr beachtenswert, dass sich diese Probleme, die

durch Combination je zweier der angegebenen Probleme hervorgehen,

durch geometrische Betrachtungen vollständig lösen lassen. Äussere

Rücksichten lassen es uns aber angebracht erscheinen, diese Probleme

für den zweiten Band dieses Werkes zurückzustellen.
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stehende Abkürzungen: Bertrf. == Berührungstransforraation , C. = Ourve, D. == Differentialgleichung,

K. = Ebene, Gor. = Gerade, p. = partiell , R. = Raum.

Abbildung d.char. Streifen als Linienel.

d. E. 538, 544, 547; d. conform. Trfn.

d. R. als Bertrfn. d. E. 437; d. Curven

e. lin. Compl. als Minimale. 445, 452;

d. Elementver. d. E. als Curven d. R.

183; d. Flächenelem. zweier Räume
466, 468; d. Flächenelem. vermöge

e. Bertrf. d. R. 646; d. Fln. i. R. d.

lin. Compl. als Fln. i. R. d. Minimal-

ger. 457; d. Fln. 2. Grr. als Cykliden

471; d. geod. Kreise als geod. Kreise

167, 171; d. Geraden als Kugeln 463i;

d. Ger. als Kugeln angewandt auf

versch. Begriffe u. Probl. 650, 651,

654,655; d. Haupttgc. als Krümmgsl.

474; d. Integralgeb. e. p. D. 1. 0.

als Elementver. d. E. 536, 540, 543,

544, 547; d. Kugel auf d. E. 165;

d. Liniencompl. als Kugelcompl. 651;

d. Linienel. d. E. als Pkte. d. R. 108,

182 , 238 , 444 ; d. Linienel. 2er Compl.

auf einand. 451; d. Minimale, i. d.

E. 434; d. Minimalger. als Linienel.

d. E. 434, 444; d. Pkte. d. R. als

Kreise d. E. 428; d. Pkte. d. R. als

Minimalger. d. R. 445; d. Strahlen-

syst. als Kugelsyst. 650; d. vollst.

Lösg. e. p. D. 1. 0. als Pkte. d. E.

536, 544, 547; e. Nullsystems i. d.

Ebene 239, 247.

AbeTsches Theorem 407.

Ähnl. u. ähnl. geleg. concentr. Fln.

2. Gr. 322.

Allgem. Lösg. e. p. D. 1. 0. 373, 404,

494, 535.

Aufeinanderfolge v. Pkttrfn. 28;

V. Bertrfn. 46; v. Pkttrfn. i. R. 602.

B.

Bahncurven e. inf. Pkttrf. 108, 607;

e. eingl. Gruppe 516.

Bedingung d. Schneidens 2er Geraden

269, 282; d. verein. Lage v. Linienel.

i. d. E. 39, i. R. 475; d. verein. Lage
V. Flächenel. 523.

Berührungstransformation auf e.

Fl. 134; ausgeführt a. gew. D. 1. 0.

in X, y 47, 192; a. gew. D. 2. 0. i.

X, y 82; a. gew. D. 3. 0. in x, y 85,

a. p. D. 1. 0. 648; bei d. Abb. d.

char. Streifen als Linienel. 548; d. D.
y'" = in sich 241, 440; d. Ebene

43, abgeb. i. R. 192, 240; d. geod.

Kreise d. Fln. const. Krmmg. 148, 150;

d. Optik 100, 684; d. Raumes 647;

d. R. inv. bei inf. Dilat. 684; d. Ger.

in Ger. überführt 85; d. m. allen

Bewggn. d. E. vertauschb. ist 61;

d. m. allen Rot. u. Streckgn. m. festem

Pkt. vertauschb. ist 62; d. m. allen

Translat. d. E. vertauschb. ist 59, 131

;

d. Oü' Curven i. best. Weise i. oo^
Curven trf. 83; e. gew. D. 2. 0. i.

sich 84; erzeugt aus Oü^ Pkttrfn.

66.

Berührung v. Curven 10; v. Fln. 464,

470, 666.

Bestimmung aller Bertrf. d. E. 47, 54;

d. Diffinv. e. inf. Bertrf. d. E. 116, 119;

d. inf. Bertrf. d. E. 93, 95.

Bewegung e. starren Krprs. m. festem

Pkt. 321.

Beziehung u. s. w. siehe Abbildung.

Bildcurve e. Elementvereins 183.

Bilineare Relation, d. e. Dualität

defin. 229, 643; d. e. Nullsyst. defin.

229.

Binet'scher Complex 321.

Brenncurven e. Strahlensyst. 271,456.

Brennflächen e. Kugelsyst. 650; e.

Strahlensyst. 270, 456.

Bündel v. lin. Liniencompl. 300.

Büschel v. lin. Liniencompl. 292.

c.

Cayley'sche Regelfl. 3. 0. 410.

Centraflächen 666, 684.

Centralaxe d. NuUsyst. 227.
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Charakteristiken (char. Curven) e.

linear, p. D. 1. 0. 541; e. p. D. 1. 0.

261, 498, 499, 509, 536; als Un-
bestimmtheitscurven 503; d. Geraden
sind 641, 642; d. geod. Lin. sind

666, 667, 671; d. Haupttgc. sind

308, 636, 639, 640, 649; d. Haupttgc.

u. Krmmgsl. sind 658; d. Krmmgsl.
sind 649, 657, 666, 672; durch e.

Pkt. 551.

Charakteristische Function 95,

107; bei Einführ, neuer Veränd. 116.

Charakteristische Streifen e. lin.

p. D. 1. 0. 541; e. p. D. 1. 0. 538,

555, 558; bei Ausführ. e. Bertrf. d.

R. 648; durch e. Pkt. 551; durch
verein. Flächenel. 551; in verein.

Lage 539, 546, 551.

Clairaut'sche D. 31, 42.

Complexv. Geraden siehe Liniencompl.

;

V. Kugeln siehe Kugelcompl.
Complexcurve 302.

Complexkegel 285.

Confocale Fln. 2. Gr. 322.

Conforme Abbild. 143, 151, 165, 169;

inf. Trf. auf Fln. 143; Trf d. E. 7,

413; Trf. d. E., die Kreise i. Kreise

überf. 414, 416, 417, 418; Trf. d. R.

419, 427; Trf. d. R. v. wDimens. 426.

Conjugierte Pkte. b. Kegelschn. 22;

in zwei Räumen 446.

Coordinaten d. Flächenel. 258, 491;

d. Linienel. d. E. 11, 576; d. Linienel.

d. R. 249, 475; d. Minimalebenen 432;

d. Minimalgerad. 432.

Curven d. Complexes siehe Complex-
curven; d. NuUsj'st. (lin. Compl.) 230,

237, 445, 449; dritten Gr. i. tetr.

Compl. 345; d. proj. Trfn. gestatten

333, 334; d. tetr. Compl. 326, 327,

328, 333; gleicher Gattg. durch gem.
Pkt. 395; vierter 0. bei Trlfln. mit
4 Erzeuggn. 407.

Cyklide v. Dupin 471.

Cylindrische Coord. 590.

1>.

Deutung v. x, y, p als Pktcoord. i. R.

107.

Differentialgleichung(en) d. Cha-
rakter, e. p. D. 1. 0. 509; d. char.

Streifen 555; d. geod. Kreise e. Fl.

const. Krmmg. 149; 1. 0. in x, y 40;

1. 0. i. X, y, die Bertrf. gestattet

104, 106, 111; 1. 0. i. X, y ausgedr.

i. Liniencoord. 30; 1. 0. i. d. E. bei

Deutg. i. R. 576; partiell, siehe unter

Part. D. u. unter Integrationsprobl.

;

2. 0. i. a;, 2/ 76, 82; 2. 0. reduc. auf
y" = 9; V. Clairaut 31, 32, 112.

liie, Geometrie der Berübrimgstrausformationeu

Differentialinvariante(n) 1. 0. bei

inf. Bertrf. d. E. 110; höh. 0. bei

inf. Bertrf. d. E. 121; vertauschbarer
inf. Bertrf. d. E. 130; v. Schwarz
175.

Dilatation i. d. E. 14, 58, 96, 111;
i. R. 656, 680, 681.

Doppelverhältnis e. Ger. m. e. Te-
traeder 312, 324; i. Büschel v. lin.

Compl. 296; i. Nullsyst. 215.

Dualität i. d. E. 57; i. R. 229, 643.

Dupin'sche Cyklide 471.

E.

Eigentliche Bertrf. 48.

Einfach transit. Gruppe 318.

Eingliedrige Gruppe 92, 602.

Elementarkegel als Verein von
Flächenel. 528; als Verein v. Linienel.

478; e. Kugelcompl. 668; e. Monge-
schen Gl. 250, 510; e. p. D. 1. 0.

492, 510, 518.

Elementbüschel als char. Streifen

543.

Elementmannigfaltgkt. 39.

Elementstreifen 528, 530.

Elementverein siehe Verein.

Erweiterte Pkttrf. d. E. 12, 13, 47.

Erweiterung e. Bertrf. d. E. 82, 137;
e. Pkttrf. d. E. 12, 98; e. Pkttrf. d.

R. hinsichtl. d. Flächenel. 577, 597,

599; e. Pkttrf. d. R. hinsichtl. d.

Linienel. 479.

Erzeugung d. Integralfln. e. p. D. 1.0.
durch Char. 512; durch char. Streifen

538; d. Integralgebilde e. p. D. 1. 0.

durch char. Streifen 544, 559, 560,

563.

Euler 'sehe Trf. 645, 646.

Existenzbeweis f. d. vollst. Lösg. e.

p. D. 1. 0. 555, 561.

F.

Fläche(n), auf denen oü^ geod. Lin.

Curven e. Liniencompl. sind 684;
conjug. z. e. Compl. 376; conjug. z.

tetraedr. Compl. 384, 390; const.

Krmmg. 148, 165; deren Haupttg.
d. einen Schar e. Liniencompl. angeh.

369, 373, 655, 656; deren Haupttg.
d. e. Schar e. tetr. Compl. angeh. 360,

375; deren Krmmgskugeln d. e. Schar
e. Kugelcompl. angeh. 655; deren
Normalen e. Liniencompl. angeh. 676,

678, 681; die auf Rotatün. abwickelb.
sind 158, 167, 171; die cx)^ proj.

Trfn. gestatten 334; m. geg. sph.

Bild d. Haupttgc. 401; reciprok hin-

sichtl. d. lin. Compl. 455; 2. Gr. abgeb.

I. 44 [30.111. 1896.J
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als Cyklide 471; 2. Gr. b. quadr.
Trf. 353; 2. Gr. b. tetr. Compl. 347,

351; 3. 0., 4. Gl. 352; 4. 0., 3. Gl.

342, 354, 394.

Fläch enelement(e) 39, 178, 257, 484,

491; i. verein. Lage 522; r^iprok
hinsichtl. d. lin. Gompl. 454.

Fresnel'sche Wellenfl. 272.

Fusspunkttrf. 17, 63; infinit. 99.

(h

Gattung V. Curven 331, 339, 358;
V. Curven b. dual. Trf. 332 ; v. Curven
d. tetr. Compl. 331; v. Flächen 334;
V. Linienel. 329, 338, 358.

Geodätische Kreise 135, 165, 167;
Krümmg. 135, 168; Linien 160, 166,

656; Linien als Char. e. p. D. 1. 0.

667, 671, 673.

Geometrie d. Flächenel. 481; d. Linien-

el. i. ß. 177; d. Zirkels 9.

Geometrische Deutung d. char. Fct.

95.

Geraden als Charakt. e. p. D. 1. 0.

641, 642; als Integrale, e. Monge

-

sehen Gl. 251; als Integrale, e. Pfafl-

schen Gl. 210.

Geradentransformation 85.

Geschichtliches über: Abbild, d.

Linienel. d. E. als Pkte. d. R. 182;

Bertrf. 44, 54, 74, 88; conf. Trf d.

R. 425; Dilatation IG; Dualität 57;

Elementarkegel 518; Erzeugg. v.

Bertrf. aus cx)^ Pkttrfn. 66; Fln. mit

oo vielen Bertrf d. geod. Kreise 133;
Fusspkttrf. 17, 21; geod. Abbildg.

166, 171; Geradenscharen i. R. 268;
inf. Bertrf. 89; Integrationsprobl. v.

gew. D. 41, 42; intermed. Integrale

87; Involution 566; Liniencoord. 29;
Mannigfaltigktsbetrachtgn. siehe R.

von n Dim.; Minimale. 433; Monge-
sche Gin. 248; Nullsyst. (lin. Compl.)
212, 229, 298; p. D. 1. 0. 260, 514,

522; p. D. 1. 0. V. d. Form:
F{p, q, z — px — qy) = 265 (be-

richtigt 518); p. D. 2. 0. 368; Pfaft-

sche Gin. 193, 206; proj. Trfn. 5;

Raum V. n Dim. 274, 519; recipr.

Polaren i. NuUsyst. 214; Rotationsfln.

161; Spiralfln. 162; tetraedr. Compl.
320; Trf. durch rec. Polaren 17, 26,

27, 57; Trf. durch rec. Radien 6, 423.

Gewöhnl. Dift'gln. siehe unter D.

Gleichung d. geod. Kreise auf Fln.

const. Kr. 149; ß = für Bertrfn.

48, 53; zwischen den Liniencoord. 280.

Gnomonische Project. 166.

Gruppe d Ahnlichktstrfn. i. R. 443;
d. conf. Trfn. 422: d. Dilat. i. d. E.

59, 96; d. Fusspkttrfn. 65; d. proj.

Trfn. eines Tetraed. 317; eingliedrig

92, 602; erzeugt v. inf. Trf. 91.

Gruppeneigenschaft 6.

H.

Haupttangentenc. als Charakt. 637,

639, 640; d. Integrale, e. p. D. 1. 0.

3U8, 637, 639, 640; d. Regelfln. 235,

310; d. tetraedralsymm. Fln. 341;
d. zum tetr. Compl. conj. Fln. 392;
i. d. Geom. d. Flächenel. 472.

Homogene Coord. d. Linienel. d. Ebene
576; 1. p. D. 1. 0. 487, 489, 575;
Liniencoord. siehe unter Liniencoord.

Huygens'sches Princip 97, 102.

I.

Identität zwischen d. Liniencoord. 280.

Infinitesimale Ähnlichktstrf. i. R.
443; Bertrf d. E. 92, 95, 107, 116
Bertrf. d. E. reduc. auf Translat. 120
Bertrf d. geod. Kreise 137, 148, 165
Bertrf. d. Kreise d. E. 150; Bertrf,
d. Pkte. i. Kreise verwand. 139; Bertrf.

d. Mechanik 102; Bertrf d. Optik 100
Bewegg. d. R. 206, 209, 211; conf
Trf. d. R. 441, 443; Dilat. d. E. 96
111; Dilat. d. R. 681; Fusspkttrf
99; proj. Trf 595; Pkttrf 97, lu8

596; Pkttrf d. geod. Lin. 160; Pkttrfn
d. R. mit gemeins. Bahne. 613; Pkttrf
d. R. reduc. auf Translat. 605 ; Rotat
207, 591; Rot. ausgeführt auf e. p
D. 1.0. 591, 601; Trf 90, 602; Trf
ausgef auf e. p. D. 1. 0. 599; Trans-
lation 207, 586, 605; Translat. aus-
gef auf e. p. D. 1. 0. 586; Schraubg.
209, 595.

Integral d. Dn. d. char. Streifen bei
Ausführung e. inf. Pkttrf 627.

Integralcurven e. Monge'schen Gl.

250, 256, 369, 553; e. p. D. 1. 0.

531, 533, 534; e. Pfaff'schen Gl.

186, 193; V. sim. gew. D. 1. 0. 486,
490.

Integralflächen e. 1. p. D. 1.0. 485;
e. p. D. 1. 0. 491, 501, 505, 512;
e. p. D. 1. 0. erzeugt v. char. Streifen

538.

Integralgebilde e. p. D. 1. 0. 529;
erzeugt v. char. Streifen 544, 552,

559, 563; V. CX)' Elem. 530.

Integralmannigfaltigkeit 490.

Integrationsproblem e. gew, D. 1.0.

in X, y 40, 188; e. gew. D., die auf
y'" = reduc. ist 86 ; e. Monge'schen
Gl. reduc. auf das e. p. D. 1. 0. 553;
e. 1. p. D. 1. 0. 484, 488, 490, 516;
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e. p. D. 1. 0. 490, 493, 494, 529,

561, 562, 569, 573; e. Pfaft"'schen

ai. 203, 206; von oo^ p. D. 1. 0.

573.

Intermediäre Integrale e. gew. D.

2. 0. in X, y 76; Integralgl. e. p. D.
2. 0. 372.

Invariante Curven u. Fln. bei inf.

Pkttrf. i. R. 108; D. 1. 0. bei inf.

Bertrf. d. E. 111; D. bei cont. Schar
von Trfn. 137; Fct. bei inf. Bertrf.

d. E. 109; Fct. bei inf Pkttrf. d.

E. 109; Gl. bei inf. Bertrf. d. E. 110.

Invariantentheorie 9.

Invarianz d. Invol. bei Pkttrf. 580;
e. Monge'schen Gl. bei Pkttrf. 337;
e. p. D. 1. 0. bei e. Rot. 590; bei e.

Translat. 585; bei eingl. Gruppe v.

Pkttrfn. 602; bei inf. Dilat. 681; bei
inf. Pkttrf 599; bei inf. Rot. 592;

* bei inf. Translat. 586; bei zwei inf.

Pkttrfn. 613, 615.

Involution linearer Compl. 297; v.

Fctn. 74, 566, 572; v. 2 p. D. 1. 0.

566, 567, 610.

Invol

u

torische Dualität 230; Trf. 7;

Trf. von besond. Art 342.

Isothermen i. d. E. 7.

287, 651; Liniencompl. bei proj. Trf.

d. R. 289; Liniencompl. speciell siehe

unter Speciell; p. D. 1. 0. 267, 484,

514, 532, 540, 574, 579, 615; p. D.
1. 0. defin. durch e. Strahlensyst. 488;

p. D. 1. 0., deren Char. Haupttgc.
sind 638; p. D. 1. 0., deren Char.
Krmmgsl. sind 658, 665; p. D. 1.0.,
deren Integralfln. constante Winkel
bilden 660, 664; tot. D. 178, 181;
Trf 3.

Liniencomplex 179, 182, 253, 270,

276, 285; d. e. inf. Rot. gestattet

611, 622; d. e. inf Translat. gestattet

623; d. Minimalgeraden 255; d.

Tangenten e. Fl. 255; d. TreflFgeraden

eines Kegelschnitts 254, 357; d. 2

vertauschb. inf proj. Trfn. gestattet

624; m. CX)^ Haupttgc. 637.

Liniencoordinaten d. E. 29; d. R.
273, 275, 277, 278, 281, 283; bei
Änderg. d. Coordin.-Syst. 276; bei
proj. Trf. d. R. 277, 279, 2S5.

Linienelement d. E. 11; d. E. als

Bild eines char. Streifens 538, 545;
d. R. 177, 249, 328, 475.

Logarithmische Abbild. 179, 356,
364, 365. 36G, 386.

K
(siehe auch unter C).

Kanonische Veränd. 614.

Kegel beim tetr. Compl. 314, 345, 394.

Klammerausdruck zweier inf. Trfn.

123, 124, 597.

Klammersymbol [] 69, 566.

Kreise d. E. als Bilder d. Pkte. d. R.

428.

Kreispunkte 5.

Krümmungskugel 475, 651.

Krümmungslinien als Char. e. p. D.
* 1. 0. 649, 650, 657, 660, 665; i. d.

Geom. d. Fläehenel. 473.

Kuarel abgeb. als Gerade 464; abgeb.
als Strahlensyst. 1.0. 1. Cl. 462; als

Regelfl. V. Minimalger. 461.

Kugelcomplex 651^ 668; d. alle Dilat.

gestattet 655; d. Kugeln, d. e. Kugel
unter const. Winkel schneid. 653.

Kugelkreis 208, 429.

Kugelsystem 650, 654; i. Kugel-
compl. 655.

Kummer'sche Fl. 272, 323.

L.

Legendre'sche Trf". 645.

Linear ableitb. inf. Trfn. 123, 597.

Lineare(r) gew. D. 2.0. 172; hom. p.

D. 2. 0. 398; Liniencompl. 212, 272,

31.

Malus'scher Kegel 270.

Minimalcurven 134, 143, 151, 169,

420, 429, 433; abgeb. als C. d. lin.

Compl. 449.

Minimaldeveloppabele 429, 432,

550, 659, 663.

Minimalebene 429, 432, 550.

Minimalfläche, die Translationsfl.

m. 4 Erzeuggn. ist 411; v. Scherk
410.

Minimalgeraden 421, 429, 432, 550,
665.

Minimalschraubenfl. 410.

Monge'scher Ausdruck 179.

Monge'sche Gl. 178, 249, 302, 305,

335; bei p]inführ. neuer Veränd. 335;
d. e. p. D. 1. 0. zugeordn. ist 501,

511; d. e, Kugelcompl. zugeordn. ist

668; d. Minimale. 420; eines Linien-
compl. 254, 287, 302; eines tetraedr.

Compl. 318, 326.

N.

Neue Veränderliche i. Bertrf. d. E.

55; i. doppelter Auffassg. 335, 336;
i. eingl. Gruppe v. Bertrf. d. E. 114;
i. inf Bertrf. d. E. 113; i. inf. Pkttrf.

d. R. 603; i. 2 vertauschb. inf Pkttrf.

d. R. mit verschied. Bahne. 617.
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Normalen v. Fln. 2. Gr. 322, 324.

Normal formen f. d. Nullsyst. 222,

223, 291.

Normalgeschwindigkeit d. Welle
102.

Normalenproblem beim Liniencompl.

676.

Normalensystem v. Fln. 271, 273.

Nullebene 212, 272, 290.

Nullgerade 212.

Nullkugel 421, 664.

Nullpunkt 219, 272, 290.

Nullsystem 179, 182, 212, 222, 272,

287 ; siehe auch unter lin. Liniencompl.

Polaren einer algebr. C. d. E. 65.

Pol u. Polare b. Kegelschn. 21.

Probleme üb. p. D. 1. 0. i. d. Geom.
686.

Protection d. Minimale. 430.

Projective Trf. d. E. 4; d. R. 219;
d. R. ausgef. auf e. Nullsyst. 220,

224, 289; m. festem Tetr. 315.

Punkt als Integralgeb. e. p. D. 1. 0.

546.

Punkttransformation d. E. 2; d. R.

335; d. R. ausgef. auf e. Pfaff'sche

Gl. 181, 192; d. R. ausgef. auf e.

p. D. 1. 0. 578; erweitert siehe unter

Erweitg. ; inf. siehe unter Infin.

Orthogonalcurven einer Flächen-

schar als Char. e. p. ü. 1. 0. 659.

Orthogonalprojection 3.

Orthogonalsysteme 103.

P.

Parallelcurven 431.

Partielle Differentialgl. 1. 0. in

X, y, z 178, 181, 260, 490, 516, 529;

bei e. Bertrf. d. R. 648; deren Char.

geod. Linien sind 666, 667, 671, 675;

deren Char. Geraden sind 641, 642;

deren Char. Haupttgc. sind 636, 639,

640, 649; deren Char. Krümmgsl.
sind 649, 657, 666, 672; deren Char.

Krmmgsl. u. Haupttgc. sind 658; der

Fln., deren Normalen e. Compl. angeh.

676, 679, 681, 684; deren Integralfln.

je oo^ Curven e. Compl. zu geod.

Lin. haben 685; der zum tetr. Compl.
conjug. Fln. 385; des tetr. Compl.

359; die alle Dilat. gestattet 680,

681; die e. inf. Pkttrf. gestattet 599,

605, 608, 610; die e. inf. Rot. ge-

stattet 591, 602, 612; die e. inf.

Translat. gestattet 586, 606; die e.

Kugelcompl. zugeordn. ist 669; die

e. Liniencompl. zugeordn. ist 260, 307,

369; die zwei inf. Pkttrfn. gestattet

613, 615, 620, 622, 628, 633, 635;
die zwei inf Translat. gestattet 588;

frei V. ^, // 531, 543, 554, 579; frei

V. a;, y 588; linear siehe unter Linear;

lin. hom. siehe unter Homogen; v. d.

Form: l^'Cp, q, z — xp — yq) =
265, 496, 641, 658.

Partielle Differentialgl. 2. 0. 368,

383; lin. hom. 398.

Pfaff'sche Gleichung 178, 181, 185,

193, 210; eines Nullsyst. 218, 290;

m. cx)' Integralgerad. 218.

Pfaff'scher Ausdruck 182.

Plücker'sche Fl. 394; Gin. 27.

Q.

Quadratische Trf 353.

R.

Raum V. n Dim. 274, 489, 515, 519;

angew. auf p. D. 520.

Reciproke Fln. b. lin. Compl. 455;
Flächenel. b. lin. Compl. 454, 467;

Polaren b. Nullsyst. (lin. Compl.) 214,

290, 454, 457.

Reduction Pfaff'scher Ausdr. 198, 201;

Pfaff'scher Gin. 194.

Regel flächen v. Minimalgeraden 460;

V. Nullger. 234, 460.

Relationen bei e. Bertrf d. E. 68, 73.

Rollcurven 66.

Rotation ausgef auf e. p. D. 1. 0.

590.

Rotationsflächen 158, 161, 167, 171.

Rückkehrc. d. Char. einer Integralfl.

500, 553.

s.

Schar V. oo^ char. Streifen 565; v. oo
Geraden siehe Liniencompl.; v. cx)

Kreisen v. besond. Art i. R. 665

V. oo^ Kugeln siehe Kugelsystem
V. oü'* Kugeln siehe Kugelcompl.

V. oo^ Linienel. d. E. 33.

Scherk'sche Minimalfl. 410.

Schnitt d. Integralfl. e. p. D. 1. 0.

m. e. E. 544.

Schraubenfläche 410, 595, 685.

Schraubung 208, 209.

Schmiegungsebene e. C. d. Nullsyst.

231; e. C. e. Liniencompl. 303.

Semilineare hom. p. D. 1. 0. in 5

unabh. Veränd. 640, 658.

Singuläre(s) Integralgeb. e. gew. D.

1. 0. 41, 190; Lösg. e. p. D. 1. 0.

494, 534.

Specielles Nullsyst. (sp. 1. Compl.
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213, -288, 292; Strahlensyst. 1. 0.

u. 1. Cl. 187, 214.

Spiegelung an e. Pkt. 363, 366.

Spiralflächen 162, 165.

Stationäre Strömg. 91, 108.

Staudt's Satz über Doppelverh. b.

Tetr. 312, 324.

St einer 'sehe Fln. 4. ü. 342, 354, 394.

Stereographische Proj. 166, 167.

Strahlensystem 270, 272, 291, 294;

1.0. u. l.Cl. 187, 213, 292, 295, 462;

i. lin. Liniencompl. 455; i. Linien-

compl. 655; i. Verb. m. tetr. Compl.

397; V. Normalen confoc. Fln. 2. Gr.

323; zur Defin. e. 1. p. D. 1. 0. 488.

Symbol d. Erweitg. e. inf. Pkttrf. d.

R. 599; d. inf. Bertrf. d. E. 94, 115;

d. inf. Pkttrf. d. R. 442, 597, 603.

Symbolische Bezeichng. d. Trfn. 5,

7, 21, 28.

System v. gew. D. f. d. char. Streifen

555; V. sim. gew. D. 1. 0. 485, 488;
V. 2 1. hom. p. D. 2. 0. 400.

Tetraedraler Compl. 272, 311, 314,

317, 012.

Tetraedralsymmetrische Curven u.

Fln. 325, 333, 341.

Tissot's Satz 168.

Torsion e. Complexc. 308; e. C. d.

Nullsyst. 231.

Trägheitsaxen 321.

Transformation d. Flächenel. b. e.

Pkttrf. 577; d. Flächenel. ausgef. auf

e. p. D. 1. 0. 643; d. Gerad. i. Kugeln
463, 646; d. Integralgeb. e. p. D. in

sich 581, 583; d. Liniencoord. b. proj.

Trf. d. R. 277, 279, 285; d. Linienel.

d. E. 14; d. Linienel. d. R. 478;
d. Pkte. u. Linienel. i. d. E. 12;

d. tetraedr. Compl. 337; durch rec.

Polaren i. d. E. 21, 32, 56; durch
rec. Polaren m. festem Tetr. i. R. 313;
durch rec. Radien i. d. E. 6, 423;

durch rec. Radien i. R. 423; v. bes.

Art 337.

Translation ausgef. auf e. p. D. 1. 0.

584.

Translationsflächen 361, 381, 383;

m. 4 Erzeuggn. 404, 406, 409, 411;

m. oo vielen Erzeuggn. 363, 407.

Triviale Bertrf. e. gew. D. 1. 0. 104;

inv. D. 1.0. bei geg. Bertrf. d. E. 107.

u.

Übertragungsprincipe 2, 551, 564.

Umhüllende d. Char. auf Integralfln.

500, 553; v. Fln. i. d. Theorie d. p.

D. 1. 0. 493, 534.

Unabhängige inf. Trfn. 122, 597.

Unbestimmtheitscurven 503.

Unendliche Gruppe 60.

V.

Variation d. Const. 517.

Verallgemeinerung d. inf. Dilat. 100

d. stereogr. Proj. 167, 171.

Verein v. Flächenel. 523, 528; v. Linien

el. i. d. E. 38, 39; v. Linienel. i. d
E. abgeb. als C. i. R. 183; v. Linienel,

i. R. 475, 478.

Vereinigte Lage v. Flächenel. i. R
522; V. Linienel. i. d.E. 38; v Linienel

i. R. 475.

Vertauschbare inf. Bertrfn. 125, 129

inf. Trfn. 125, 615.

Vertauschbarkeit d. Trfn. 2er eingl

Gruppen v. Bertrfn. 129, 133; v. Trfn

59, 317.

Vollständige Lösg. e. p. D. 1. 0. 492,

530.

w.
Wellenbewegung bei belieb, eingl.

Gruppe T. Bertrf. d. E. 102; i. elast

Medium 101 ; i. isotrop, elast. Medium
96, 684.

Wirbeltheorie 206.
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Verlag von ß. G. Teulbner in Leipzig.

Lie, S., Vorlesungen über continuierliche Gruppen mit geo-

metrischen und anderen Anwendungen. Bearb. u. hrsg. von

Georg Scheffers. Mit Figuren im Text. [XV u. 810 S.]

gr. 8. 1893. geh. n. Ji. 24.—
In den Jahren 1873—84 begründete Lie eine Theorie der endlichen kontinuierlichen

Transformatiousgruppen, die jetzt schon von namhafter Seite als eine neue mathematische
Disciplin bezeichnet worden ist, die für mehrere andere Zweige der höheren Mathematik,
besonders für die Theorie der Differentialgleichungen, grofse Bedeutung besitzt. Eine syste-

matische Darstellung dieser Theorie findet man in der in gleichem Verlage erschieneneu

„Theorie der Trausformationsgruppen, unter Mitwirkung von Prof. Engel bearbeitet vod
Sophus Lie". Bei der Abfassung dieses Werkes waren jedoch gröfste Allgemeinheit und
möglichste Strenge der Entwickelungen die leitenden Gesichtspunkte, so dafs pädagogische
^ücksichten erst in zweiter Linie zur Geltung kamen. Infolgedessen ist das citierte Werk
weniger für die erste Einführuug in die Theorie als vielmehr für das gründliche Studium
derselben berechnet. Versuche, die von anderer Seite gemacht wurden, eine einfachere Be-
gründung der Fundameutalsätze zu liefern, köuuen schon deswegen diese Theorie nicht zu-

gänglicher machen, weil auch sie die Betrachtungen in n Veränderlichen und überdies in noch
abstrakterer Form geben.

In älteren Arbeiten sowie in seinen Vorlesungen schlug Lie einen anderen Weg ein,

indem er die Theorie zuerst in einer, zwei und drei Veränderlichen auseinandersetzte, ehe er

zur allgemeinen Betrachtuug in n Veränderlichen überging. Dadurch fanden die Begriffe und
Sätze eine anschaulich geometrische Deutung, die der Verständlichkeit der rein analytischen
Entwickelungen zu gute kam.

Dieser Weg wird nun auch in den hier augezeigten Verlesungen eingeschlagen

:

Zunächst werden die wichtigsteu Begriffe der Gruppcntheovie an projektiven Gruppen der
Geraden und der Ebene erläutert und sodann alle diese Gruppen, schliefslich überhaupt alle

endlichen Gruppen der Ebene berechnet. Alsdann wendet sich die Betrachtung zu Gruppen
des Baumes, um endlich in den Gruppen in n Veränderlichen ihren Abschlufs zu finden. Da-
zwischen sind Abschnitte über Anwendungen der Gruppentheorie eingeschaltet, so über den
Zusammenhang mit der modernen Invariantentheorie der ganzen Funktionen und -^ nach den
Arbeiten verschiedener Autoren— mit den komplexen Zahlensystemen sowie über das Äquivalenz-
problem'von Gebilden gegenüber einer Gruppe und schliefslich über Anwendungen auf Differential-

gleichungen mit Fundamentallösungen.
In diesem Werke werden die Beweise der Fundameutalsätze der Gruppentheorie aus dem

citierten gröfaeren Werke wiedergegeben, jedoch unter Weglassung aller jeuer Betrachtungen,
welche zu den Beweisen nicht unbedingt nötig sind, sondern teils zu ihrer anschaulicheu
Deutung teils deswegen aufgenommen waren, um gleichzeitig viele andere an sich bedeutungsvolle
Sätze über infinitesimale Transformationen abzuleiten. Nach Fortlassung aller dieser Nebenbe-
trachtuugen lassen die alsdann rein analytischen Betrachtungen au Kürze nichts zu wünschen übrig.

An Vorkenntnissen setzt dies Werk streng genommen nur einiges aus der Theorie
der gewöhnlichen Differentialgleichungen voraus. Andere Hilfsmittel, wie die der projektiven
Geometrie, werden im Texte selbst entwickelt. Indem das Buch im Gegensatz zu dem citierten

Werke stets vom Besonderen zum Allgemeinen fortschreitet, gestattet es eiu bequemes Eindringen
in die Tlieorie der Transformation8grupj)en, sowohl für solche, die nicht allzuviel Spezial-
studien darauf verwenden wollen, als auch namentlich für Studierende in mittleren Semestern.
Leser, die schon die „Vorlesungen über Differentialgleichungeu mit bekannten infinitesimalen

Transformationen" aus demselben Verlage kennen, werden die Lektüre besonders leicht finden.

Doch ist die Kenntnis dieses Buches durchaus nicht nötig, um das hier angezeigte zu verstehen.

Vorlesungen Über gewöhnliche Differentialgleichungen
mit bekannten infinitesimalen Transformationen. Bearb. u.

hrsg. von G. Seh effers. fXVIu.568S.] gr.8. 1891. geh. n..il[ 16 .—
Das vorliegende elementare Lehrbuch beschäftigt sich mit der Integration von ge-

wöhnlichen und linearen partiellen Differentialgleichungen und setzt wesentlich nur den Begriff

des Integrals und die Existenz desselben als bekannt voraus. Es eignet sich somit für Studierende
etwa im 4. Semester, welche eine gründliche Vorlesung über Differential- und Integralreclmuug
gehört haben. Für das leichtere Verständnis ist es nützlich, aber keineswegs notwendig, dals
dem Leser die Anwendung einfacher geometrischer Vorstellungen in der Differential- und
Integralrechnung einigermafsen geläufig sei.

Gegenstand dieser Vorlesungen ist zunächst die Entwickelung der in den ge-
bräuchlichen Lehrbüchern enthaltenen elementaren Integrationsverfahren,
welche daselbst als einzelne, von einander unabhängige Theorieen dargestellt werden, während
sie hier als Ausflufs aus einer allgemeinen Methode auftreten. Diese Methode giebt
eine Integrationstheorie für alle Differentialgleichungen, welche eine oder mehrere infinitesimale
Transformationen oder, was auf dasselbe hinauskommt, eine kontinuierliche Transformations-
gruppe gestatten. Es zeigt sich, dafs diejenigen allgemeinen Klassen von Differentialgleichungen,
welche die älteren Mathematiker integrierten und die in den Lehrbüchern betrachtet werden, eben
als die allgemeinsten Differentialgleichungen charakterisiert werden können, die gewisse Gruppen
von Transformationen zulassen. Es kommt somit der moderne Begriff der Differentialin-
varianten, wenn auch in versteckter Form, in jedem Lehrbuche über Differentialgleichungen vor.

In diesen Elementarvorlesungen werden nun gewöhnliche Differentialgleichungen erster,

zweiter und dritter Ordnung sowie lineare partielle Differentialgleichungen in drei und vier
Veränderlichen integriert, welche bekannte infinitesimale Transformationen gestatten. Der
Leser wird hierdurch vorbereitet zur Inangriffnahme des allgemeinen und ganz besonders wich-
tigen Problems, ein sogenanntes vollständiges System mit bekannter Gruppe zu integrieren.
Die allgemeine Erledigung dieses Problems, auf das sich aufserordentlich viele wichtige
andere zurückführen lassen, würde jedoch zunächst das Studium der Transformationsgruppen
erfordern. Das Wenige, was von der Theorie der Transformationsgmppen in diesem Lehrbuche



gebraucht wird, ist ausführlich von den ersten Elementen an entwickelt. Daher kann dies
Werk dazu dienen, einerseits die Kedeutung der Gruppentheorie klar zu machen, andererseits
das Kiudringeu in dieselbe in besondei^em Malse vorzubereiten.

Schliefslich mufs noch bemerkt werden, dafs durch zweckmäfsige Teilung des Stoffes
dafür Sorge getragen ist, dem Anfänger zunächst die leichteren Partieen verständlich zu machen,
indem schwierigere oder weiterführende Entwickelungen, die beim ersten Lesen überschlagen
werden können, durch kleineren Druck gekennzeichnet wurden. Auch sind, wo es immer an-
ging, zahlreiche Übungsbeispiele — rund 200 — eingeschaltet. Dafs das Werk auch
Faclimännern mancherlei Interessantes darbietet, liegt schon in seiner eigenartigen Methode.

Lie, S., Theorie der Transformationsgruppen, Unter Mitwirkung von
Dr. Friedrieh Engel bearbeitet. In 3 Abschn. gr.8. geh. n.JC60. —

I. Abschnitt. [X u. 632 S.] 1888. n. M. 18.—. II. Abschnitt. [VIII u. 555 S.] 1890.

n. M. 16.—. ni. Abschnitt. [XXVII u. 831 S.] 1893. n. M. 26.—.
Abschnitt I: traloisund seine Nachfolger, besonders C. Jordan, haben die fundamentale

Bedeutung des Begriffes einer diskontinuierlichen Gruppe für die Theorie der algebraischen
Gleichungen in helles Licht gesetzt. Derselbe Begriff ist spater von Dedekind für die Zahleu-
theorie und in den letzten Jahren namentlich von Klein, I'oincarö und Picard mit grofsem
Erfolge für die allgemeine Funktionentheorie verwertet worden.

Es giebt nun neben den diskontinuierlichen Gruppen noch andere Kategorieen von
Gruppen, unter denen zunächst die endlichen kontinuierlichen Gruppen Beachtung
verdienen, indem ihre Tlieorie für mehrere mathematische Disciplinen, insbesondere für die
Theorie der Differentialgleichungen von grofser Bedeutung ist.

Das vorliegende Werk giebt eine ausführliche und systematische Darstellung von Lies
vieljährigen Untersuchungen über diesen Gegenstand, welche bisher in vielen einzelnen, meist
schwer zugänglichen Schriften niedergelegt worden sind.

Abschnitt II: Der zweite Abschnitt enthält die Theorie der Berührungstrausformationen
und der Gruppen von solchen Transformationen, er zerfällt in fünf Abteilungen : In den beiden ersten

werden der Begriff und die Eigenschaften der Berührungstransformationen entwickelt, die dritte

Abteilung handelt von den infinitesimalen Berührungstransformationen, die beiden letzten be-

ichäftigen sich mit der Theorie der Gruppen von Berührungstransformationeu.
In der ersten Abteilung ist überdies die Theorie der partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung entwickelt, soweit es für den Plan des Ganzen notwendig war.
Besonders mufs erwähnt werden, dafs die beiden ersten Abteilungen, welche beinahe

dio Hälfte des ganzen Bandes ausmachen, von den Entwickelungen des ersten Abschnitts ganz
unabhängig sind und daher auch von solchen verstanden werden können, welchen der erste

Abschnitt unbekannt ist.

Abschnitt III: Die beiden ersten Abschnitte enthalten die allgemeine Theorie der
endlichen kontinuierlichen Gruppen, der dritte Abschnitt bringt zunächst eine ganze
Reihe von speziellen Untersuchungen über einzelne Kategorieen von Gruppen. Es werden
da auf Grund der Entwickelungen des Abschnitts I alle endlichen kontinuierlichen

Gruppen der Geraden und der Ebene aufgestellt, ferner alle projektiven Gruppen der Ebene.
Von den endlichen kontinuierlichen Gruppen des Raumes werden wenigstens die wichtigsten
bestimmt, und die Bestimmung der projektiven Gruppen des Raumes wird so weit gefördert,

dafs man diese Gruppen ohne Schwierigkeit alle finden kann.
Hieran schliefsen sich Untersuchungen über gewisse Klassen von Gruppen im Räume

von n Dimensionen, z. B. über die Gruppen, die für die Untersuchungen über die Grundlagen
der Geometrie von Wichtigkeit sind. Ferner enthalten einige Kapitel auch allgemeine Ent-
wickelungen über die endlichen kontinuierlichen Gruppen, z. B. wird die Theorie der Bestimmung
aller r-gUedrigen Gruppen von gegebener Zusammensetzung vervollständigt.

Eine ziemlich ausgedehnte Abteilung ist den Untersuchungen über die Grundlagen
der Geometrie gewidmet. Das von Biemann gestellte und von ihm und von Herrn von
Helmholtz behandelte Problem wird gruppentheoretisch formuliert und mit Hilfe der
Methoden der Gruppentheorie erledigt. Diese Untersuchungen sind an und für sich schon
für jeden Mathematiker von dem höchsten Interesse, überdies sind sie sehr lehrreich, da sie

die Macht der Gruppentheorie in besonders deutlicher Weise erkennen lassen und zeigen, dafs

man ohne die Methoden der Gruppentheorie sehr leicht wesentlichen Irrtümern ausgesetzt ist.

Die letzte Abteilung beleuchtet die Fundamentalsätze der Gruppentheorie von einem
höheren Standpunkte aus und bringt sie in Zusam menhang mit allgemeineren Theoremen, zum
Beispiel wird die Tragweite der J a c o b i sehen Identität festgestellt. Das Schlufskapitel dieser

Abteilung enthält einen Bericht über die neueren Untersuchiingen , die von andrer Seite an
Lies Arbeiten anknüpfend über die endlichen kontinuierlichen Gruppen angestellt worden sind.

Dieses Werk giebt eine fast vollständige Darstellung von Lies au» den Jahren 1870

bis 1884 herrührenden abstrakten Untersuchungen über die Theorie der endlichen konti-

nuierlichen Gruppen. Dagegen war es nicht möglich, auch seine Untersuchungen über unendliche

kontinuierliche Gruppen und seine zahlreichen Anwendungen auf Differentialgleichungen und
Geometrie mit aufzunehmen.

Seit dem Jalire 1883 haben eine Reihe französischer Mathematiker, nämlich die Herren:

Picard, Poincarfe, Vessiot, de Tannenberg, Tresse schöne Anwendungen von Lies
Gruppentheorie u. a. auf lineare Differentialgleichungen und auf die Theorie der komplexen
Einheiten gemacht. Ebenso stehen die wichtigen, von Laguerre (1879), H a 1 p h e n (1880—1883),

Darboux, Liouville, Appel, Goursat, Painlev6, Autonne, Elliot, Riverau etc.

herrührenden Untersuchungen über Differentialinvarianten in genaustem Zusammenhange mit
L ies (1872—1884) Invariantentheorie der endlichen und unendlichen Gruppen. Es liaben anderer-

seits seit dem Jahre 1885 eine grofse Anzahl englischer Mathematiker versucht, den schon von
Lie stark betonten Zusammenhang seiner Invariautentheorie mit der alten Cayleyschen In-

variantentheorie durch viele, leider gröfstenteils trivialeBeispielezu illustrieren. Ungleich

wichtiger sind die seit dem Jahre 1884 von den deutschen Mathematikern: Engel, Killing,
Study, Maurer, Schur, Sclieffers, Werner, Umlauf und Knothe, sowie von den

Herren Page und v. Zorawski ausgeführten gruppentheoretischen Untersuchungen.
Da Lies ältere Untersuchungen au sich ein vollständiges Lehrgebäude bilden, war es

unnötig die Ergebnisse der neueren Untersuchungen zu verwerten. Doch wird das Verständnis

und die Würdigung derselben durch die systematische Darstellung dieses Werkes im höchsten

JNIafse erleichtert.
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I. Philologie und Altertumswissenschaft.

Heinicheil, Friedrich. Adolph, Dr. der Phil, und Lic. der Theologie,
Gymnasialprorector a. D. und Professor, lateinisch-deutsches und deutsch-
lateinisches Schulwörterbuch. Zweiter Teil. A. u. d. T. :

;
deutsch-latei-

nisches Schulwörterbuch mit synonymischen und stilistischen, insbesondere
autibarbaristischen Bemerkungen. Fünfte verbesserte Auflage,
bearbeitet von C. Wageneb. [XII u. 872 S.] Lex.-«, geh. n. M. ^.—

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 3, S. 68.

Jahrbücher für classische Philologie. Herausgegeben von Axfbed Fleck-
BiSKN, Professor in Dresden. XXII. Supplementband. 1. Heft. [334 S.]

gr. 8. geh. n. JL 8.—
Inhalt: Seneca-Studien. Von Alfred Gerche.

Voranzeige s. Mitteilungen 1893 Nr. 5/6, S. 180.

Immisch, Otto, philologische Studien zu Plato. Erstes Heft. A\iochus.
[in u. 99 S.] gr. 8. 1896. geh. n. ^. 3.—

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 6, S. 159.

Keller, Otto, grammatische Aufsätze. A. u. d. T.: zur lateinischen Sprach-
geschichte. Zweiter Teil. [VIII u. 406 S.] gr. 8. geh. u. Jt 14.—

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 4, S. 99.

Äefc- uiib Übuit(ieH)üd)cr , ltttctuif*e, für Sejta fitg Sertio. äJon %%. ^&\\%-
mann, 5)3rofeffor am (St^mnaftum ju 2KannI)etm, Dr. S. «ßfaff unb
%. ©cfimibt, ^rofefioren am ®l)mnartum äu §eibet6erg. Q" * 2:eilen.

Smeiter Seil: für Quinta, groeite Sluflaoe. [V u. 178 ö.] gr. 8. 1896.

3fn Seinro. geb. n. jit. 1.60.

Lexikon, ausführliches, der griechischen und römischen Mytliologie. Im
Verein mit vielen Gelehrten herausgegeben von "W. H. Koscher. Mit
zahlreichen Abbildungen. 31. Lieferung. (Malis — Medeia.) [Sp.

2305— 24^6.] Lex.-8. Jede Lieferung zu je 6— 7 Bogen geh. n. Ji. 2.—
ajtcurer, «ßrofeffot Dr. S^., grteiftilt^eS l'eieöud) mit SBortftöae. 2 Steile. L Seil,

gür Unter = Sertia. gweite, na^ ben 3teuen Sefirplänen umgearbeitete

Stuflage. [IVu. 216©.1 gr. 8. 1896. ^n Setntüanb geb. n. .«. 2.—
aSorauäeifle f. gjiütetlungen 1895 ««r. 5, @. 128.

Meyer, Paul, der römische Konkubinat nach den Rechtsquellen und den
Inschriften. [VII u. 196 S.] gr. 8. geh. n. .^. 5.—

Voranzeige s. Mitteilungen 1894 Nr. 3, S. 66.

Vergili, P. , Maronis opera apparatu critico in artius contracto iterum
recensuit Otto Eibbeck. 4 voll. Vol. II. Aeneidos libri I—VI. [VI
u. S. 200—530.] gr. 8. geh. n. M. 7.20.

Vol. III. Aeneidos libri VII—XIL [in u. S. 531—840.] gr. 8.

geh. n. M. 7.20.

Vol. IV. Appendix VergUiana. [VI u. 101 S.] gr. s. geh. n.M. 3

—

Voranzeige s. MitteUungen 1892 Nr. 4, S. 97.

Sßcfcucr, Dr. '^., Iotciiii(*e8 ^leiiientorbutö. ;3n brei Seilen. (Srfter Seil.
(@ejta.) S'leBft einem ft)ftemattf(5 georbneten SBofabuIorium. günfte, oer»
bejferte Sluflaiie. [IV u. 114 ©.] gr. 8. ge^. n. .« — .80.

Angekündigt aber noch nicht erschienen sind

:

Batra chomachia, die Homerische, des Pigres nebst Schollen und
Paraphrase hrsg. u. erläutert v. A. Ludwioh. (S. Mitteilungen 1895 Nr. 3,

S. 65.)

Corpus glossariorum latinorum, ed. G. Goetz. 7 voll. Vol. I. VI.

VII. (S. Mitteilungen 1895 Nr. 5, S. 125.)

E. Drerup, de Isocratis orationibus iudicialibus quaestiones
selectae. (Jahrb. f. class. Philol. XXIL Suppl.-Bd.) (S. Mitteilungen 1895

Nr. G, S. 160.)

Geffcken, Leonidas von Tarent. (Jahrb. f. class. Philologie. XXIII. Sup-
plementband.) (S. Mitteilungen 1895 Nr. 3, S. 68.)

L. Gurlitt, zur Überlieferungs-Geschichte von Ciceros epi-
stularum libri XVL (Jahrb. f. class. Philol. XXn. Suppl.-Bd.) (S.

Mitteilungen 1895 Nr. 6, S. 160.)

E. Kornemann, die historische S chriftstellerei des C. Asinius
Pollio.) Jahrb. f. class. Phüol. XXn. Suppl.-Bd.) (S. Mitteilungen 1895

Nr. 6, S. 161.)

E. Lomraatzsch, quaestiones luvenalianae. (Jahrb. f. class. Philol.

XXn. Suppl.-Bd.) (S. Mitteilungen 1895 Nr. 6, S. 161.)

JUalse erleichtert.



I. Philologie und Altertumswissenschaft.

L ucilii sa tur arum reliquiae, recensuit enarravit Frideriotts Marx.
gr. 8. geh. (S. Mitteilungen 1895 Nr. ^, S. 120.)

Pindari carmina, prolegomenis et commentariisinstructaed.
W. Christ. (S. Mitteilungen 1895 Nr. 1, S. 1.)

Poetae lyrici graeci, rec. Thbod. Bbrgk. Editio quinta. (S.Mitteilungen
1895 Nr. 2, S. 35.)

Vol. I. Pindari carmina continens. Curavit Otto Schrobdeb.
Vol. II. Poetaa elegiacos et iamhographos continens. Curavit

O. Cbusius.

Bibliotheca scriptorum Graecorum et Romanornm Teubnerianf
Textausgaben.

Bdiderunt
J. geh. n.

Anonymi Christian! Herinlppus de astrologia dialogus.
GuELBiiMTTS Kroll et Patjlus Viereck. [XIV u. 87 S.]

M. 1.80.

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 4, S. 102.

Aristotelis rtoXiteLa 'A-d-tjvaiajv. Iterum edidit Fridbricus Blass. [XXXI
u. 123 S.] 8. geh. n. Ji. 1.50.

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 8 , S. 69.

Benedicti regula monacliornni. Eecensuit Eduardus Woelfpun. [XV u.

85 S.] 8. geh. n. J(. 1.60.

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 3 , S. 70.

Callinici de vita S. Hypatii über. Ediderunt seminarii philologorum Bon-
nensis sodales. [XX u. 188 S.] 8. geh. n. Ji. 3.

—

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 3, S. 71.

Diophanti Alexandrini opera omnia cum graecis commentariis. Edidit
Paulus Tanneby. 2 voll. Volumen II, continens pseudepigrapha, testimonia
veterum, Pachymerae paraphrasin, Planudis commentaäum, scholia
vetera, omnia fere adhue inedita, cum prolegomenis et indicihus. [XLVIl
u. 298 S.] 8. geh. n. M. 5.—

Voranzeige b. Mitteilungen 1892 Nr. 4, S. 100.

Geoponica sive Cassiani Bassi Scholastici de re rustica eclogae. Recen-
suit Hbnricub Beokh. [XXXVin u. 641 S.] 8. geh. n. M. 10.—

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 5, S. 129.

Hippocratis opera quae feruntur omnia. 7 voll. Volumen I. Eecensuit
Huao KUEHX.EWBIN. Prolegomena conscripserunt Ioannbs Ilbero et

Hugo Kuehibwein. Adnexa est tabula phototypa. [CXXXm u. 248 S.]

8. geh. n. Jl. 6.—
Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 1, S. 5.

losephi, Flavii, opera omnia. Post Immanuelem Bekkerum recognovit
Samuel Adrianus Naher. 6. voll. Vol. V. [LX u. 392 S.] 8. geh. n.

Ji. 4.—
Musici scriptores graeci. Aristoteles, Euclides, Nicomachus, Bacchius,

Gaudentius, Alypius et melodiarum veterum quidquid exstat. Becognovlt,
prooemiis et indice instruxit Carolus Iakus, Lud. Fil. Annexae sunt
tabulae. [XCin u. 503 S.] 8. geh. n. M. 9.—

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 1 , S. 6.

Philodemi volnmina rlietorica. Edidit Siegfried Sudhaus. Supplementum.
[XLn u. 62 S.] 8. geh. n. M. 1.80.

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 5, S. 129.

Plauti, T. Macci, comoediae. Ex recensione Georgii Goetz et Fbiderici
SoHOBLL. 7 fascc. Fase. V. Mostellariam, Persam, Poenulum complectens.
[XI u. 207 S.] 8. 1896. geh. .Ä 1,50.

Hieraus einzeln: Mostellaria, Poenulus je JC — .60, Persa Ji. — .45.

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 5, S. 129.

Fase. VI. Pseudolum, Eudentem, Stichum complectens. [XXI u.

212 S.] 8. 1896. geh. Ji 1.50.

Hieraus einzeln: Pseudolus, Budens je JC — .60, Stichus M. — .45.

JL



r'hüologie und Altertumswissenschaft.

Plauti, T. Macci, eomoediae. Ex recensione Georgii Goetz et Fbideeici
ScHOEiiL. 7 fascc. Fase. Vn. Trinummum, Truculentum, fragmenta com-
l)lecteiis. Acceditconspectusmetrorum. [XVIII u. 165 S.] 8. 18U6. geh.Jil.öO.

Hieraus einzeln: Trinummus M — .60, Truculentus Jl. —.45.

Supplementum. De Plauti vita ac poesi testimonia veterum. Con-
spectus motrorum. [35 S.] 1896. 8. geh. J(. — .45.

Vergili Maronis , P. , opera cum appendice. In usum scholarum iterum
recognovit Otto Ribbbck. (Editio maior.) Praemisit de vita et scriptis

poetae narrationem. [XLII u. 493 S.] 8. geh. M. 1.50.

Aeueis. (Editio minor.) In usum scholarum iterum recognovit Otto
KiBBECK. [313 S.] 8. geh. Ji. —.90.

Angekündigt aber noch nicht erschienen sind

:

Scriptores sacri et profani, auspiciis et muniflcentia Serenissimorum
Nutritorum almae matria lenensis ediderunt seminarii philologorum
lenensis magistri et qui olim sodales fuere. (S. Mitteilungen 1895
Nr. 6, S. 162.)

Babrii fabulae Aesopeae, ed. 0. Ceusius. (S. Mitteilungen 1895
Kr. 3, S. 70.)

Georgii Acropolitae historia, ed. HEiSENBerg. (S. Mitteilungen 1895
Nr. 6, S. 162.)

loannes Philoponus de aeternitate mundi contra Proclum, ed.

Hugo Eabb. (S. Mitteilungen 1895 Nr. 4, S. 103.)

Mythographi Graeci vol. 11. fasc. I. Parthenii libellus ntQi iqu)ttyM)v

na&tj/uätcov , ed. P. Sakolowski. Antonini Liberalis /ueta/uo^cpojaecuv

avvayMyrj, ed. E. Maetini. (S. Mitteilungen 1895 Nr. 6, S. 163.)

Nicephori Blemmidae de vita sua narrationes duae, ed. Augtjsttjs
Heisbnbehg. (S. Mitteilungen 1895 Nr. 6, S. 168.)

Sereni Antinoensis opuscula, ed. HBrBEKG. (8. Mitteilungen 1895
Nr. 2, S,39.)

Tryphiodori et Colluthi carmina, rec. Guilielmus Weinbeeger. (S

MitteUungen 1895 Nr. 4, S. 103.)

B. G. Teubners Schülerausgaben griechischer und lateinischer

Schriftsteller.

Homers Gedicllte. Erster Teil: Die Odyssee. Bearbeitet von Professor
Dr. OsKAB Hbitkb, Direktor des Gymnasiums in Bremen. Kommentar.
[VI u. 238 S.] gr. 8. geb. n. M. 1.80.

Voranzeige s. Mitteilungen 1893 Nr. 5/6 , S. 132.

Sallustius Crispus, C, bellum Catillnae, herausgegeben von Dr. Cael
Stbgmann. Professor am Kgl. Ulrichs-Gymnasium zu Norden. Text. Mit
einer Karte. [56 S.] gr. 8. geb. n. M. —.70.

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 5, S. 180.

Sophokles' Tragödien. Herausgegeben von Prof. Dr. Carl Conbadt, Di-
rektor des Königl. Gymnasiums zu Greifenberg i. Pomm. I. Antigene.
Text. [Mit Titelbild.] [56 S.] gr. 8. geb. n. M. —.70.

Kommentar. [IV u. 44 S.] gr. 8. geb. JC —.w.
Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 1, S. 8 u. Nr. 6, S. 164.

II. König Oedipus. Text. [64 S.] gr. 8. geb. n. J^. — .80.

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 1, S. 8.

Virgils Äneide (in Auswahl) herausgegeben von Dr. Martin Fickelschebee,
Oberlehrer am Kgl. Gymnasium zu Chemnitz. Text. Mit einer Karte.
[VI u. 196 S.] gr. 8. geb. n. Ji 1.40.

Voranzeige a. Mitteilungen 1895 Nr. 5, S. 131.

Xenophons Anabasis in Auswahl herausgegeben von Dr. Feiebeich Gustav
SOBOF. Hilfsheft. [IV u. 72 -S. m. zahlreichen Abbildungen im Text.]
gr. 8. geb. n. M. —.80.

Dasselbe. Kommentar. [165 8.] gr. 8. geb. n. M. 1.40.

Dasselbe. Erklärungen. (Hilfsheft und Kommentar zu-
sammengebunden enthaltend.) [TV u. 72; 165 S. mit zahlreichen Ab-
bildungen im Text.] gr. 8. geb. n. .H. 1.80.

Jtiaise erieiciitert.
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B. G. Teubners Schulausgaben griechiscber und lateinischer

Klassiker mit deutschen Anmerkungen.

Anthologie aus den Elegikern der Römer. Für den Schulgebrauch erklärt

von Karl Jacoby. In 4 Heften. III. Heft: Propei'Z. Zweite verbesserte
Auflage. [III u. 92 S.] gr. &. geb. n. M. 1.—

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 3, S. 71.

Chrestomatllia Ciceroniana. Ein Lesebuch für mittlere und obere Gyranasial-
klassen von 0. F. LtJDEBS, Dr. phil., Oberlehrer a. D. Dritte Auflage,
bearbeitet von Dr. O. "Weissenfbls, Professor am Königl. Französischen
Gymnasium in Berlin. Mit Titelbild. [XVI u. 281 S.] gr. 8. geb. n.

M. 2.80.

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 4, S. 101.

Homers Odyssee. Für den Schulgebrauch erklärt von Dr. Karl Friedrich
Ameis, Professor und Prorektor am Gymnasium zu Mühlhausen in Thü-
ringen. Zweiter Band. Erstes Heft. Gesang XIII— XVIII. Achte
berichtigte Auflage. Besorgt von Dr. Hentze, Professor am Gymnasium
zu Göttingeu. [IV u. 186 S.] gr. 8. geh. Jt 1.35.

Sallusti Crispi, C, bellnm Oatilinae. bellum Ingnrtliinura , orationes et

epistulae ex liistoriis excerptae. Für den Schulgebrauch erklärt von
Theodor Opitz. II. Heft: Bellnm lugurtliinrtm. [UI u. 93 S.] gr. 8.

geh. M. 1 .

—
Voranzeige s. Mitteilungen 1894 Nr. 1, S. 11.

Tacitus' Annalen. Schulausgabe von A. Draeger. Erster Band. Sechste,
verbesserte Auflage von Ferd. Becher. Erstes Heft. Buch I u. II.

[Vm u. 156 S.i gr. 8. 1894. geh. M. 1.50.

Zweites Heft. Buch ni—VI. [S. 157—321.] gr. 8. geh. .ii!: 1.50.
Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 5, S. 131.

Angekündigt und im Januar 1896 erschienen ist:

Tacitus' Germania. Für den Schulgebrauoh erklärt von Eduard Wolff.
(S. Mitteilungen 1895 Nr. 4, S. 105.)

Archiv für lateinische Lexikographie und Grammatik mit Einschlufs des
älteren Mittellateins. Als Vorarbeit zu einem Thesaurus linguae latinae
herausgegeben von Eduakd Wölfflin. 9. Band. 3.u. 4. Heft gr. 8. Preis
für den Band von 4 Höften n. JL 12.—

Jahrbücher, neue, für Philologie und Pädagogik. Herausgegeben von
Prof. Dr. Alfred Flbgkeisen in Dresden und Sektor Prof. Dr. Eichard
Richter in Leipzig. 65. Jahrgang. 151. und 152. Band. 1895. 7—12. Heft.
Jährlich 12 Monatshefte, gr. 8. n. M. 30.—

Die Neuen Jahrbücher für Philologie und Pädagogik bestehen aus
zwei selbständig geleiteten, jedoch nur ungetrennt ausgegebenen und einzeln
nicht käuflichen Abteilungen.

Zeitschrift, byzantinische. Unter Mitwirkung von Bibliothekar C. De
BooR-Breslau, Prof. J. B. BuRY-Dublin, Prof. Ch. DiEHL-Nancy, Abbß
L. DccHESNE-Paris, Membre de l'Institut, Hofrat Prof. H. GELZER-Jena,
Prof. G. N. HATziDAKis-Athen, Hofrat Prof. V. jAoic-Wien, Prof. N.
KoNDAKOv-Petersburg, Prof. Si'. LAMBROS-Athen, Prof. E. LEGRAND-Paris,
Prof. J. MüLLER-Turin, Prof. Petbos N. Papageorgiu- Saloniki, Prof. J.

PsiCHARi-Paris, K. N. Sathas-Venedig, korr. Mitgl. d. k. bayer. Akad. d.

Wiss., G. ScHLUMBERGER-Paris, Membre de l'Institut, Prof. J. Strzygowski-
Graz, Kev. H. F. Tozek- Oxford, Gymnasialdir. M. TREU-Broslau , Prof.
Th. UsPEN.SKiJ-Odessa, Prof. A. VESELOVSKU-Petersburg herausgegeben
von Karl Krumbachek. IV. Band. 1895. 3. u. 4. Heft. Jährlich 4 Hefte,
gr. 8. n. M. 20 —
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Neuere Sprachen. Pädagogik.

A. Deutsclie Sprache. Deutsche Sclmlbiiclier.

Pädagogik.

(Mathematische Lehrbücher siehe IIL)

^anbbud) j«r ßtnfiHrung in Sie beutfefie gitterotur mit ^ßrofien ou§ *ßoefie uub
^xo[a bon ^rof. Dr. e. §eiitfcfiel, 5)3rof. Dr. @. ^et) u. Dr. D. Si)on.
giüeite, ööHig umgearbeitete Stuflage. 21. u. b. %.: 2)eut((l)cä Scitbuit) für
Dä'Dere öcliranftolteii. ^erauggegetieii bon Septem ber beutfd^en ©prod^e an
bem Äöniglid^en SRealg^mnofium ju ®öbeln. günfter jEeil: ©elunba. [XII
U. 590 S.] gr. 8. ge$. n. J(. 3.60.

Sßoranäeige f. 9JiitteiIungen 1895 5Rr. 5, ©. 133.

Scfcbiidi, öeutjrticS, für p^ere Se^ranftalten. ^crauSgegeBen bon Seigrem ber

bentf^en @prad)e an bem S'önigli^en fKealgtjmnafium ju Dötieln. 9ln'^ang

äu beä bicrten Xeileä erfter Slbteilung für bie afealfc^ut=SeIunba. [IV u. 85 ©.]
gr. 8. ge^. n. M. —.60.

(Sdjmtbt, Dr. Otto ©biiarb, ^rofeffor äu St. Stfra (Zeigen), Sieber her Scutfi^en
ttttS Seit Reiten ber SreifttitSfriege unb ber Äönnife um bie notionale ginftcit.

%üt iBäiüU «nb §aii§ jufammengcftcüt. [VI u. 104 ©.] gr. 8. ^n ©ft)toflen

fteif gel), n. M. —.80.
SBoranäeige f. 9KittciIungen 1895 ^x. 5, @. 135.

Xeiibiicrei SommJung bcutfdjcr 2i(fit= «nb Sdjrifttoerfe ffir Iiöftere Söi^tcrfrfiHlen

unter 3!JJittüirIung ber ipenren Dr. SBaumann, Se^rer an ber SSiltoriafd^ute,

«ßrofefior Dr. §amann, Sireüor ber Sorot^eenf^ule, Sßrofeffor |)of'
m e 1 ft e r , CBerlel^rer an ber (£{)artottenfc^ute , Dr. ® t a e b I e r , Dberlcl^rer an ber
SKargaretenfc{)uIc, unb SS e ^ e l , Oberlehrer an ber 5.'uifenfcf)ute, fämtlit^ in SScrIin,

^erauägegeben bon Dr. S8 o r n t) a t , *J5rofeffor an ber königlichen (£UfaBetf)fc^ute ju
Berlin. 12. asdnbrfien : §omerB Dbt)fiee im SIu§äuge no^ ber Überfe^ung bon
3- § SSo6, bearbeitet bon @. SBe^el, Oberlehrer an ber Suifenfd^ute ju
Serlin. 9Jeue ©tercotDp - 2lu§gabe. [IX u. 133 ©.] 8. 3n Seintnanb Qei.
n. Ji —.80.

9Bcrf, Dr. (öiiftaö, ®ire!tor be§ Äönigl. aJeargtjmnafium? ju 5Reid)enbad^ t. ©d^t.,

botcrlänbijiifte ©diriften «nb ^iifttunnen. groeiter 2;eit: Slu§ ®eutjd)Ianb8
tanfenb 3a'^ren. ^g. si bi§ 219.] gr. 8. ge^. n. M 1.80.

sBorangeige f. SIRittcilungen 1895 Sdr. 4, ©. 106.

[9Birtt), ®.] ascutjrfteS SeiebuA für liöftere a»Bb*enf*uren auf ®runb beg

Seutfi^en Sefebu^S für '^ötjere '2öd)tert^ulen bon @. SB i r t:^ nac^ ben preugift^en

„SBeftimmungen" bom 31. 9Kat 1894 neu bearbeitet bon (g. ©rfimib, SJirettor

ber ftäbt. i)äi). äßdbd^enfcl^ule unb be§ 2e^rerinnen'©eminar§ in «ßotsbam, unb
fjr. ©t)eQer, Dberlefjrer an ber ^önigl. ©lifabetfif^ule in SBerlin. 3!n

4 2;eilen. IL Seit, gür Silaffe IV unb V. (4te» unb 5tf« ©^uljal^r.) [Xm
u. 400 ©.] gr. 8. 1896. 2auer{)aft gebunben n. J(. 3.—

SSoranjcige f. «Dlitteilungen 1895 5«r. 5, ©. 134.

S)er III. Sanb erfc£)eint Slnfong 3anuar, ber IV. nod^ bor Dftern 1896.

SIngetünbigt aber nod^ nid)t erfd^ienen finb:

©tol^n, ^., Seörbud^ ber beutfc^eu ?ßoetif für pl)ere iöJäbc^enfd^uIen unb
2ef)revinnenbilbung?anftalten. 2. 21 u f t a g e.

SSoranseige f. mttcilungen 1895 5«r. 4, ©. 106.

ÜBeife, D., unfere 9JJutterff rad^e, i^r SEBerben unb i^r SBefen.
2. 31 uf läge. 5.-8. SCaufenb.

aSoranieige f.
ÜKitteilungen 1895 5ßr. 6, ©. 165.

Murner, die aäuohmatt. (Basell519.) Hrsg. von W. Uhl. (S. Mitteilungen

1895 Nr. 6, S. 165.)

Seitfcfertft für ben beiitfcften Unterricht. a3egrünbet unter TOithJtrfung bon

SRuboIf $ilbebranb. §erau§gegeben bon Dr. Otto S^on. 9. 3<a^rgang.

1895. 8—12. .^eft. gr. 8. «ßreig für ben JJa^rgang bon 12 TOonatg^eften ju

je 4— 5 ©rucEbogen n. JC 12.

—

M»l«e erleichtert.
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Seitfcftrift für >ticiblid)c SBilbung in (Zd)iile iint &aiiS. gentralorgan für
bog beittfc^e TOabdöenfc^uIloeten. SBegrünbet tion Micliarb ©cf)ornftein,
fierauägegetien öon Dr. SESilljelm Suc^ner, bormalä ®ireItor ber ftäbtif^en

pljeren TOäbd^enfc^uIe ä" ©refelb, je^t in ©ifenad^. 23. gfafirgang. 1895.

13— 24. $eft. Sdtirli^ 24 §e|te. gr. 8. ^alßidljrli^ n. ^ 6.—

Scitfchrift für latcinlofe f)'6\)«tt (Zdiiilen. Drgon be§ S8ereiii§ jur jJBrberung
beS lateinlofen tiöfieren ©(|ultüefen§, fotnte be§ SSereinS Jacfiftfi^er IRealic^uI-

leerer. SSegrünbet öon Dr. (55eorg SGßeibner. Unter SJHtrottfung äaf)tretd&er

©d^ulniänner ^erau8gege6eu Bon i)r. @. ^olämüller, ®ire£tor an ber ©e-
toerfiejcEiuIe Otcalfdjute mit gacf)tlafien) in $agcn i. SS., unb Dr. Sart
Sötiler, Ceerle^rer efienba. t;. 3[at)rgang. 1891/95. 10— 12. §eft. gr. 8.

«Preis für ben 3!a|rgang öon 12 SKonatä^eften p je 2 Sogen n. .i^. 8.—
7. 3;a^rgang. 1895/96. 1—4. §eft. gr. 8. «preis für ben Sfa^rgang

öon 12 aKonatä^eften ju je 2 SBogen n. Ji 8.—

B. Französisclie und englisclie Sprache.

Soerncr, Dr. Otto, Dberlel^rer am (S^mnafium pm Ijeiliaen ^eug p ®re§ben,
fron^ofi(töe§ «nö ennliftheS Unterri*t8Jucrt nad) ben 9ieuen Sefir^jlänen fie-

arbeitet, granäöftfd^er 2;eil: Sejr6u^ ber franjöfifd^en ®pxaäfe.
9Kit befonberer SSerüdfic^tigung ber Übungen im münbli^en unb fcf)riftti^en

freien ©ebraud^ ber ©prad^e. üluSaabe B, für ^ö^ere SKäbd^en'
f deuten (nad^ ben Säeftimmunqen öom 31. 9JJai 1894). ^n met)reren Xeilen.

Streiter Seil: Stoff für ba§ ätoeite Unterridjtäja'^r. SDiit einem aSoübilb: ber

grü^Iing. §ierp ein grantmatifc^er 2tnt)ang (in Xafc^e). [VI u. 183 ©. u. 56 ©.]

gr. 8. 1896. 3fn Seintoaub geb. n. M. 1.80.

SSoranseitje f. SRitteilungen 1895 «Rr. 2, @. 40.

Oöerftufe J«m 8eör6«di her frniMÖnfi^en ©Jirud^e. SUlit Befonberer
aSerüdfid^tigung ber Übungen im niünblic^en unb fi^riftlid^en freien
®eBrauc^ ber ©<3rac^e. 9Jtit einem 5ßlan öon ^ari§ unb einet Äarte öon
$5ran!reidf|. Streite ® o^j^jel^Sluf la g e. gr. 8. JJn SeinWanb geb.

n. M. 2.40.

. - Se^rBu^ her englifAen Stirndic. 93lit befonberer Söerüdfidjtigung ber
Übungen im münbli^en nnb fd^rifttic^en freien Oebraud^ ber ©:prad^e öon
Dr. Dtto 58oerner, DberMjrer om (S^mnafium pm ^eiliaen ^reuj p
ffireSben, unb Dr. Dgcar Stiiergen, «profeffor am fiönigl. Äabetten = ffior^g

p SreSben. SJtit ätrei SSoEbitbern: §erbft unb SBinter. §ierp in Safere:
SBörteröeräeid^niffe. [Till, 136 u. 92 ©.] gr. 8. JJn Swb. geb. n. Jl. 2.20.

SSoranseige f. 9KitteiIunßen 1895 5ßr. 2, @. 40.

©rnmtnotl! ber englifiljen ®}iro(l)e. 3(m Stnfc^Iuß an ba§ üe^rbud^ ber

engtifc^en ©prad^e für ben S^ulgebraui^ bearbeitet öon Dr. O a c a r

2:|iergen, «ßrofeffor am ffiönigt. Siabetten=Stor))S jn Bresben. [XII u. 200 ©.]

gr. 8. 3n Smb. geb. n. J(, 2.—
SSoranseige f. Wittcitungen 1895 gjr. 2, ©. 41.

Vietor, "Wilhelm, und Franz Dörr, englisches Lese- und Übungsbuch.
Unterstufe. A. u. d. T.: englisches Lesebuch. Unterstufe. Vierte
Auflage. Neuntes und zehntes Tausend. [XXIV u. 298 S.] gr. 8.

In Deinwand geb. n. M. 2.80.

Slngelünbigt aber nod) uid)t crfd)i'enen finb:

Otto SBoernerS franjöfifc^eä unb englifi^eS Unterri(^tgn)erf.
9lad| ben Svenen Sefirplänen bearbeitet. granjiJiife^er Seit: Se.f)rbu(^

ber franjöfifdien ©Jirad^e. TOit befonberet SSetüdfid^tigung ber Übungen
im münbli^en unb fdiriftli^en freien ®ebraud) ber ©^Jra^e. ®e =

türäte 2Iu§ga6e (2tu«g. C).

aSoranäeige f. 9KitteiIungen 1895 <Rt. 6, ©. 166.

anzösische Lautlehre für Mitteldexitsche, insbesondere für

Sachsen, von Dr. Paul Schümann in Dresden. 2. Aufl. gr. 8. geh.

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 6, S. 166.
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III.

Matkematik, technische und Natnr-

wissenschaften.
Abhandlungen zur Geschiclite der Mathematik. VII. Hoft. A. u. d. T.:

Supplement zum 40. Jahrgang der Zeitschrift für Mathematik und Physik.

Herausgegeben von Dr. O. SchijÖmilch und Dr. M. Cantob. Mit einer

lithogr. Tafel und 16 Figuren im Text. [III u. 244 S.] gr. 8. geh. u.

M. 7.60.

Inhalt: I. Ptolemäus de Analemmate. Von J. L. Heiberg in Kopen-
hagen. — II. Ein (Beitrag zur Geschichte der Algebra in Deutachland im
fünfzehnten Jahrhundert. Von Maximilian Curtze. — III. Die Handschrift
Nr. 14836 der Königl. Hof- und Staatsbibliothek zu München. Von Maxi-
milian Curtze. — rv. Eine Autobiographie von Gotthold Eisenstein. Mit er-

gänzenden biographischen Notizen. Herausgegeben von F. Rudio. — V.
Briefe von G. Eisenstein an M. A. Stern. Herausgegeben von A. Hurwitz
und F. Rudio. — VI. Nikolaj Iwanowitsch liobatschefskij. Eede, gehalten
bei der feierlichen Versammlung der kaiserlichen Universität Kasan am
22. Oktober 1893 von Professor A. Wassiljef. Aus dem Eussischen übersetzt

von Professor Friedrich Engel.

Breuer , Peter Joseph. , Direktor des Progymnasiums zu "Wipperfürth,

das Notwendigste Über die natürlichen Logarithmen. [39 S.j qu. gr. 8.

geh. n. Ji. —.80.
Cantor, Moritz, Voi'lesiingeu über Geschichte der Mathematik. In 3 Bänden,

in. (Schlufs-)Band. Vom Jahre 1668 bis zum Jahre 1759. In 3 Ab-
teilungen. II. Abteilung. Die Zeit von 1700 bis 17-20. Mit 30 Figuren
im Text. [S. 253— 472.] gr. 8. 1896. geh. n. Jt 6.—

Voranzeige s. Mitteilungen. 1892 Nr. 4, S. 107.

.^oljtnüaer, Dr. ^ufta», SJireltor ber ©etoerßcf^ule OJealfd^ule mit ^fat^Haften)

ju §ogen i. SB., TOttglteb ber Äaij. £eo^3. tSnroI. Slfabemie ber «Raturroridjer,

ntctöoOiirticö l'eöriludi öer (Jlementor5*ÜJat6tmatif. ®i)mnafial = 8lu§gabc.
Sn 2 %d\m. I. 2;ett, im 2(nfcf|Iu6 an bie ^)reii6t{c£)en £eI)H)läne öon 1892

na^ ^a^rgangen georbnet unb Bt§ jur 2l6fc^Iu6)3rüfunfl ber Unterfelunba

reid^enb. 9JJtt 138 giguren im Segt. [Vni u. 228 @.j gr. 8. 1896. ^n
£ntt)b. get). n. Ji 2.40.

SSoranseige \. gKitteitungen 1895 5Rr. 5, S. 139.

Klein, Felix, the Evanston Kolloquium. Lectures on Mathematics delivered

from Aug. 28 to Sept. 9, 1893, before members of the Congress of

Mathematics held in connection vrith tho World's Fair in Chicago at

Northwestern University Evanston, 111. hy F. K. Eeported by Alexander
ZiwET. [IX u. 109 S.] gr. 8. 1894. In Leinw. geb. n. M 6.— [In

Kommission.]
^rae^elin, Dr. Siarl, Siatutftubicn im §rtufc. «ßtoubereten in ber ®ämmerftunbe.

©in 33uc() für bie Sfugenb. TOit geid^nungen uon C. ©d^tpinbraäljetm. [IV

u. 174 ©.] gr. 8. 1896. ^fn Original = Seinwanbljanb n. M. 3.20.

SSoranaeige f. Mitteilungen 1895 gir. 5, ©. iio.

Krause, Dr. Martin, Professor der Mathematik an der Königl. Sachs.

Technischen Hochschule zu Dresden, Theorie der doppelt periodisclien

Functionen einer veränderlichen Grösse. In 2 Bänden. I. Band. [VIII

u. 828 S.] gr. 8. geh. n. M. 12.—
Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 3, S. 74.

Kronecker's, Leopold, Werke. Herausgegeben auf Veranlassung der

Königlich Preussischen Akademie der "Wissenschaften von K. Hensel.
In 4 Bänden. I. Band. Mit L. Kronecker's Bildniss. [IX u. 484 S.]

gr. 4. geh. n. M. 28.—
Voranzeige s. Mitteilungen 1893 Nr. 3, S. 73.

Plücker's, Julius, gesammelte wissenschaftliclie Abhandlungen. Im Auftrag
der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen herausgegeben
von A. SCHOENFLIES uud Fb. Pockels. In 2 Bänden. I. Band. Ulathe-

niatisciie .Abhandlungen, herausgegeben von A. Schoenplies. Mit einem
Bildniss Plücker's und 73 in den Text gedruckten Figuren. [XXXV u.

620 S.j gr. 8. geh. n. Ji 20.—
Voranzeige a. Mitteilungen 1895 Nr. 1, S. 10.

Mal'se erieicuten.
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Schröder, Dr. Ernst, ord. Professor der Mathematik an der Technischen
Hochschule zu Karlsruhe in Baden, Algebra und Logik der Relative, der
Vorlesungen über die Algebra der Logik dritter Band. In 2 Abteilungen.
I. Abteilung. Mit viel Figuren im Texte. [Vni u. 649 S.] gr. 8. geh.

n. M. 16.—
Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 1, S. 11.

Stäekel, Paul, und Friedrich Engel, die Theorie der Parallellinien von
Euklid bis auf Gauss, eine Urkundensammlung zur Vorgeschichte der
nichteuklidischen Geometrie. Mit 145 Figuren im Text und der Nach-
bildung eines Briefes von Gauss. [X u. o25 S.] gr. 8. geh. n. Ji. 9.

—

Voranzeige s. Mitteilungen 1894 Nr. 4, S. 79.

Volkmann, P., ord. Professor an der Universität Königsberg i. Pr., Franz
Neumanu. * ll. September 1798, t 23. Mai 1895. Ein Beitrag zur
Gescliiclite deutscher Wissenschaft. Dem Andenken an den Altmeister
der mathematischen Physik gewidmete Blätter unter Benutzung einer

Beihe von authentischen Quellen. Mit einem Bildniss Franz Neumann's.
[VII u. 68 S.] gr. 8. 1896. geh. n. M. 2.40.

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 5, S. 136.

"Wassiljef, Prof. A., Nikolaj Iwanowltsch Lobatscliefskij. Rede, gehalten
bei der feierlichen Versammlung der Kaiserlichen Universität Kasan
am 22. Oktober 1893. Aus dem Russischen übersetzt von Professor
FErEDBiCH Engel. Sonderabdruck aus dem VII. Hefte der Abhandlungen
zur Geschichte der Mathematik. [40 S.] gr. 8. geh. n. ,J(. 1.20.

"Wirtinger, Dr. "Wilhelm, a. o. Professor an der Universität in Innsbruck,

Untersuchungen über Thetafunktioneu. Von der philosophischen Fakultät
der Universität Göttingen mit dem Beneke- Preise für 1895 gekrönt und
mit Unterstützung der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften daselbst

herausgegeben. [VIII u. 125 S.] gr. 4. geh. n. Ji. 9.

—

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 4, S. 107.

WüUner, Adolph, Lehrbuch der Experimentalphysik. In 4 Bänden. Fünfte,
vielfach umgearbeitete und verbesserte Auflage. II. Band. Die Lehre
von der Wärme. Mit l.Sl in den Text gedruckten Abbildungen und
Figuren. [XI u. 936 S.] gr. 8. 1896. geh. n. Ji. 12.—

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 4, S. 108.

"Wünsche, Prof Dr. Otto, Oberlehrer am Gymnasium zu Zwickau, die

verbreitetsten Käfer Deutschlands. Ein Übungsbuch für den natur-
wissenschaftlichen Unterricht. Mit 2 Tafeln. [XVI u. 212 S.j 8. In
Leinwand geb. n. Ji. 2.

—

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 3, S. 77.

Engel. 3 Bände. I. Band.

suchun;
lik.

Iber di

Demnächst werden erscheinen:

Grassmann's gesammelte "Werke, hrsg.

II. Abt. : die Ausdehnungslehre von 1862.

Koenigsberger, L., H. v. Helmholtz's Unt
Grundlagen der Mathematik und Med

Lie, S., Geometrie der Berührungstransformationen. 2 Bde. I. Bd.
Matthiessen, L., Grundzüge der antiken und modernen Algebra

der litteralen Gleichungen. 2. Ausg.
Minkowski, H., Geometrie der Zahlen. 2 TeUe. I. TeU.
Neumann, C, allgemeine Untersuchungen über das New tonsche

Prinzip der Fernwirkungen. (S. Mitteilungen 1895 Nr. 5, S. 136.)

Plücker's physikalische Abhandlungen, hrsg. von Fe. Pockbls.
(S. Mitteilungen 1895 Nr. 1, 8. 10.)

Stahl, H., Theorie der Abel'schen Funktionen. (S. Mitteilungen

1895 Nr. 6, S. 168.)

Stolz, O., Grundzüge der Differential- und Integralrechnung.
II. Theil: Complexe Veränderliche und Functionen. (S. Mitteilungen
1895 Nr. 6, S. 168.)

"Weiler, A., neue Behandlung der Parallelprojektionen und
der Axonometrie. 2. Ausg.

"Wünsche, 0., die Alpenpflanzen. 2. Ausg.
Bxkursionsflora für das Königreich Sachsen und die
angrenzenden Gegenden. 7. Auflage. (S. Mitteilungen 1895 Nr. 4,

S. 109.)



IV. Geschichte. V. raphie. Astronomie. VI. Psychologie.

Annalen, mathematische. Begründet 1868 durch Alpeed Clebsch und
Cael Neümann. Unter Mitwirkung der Herren Paul Gordan, Cael
Neumann, Max Noethee, Kabi< VondebMühll, Hbineich Weber
gegenwärtig herausgegeben von Felix Klein in Göttingen, Walthbr
Dyck in München und Adolf Mayer in Leipzig. 46. Bd. 3. u. 4. Heft,
gr. 8. Preis für den Band von 4 Heften n. JL üO.—

Zeitschrift für Mathematik und Physik. Herausgegeben unter der verant-
wortlichen Redaktion von Dr. O. Schlömilch u. Dr. M. Cantor. 40. Jahrg.
1895. 4—6. Heft. gr. 8. Preis für den Jahrgang von 6 Heften n. M. 18.—

Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht.
Ein Organ für Methodik, Bildungsgehalt und Organisation der exakten
Unterrichtsfächer an Gymnasien, Bealschulen, Lehrerseminarieu und ge-
hobenen Bürgerschulen. (Zugleich Organ der Sektionen für math. und
naturw. Unterricht in den Versammlungen der Philologen, Naturforscher,
Seminar- und Volkssohullehrer.) Herausgegeben von J. C. V. Hoffmann.
26. Jahrgang. 1895. 5— 8. Heft. gr. 8. Preis für den Jahrgang von
8 Heften n. M. 12.—

IV.

GrescMclite.

Angekündigt aber noch nicht erschienen ist:

Schenk, K., Belehrungen über wirtschaftliche und gesell-
schaftliche Tragen auf historischer Grundlage. In 2 Aus-
gaben : 1) für die Hand des Lehrers sowie zum Selbststudium ; 2) Aus-
gabe für Schüler. (S. Mitteilungen 1895 Nr. 5, S. 131.)

Geographie. Astronomie.

Fiorini, Matteo, Erd- und Himmelsgloben, ihre Geschichte und Konstruktion.
Nach dem Italienischen frei bearbeitet von Siegmund GtJNTHEE. Mit
9 Textfiguren. [VI u. 138 S.] gr. 8. geh. u. M. 4.—

Voranzeige s. Mitteilungen 1895 Nr. 3, S. 77.

3cftfdirift, fleoflra»jI)ifd)f. ^erauSgegeBen bon Dr. Sllfreb Lettner,
0. 0. ^ßrofeffor au ber Uniöerfität Sei^Jätg. 1. ^ateong. 1895. 2— 12. §eft.

gr. 8. 3fäf)rlic^ 12 SWonatS^efte ju je V-]^ Bis 4 Sogen, «preis ^albjo^rlid^

n. M. 8.—

VI.

Psychologie.

Geyer, Otto. Friedrich Schleiermachers Psychologie nach den (Quellen dar-

gestellt und beurteilt. [77 S.] 4. geh. n. M. 1.—

Mal'se erleiöhtert.



Vn. Heilkande. VIU. Vermischtes.

VII.

Heilkunde.
Jahrbuch für Kiuderlieilknnde und physisclie Erziehung. Neue Folge.

HerausKegeben von O. Heubner, A. Steffen und H. v. "WiDERHorEB.
40. Band. 2— 4. Heft. gr. 8. Preis für den Band von 4 Heften n. M. 10.40.

41. Band. 1. Heft. gr. 8. Preis für den Band von 4 Heften n.Jt 10.40.

VIII.

Vermisclites.
Jahrbuch, statistisches, der höheren Schulen und der heilpädagogischen

Anstalten Deutschlands, Luxemburgs und der Schweiz. Neue Folge von
Mushackes Schulkalender II. Teil. Nach amtlichen Quellen bearbeitet.
XVI. Jahrgang. Z^v•ei Abteilungen. 16. geh. n. M. 3.60, biegsam in 2
Abteilungen oder in 1 Band geb. n. M. 4.40.

I. Abteilung. Das Königreich Preufsen enthaltend. Anhang: Ver-
zeichnis der Mittelschulen. [XXIV u. 228 S.]

II. Abteilung. Die deutschen Staaten (aufser Preufsen), Luxemburg,
die Schweiz und statist. Übersicht über die höheren Schulen Deutschlands ent-
haltend. [III u. 366 S.]

Die Abteilungen sind nicht einzeln käuflich.

Mushackes deutscher Schulkalender für das Schuljahr 1895/96. 4.5. Jahrgang.
Mit Benutzung amtlicher Quellen herausgegeben. Michaelis -Ausgabe
1895 (vom 1. September 1895 bis 81. Dezember 1896). [GXIII u. 155 S.]

16. geh. n. M. 1.— ; in biegsamen Leinwandband geb. n. M. 1.20.

Inhalt: Kirchl. und astronom. Kalender, Genealogie, Posttarif und
Telegramm -Gebühren, Notizbuch für die Zeit vom 1. September 1895 bis
31. Dezember 1896, Lektionspläne für Direktoren und Lehrer, Ordinariats-
listen, Censurlisten, Notizen für Konferenzen, verliehene, geliehene und neue
Bücher, Adressen , 2 Bogen weifses, 1 Bogen gewürfeltes Papier u. s. w.

Jährlich 2 Ausgaben: 1) Michaelis-Ausgabe, vom 1. September bis Ende
des nächstfolgenden Jahres reichend, und 2) Oster-Ausgabe, vom 1. Januar
bis aum 30. April des nächstfolgenden Jahres reichend.



p. p.

eit 1868 veröffentliche ich in kurzen Z-wischenräumen

Mitteilungen
der Verlagsbuchhandlung

B. G. Teubner uj in Leipzig.

Diese „Mitteilungen", unentgeltlich in 20 000 Exemplaren im
Inlande wie im Auslande verbreitet, sollen daa Publikum, welches
meinem Verlage Aufmerksamkeit schenkt, von' den erschienenen,
unter der Presse befindlichen und von den vorbereiteten Unter-
nehmungen des Teubnerachen Verlags in Kenntnis setzen, und
sind ebenso wie die bis auf die Jüngstzeit fortgeführten, jährlich

zwei- bis dreimal neugedruckten, vollständigen Verzeichnisse
meines Verlags mit ausführlichen Titelangaben als:

Bibliotheca philologica Teubneriana. Verzeichnis des Ver-
lags von B. G. Teubner in Leipzig auf dem Gebiete der Philo-

logie insb. Altertumswissenschaft. (Anhang: Zum Unterrichts-
wesen) [109 S. kl. 8];

Verzeiclmls des Verlags von B. G. Teubner in Leipzig
auf dem Gebiete der Mathematik, der technischen
und Naturwissenschaften. Im Anhange: Torstwissen-
schaft [XXIV u. 112 S. gr. 8]

;

Schulkatalog, enthaltend eine Zusammenstellung der Aus-
gaben griecliischer und lateinischer Klassiker,
sowie der Lehr- und Hilfsbücher für den Unter-
richt aus dem Verlage von B. G. Teubner in Leipzig, welche
an den Gymnasien, Realgymnasien und anderen liöheren

Schulen Deutschlands, Deutsch- Österreichs, der Schweiz und
der Ostseeprovinzen gebraucht werden [107 S. gr. 8];

Lehr- und Hilfsbücher für den Unterricht in den neueren
Sprachen, sowie Schulausgaben englischer und französischer

Schriftsteller mit deutschen Anmerkungen aus dem Verlage
von B. G. Teubner in Leipzig [32 S. gr. 8];

Lehr- und Unterrichtsmittel für höhere und mittlere
Mädchenschulen sowie Lehrerinnenseminare und
Mädchengymnasien nebst Schriften für die weibliche
Jugend aus dem Verlage von B. G. Teubner in Leipzig

[48 S. gr. 8]

;

Verzeichnis des Verlags auf dem Gebiete der Theologie,
Pädagogik und verwandter Fächer von B. G. Teubner
in Leipzig [36 S. gr. 8]

in allen Buchhandlungen unentgeltlich zu haben, werden auf
Wunsch aber auch unter Kreuzband von mir übersandt.

B. G. Teubner.

M&ufl gfiaicRten.
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